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يوان المَطْبُوعَاتٍ الجامعيّة - الجرّايد 


المقدمة () 


ادخل في أواخر الأربعينات مقرر «جديد» سمي «التحليل 4111 على 
برنائج كلية الرياضيات في جامعة الدولة بموسكو. وقد احتوى هذا المقرر على 
مائ ق: “'نظرية: القيائن. :وتظرية “التوابع. -والعادلات التكاملية :.ونظرية 
ناراك اناخ وفسائل. اخرى... کن هذا المقرى :الذي فا يتدزيين. توا 
خلال سنوات عديدة مصدر هذا الكتاب «». ثم ادخل مقرر «التحليل 
1)» يعد أن ظهر بجامعة موسكو وحدهاء ضمن براج جامعات اخرى . 


اهتممنا في هذا الكتاب بتقديم عرض فريد للمسائل العامة المتعلقة 
بنظرية اللجموعات: ونظرية القياس والمكاملة.وكذا بعض الأفكاز والطرق العامة 
المستخدمة في التحليل التابعي . وقد سعينا بجانب ذلك . إلى منح أهية 
معتبرة للمسائل الأقل تجريداً المطروحة في التحليل التقليدي. ما فيها تلك 
التي تطرح في الرياضيات التطبيقية حيث تجد المسائل المذكورة أعلاه 
تطبيقاتها . 


عقاشى هذا الكتاب» في خطوطه العريضة . مع محتوى مقرر «التحليل 
التي تبنته حالياً الجامعات السوفياتية . 


خصصناء إلى جانب العديد من المسائل. مكانة معتبرة لنظرية القياس 
العامة . وينبغى أن نشير في هذا الاطار إلى أنه قد ظهر حديثاً عدد كبير من 





كه ترجم هذا الكتاب عن الطبعة الفرسية الصادرة سنة 1977 عن دار مير بموسكو . (المترجم) . 
9 تضم النسخة الأصلية لهذا الكتاب (الذي وضع أول مرة سنة 1954 وترجم إلى الأنكليزية سنة 
7) جزم ضئيلاً جدا من محتواه الحالي . (امترجم) . 


المؤلفات التي تتناول نظرية المكاملة انطلاقاً من منوال دانيال وذلك دون 
الجوء إلى نظرية القياس . وفي اعتقادنا أن نظرية القياس الواسعة الاستعمال في 
النظرية الأرغودية (الاحتالية) وفي نظرية الطرق العشوائية» الخ » تعتبر في 
حد ذاتها بالغة الأهمية بغض النظر عن دورها في مسألة ادخال مفهوم 
التكامل ؛ وعليه جي جديرة بأن تكون ضمن مقرر جامعي إجباري . 
الأول واسس الجر اللي 
نشير إلى أن نص الترجمة الفرسية لهذا الكتاب قد تمت مراجعته بعناية 

كبيرة » كا صححت فيه الأخطاء المطبعية وصوّبت أيضاً النقائص التي برزت 

في العرض . 

لا يفوتنا هنا أن نوجه شكرنا إلى ف .أ. مدفيداف ev(‏ لم Mv‏ .۸ .۷) 
محرر الطبعة الفرنسية للمساعدة المامة التي قدمبا الينا في هذا العمل. 


س . فومين أ. كولوغوروف 
A. Kolmogorov S. Fomine‏ 
ديسمبر 1973 


الفصل الأول 
مبادئ في نظرية المجموعات 


8. مفهوم الجموعة . عمليات على الجموعات 
1. عوميات . 


نجد في الرياضيات جموعات جد متنوعة من حيث طبيعتها . نذكر على 
سبيل المثال » مجموعة وجوه متعدد الوجوه » ومموغة نقاط مستقم » وجموعة 
الأعداد الطبيعية» ال. إن مفهوم الجموعة مفهوم عام جدا بشكل يجعل من 
الصعب إيجاد تعريف له خال من تعويض كلمة موعت بكلمة مرادفة لما: 
كجملة وتجمع ومنظومة عناصرء ال . 
إن الدور الذي يلعبه مفهوم ا جموعة و فى الرياضيات الحديثة دور 
آساسي» وذلك لیس ل لكون نة المجموعات أصبحت الآن 
0 جد متطورء بل للتأثير الكبير الذي تمارسة هذه النظرية » وليدة 
خر القرن الماضي» على كافة الفروع الرياضية. إننا لا ننوي في هلا 
0 م تقديم عرض كامل حول نظرية ا مجموعات بل هنا الوحيد هو ادخال 
الرموز الرئيسية وتعريف المفاهم الأولية جدا التي سنستخدما في المستقبل . 


ترمز فيا يلي للمجموعات بحروف كبيرة: 4 » 8 » ... ونرمز لعناصرها 
بحروف صغيرة : ي » 5» . . . تكتب القضية «العنصر ه ينتمى إلى الجموعة 
4 بشكل رمزي كالتالي: 4 عه أو ه د 4 ؛ أما الكتابة 4 © ه (أو 
۾ 3 4) فتعني أن العنصر ه لا ينتمى إلى 4 . إذا كانت كل عناصر 
المجموعة 4 تنتمى أيضاً إلى المجموعة 8 (قد يكون 8 -4) نقول أن 4 
جموعة جزئية وو جزء من ن المجموعة 8 ونكتب 8 4 . إن جموعة الأعداد 
الصحيحة » مثلاٌ » جموعة جزئية من جموعة الأعداد الحقيقية . 
يحدث أحياتا أل نعرف مسبقاً فيا إذا كانت جموعة ما (جموعة جذور 
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معادلة » مثلاً) تحوي عنصراً واحداً على الأقل. ولذا من المفيد أن نلتفت 
إلى المجموعات التي لا تحوي أي عنصر ؛ تسمى جموعة من هذا النوع جموعة 
خالية ونرمز لما ب©. نلاحظ أن المجموعة © جموعة جزئية من أية جموعة 
أ 

خرى . 


2. عليات على المجموعات . 


لتكن 4 و8 مجموعتين كيفيتين ؛ نعرّف اتحاد أو جموع 4 83 على أنه 
المجموعة 8 ر 4 -0© المؤلفة من العناصر التي تنتمي إلى إحدى المجموعتين 
4 و8 على الأقل (الرسم 1) . 


نعف بطريقة مائلة اتحاد عدد كيفى (منته أو غير منته) من 
المجموعات : إذا كانت ,4م هى الجموعات المعتبرة» فإن اتحادها ,4م نا هو 
جموعة العناصر التي تنتمي إلى احدى المجموعات .4 على الأقل. 


نعرف تقاطع مموعتين 4 و8 على أنه المجموعة 8 46 -0 المؤلفة من 
العناصر المنتمية في آن واحد إلى 4 وإلى 8 (الرسم 2) . إذا اعتبرنا مثلآ 
جموعة الأعداد الصحيحة الزوجية ومموعة الأعداد الصحيحة التى تقبل 
الْكسِيْة عل. 3 وجدئا أن تقاطعهنا هو عفوغة الأعداد المحيحة القائلة 
للقسمة على 6. أما تعريف تقاطع عدد كيفي (منته أو غير منته) من 
المجموعات .4 فهو تعريفا المجموعة .4 0 المؤلفة من العناصر المنتمية في آن 
واحد إلى كل المجموعات .4 . 1 


A 0 


الرسم 1 1 الرسم 2 


۰ تبين التعاريف السابقة ان اتحاد وتقاطع المجموعات عليتان تبديليتان 
وتجميعيتان أي ان : 


C= 4U (BU O‏ زه B= BU 4, (AU‏ ام 

C= AN (BN ©‏ مه B= BN 4, (AN‏ م4 
من جهة اخرى نشير إلى ان كل من العمليتين توزيعية بالنسبة للأخرى : 
C)U (BN ©)‏ مم C=‏ مره (4U‏ )01 
B) U C = (AU C) N (BU ©)‏ م4) 9 


لنبرهن مثلاً على العلاقة الأول . ليكن × عنصراً من الجموعة الواقعة 

و في الطرف الأسر من (1)ء أي أن + د © 8(6 .(4U‏ إن ذلك يعني بأن × 
ينتمي إلى احدى المجموعتين 4 و8 على الأقل وينتمي إلى © . ومنه يتبين 

ان × ينتمي إلى احدى المجموعتين © 406 © 86 على الأقل» أي أنه 
ينتمي إلى الطرف الأيمن من 1). بخصوص الإحتواء في الإتجاه الثاني نعتبر 
o NS‏ نجد عندئذٍ أن © 40 € × أو 
«xe BNC‏ وبالتالي فإن × ينتمي إلى © وإلى إحدى المجموعتين 4 83 
على الأقل» أي أن © € × و8 4 €×»› ومنه © م (8 U‏ 4) € × . وهكذا 
يتم البرهان على المساواة (1). أما البرهان على المساواة (2) فهو ماثل 


نعرّف الآن علية الطرح على المجموعات . الفرق بين جموعتين 4 و8 
هو تعريفاً المجموعة 8١م‏ = المؤلفة من عناصر 4 التي لا ت تنتمى إلى 8 


(الرسم 3 . ليس من الضروري عوماً أن يكون 8 د4 . نكتب أحياناً 
4-8 بدل 418 . 


من اللائق احياناً (في نظرية القياس مثلاً) أن ستعمل الفرق التناظري 
مجموعتين 4 و8٠‏ وهو تعريفا اتحاد الفرقين 468 و84 (الرسم 4) . 


<< () تعتي المساواة بين جموعتين: 8 -4 ان كل عنصر من 4 ينتمي إلى 8 والعكس بالعكس ٠‏ أي 
أن المساواة 4-8 تكاق الاحتواءين معاً: 8 4 و4 ©8. 
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الرسم 3 الرسم 4 


نرمز للفرق التناظري لجموعتين 4 83 ب 448 . وهكذا يأتي» تعريفاً : 


(A\B) U (B\4)‏ = 8 ل 4ه 


AAB = (AU B)\(AN 8(‏ 
كثيرا ما نلجأ إلى اعتبار جموعات كلها أجزاء من نفس الجموعة £ 
(المرجع) . تلك هي الحالة التي نجدها مثلاً عند اعتبار جموعات عناصرها 
نقاط من المستقيم العددي. يسمى الفرق 504 في هذه الحالة متمم المجموعة . 

4 ونرمز له ب 4© أو 4 . 

نلجأ عادة في نظرية المجموعات وتطبيقاتها إلى مبدأ بالغ الأهية ويسمى 
مبدأ الثنوية وهو يعتمد على العلاقتين التاليتين : 

1. متمم الاتحاد يساوي تقاطع المتممات : 


(3) S\ U مع ول‎ (S\ A40) 
: متمم التقاطع يساوي اتحاد المتممات‎ 2 
4) S\N Aa =U (S\ A0) 


ينحصر مبدأ الثنوية فيا يلي : يمكن الحصول بصفة آلية من كل مساواة 
متعلقة باجزاء مموعة المرجع 5 » على مساواة اخرى تدعى ثنوية المساواة 
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الأولى» وذلك باستبدال كل الجموعات المعتبرة بمتمماتهاء وباستبدال 
الاتحادات بالتقاطعات » والتقاطعات بالاتحادات . يجد القارئ مثالا تطبيقياً 
لهذا المبدأ من 28 من الفصل الثاني ويقثل ذلك في استنتاج النظرية '3 من 
النظرية 3. 

لنثبت العلاقة (3). 


لیکن × 443 ںای . يعنى ذلك أن × لا ينتمي إلى الاتحاد 
به أي أن لا نتم إل ية مموعة من المموعات Au‏ . ومنه ينتج أن × 
ينتمى إلى كل المتمرات 54٠‏ وبالتالٍ : ل4١5) x €N‏ . والعكس بالعكس › 
نقرض أن (564) 0» × أي أن × ينتمي إلى كل جموعة من المجموعات 
4 ؛ وبالتالي فان × لا ينتمي لأية جموعة من الجموعات ,4 أي أنه لا 
ينتمى إلى اتحادها U Aa‏ ولذا وك S\U‏ ع د. وبذلك ينتبي البرهان على 
المساواة ( . أما يرهان العلاقة ري“ فهو ياثل البرهان السابق. (أقم هذا 
البرهان) . 
تلاحظ أن تسمية «الفرق التناظرى» التى ادخلناها للتعبير عن العملية 
8 ليست جد معبرة؛ إن هذه العملية تماثل» في العديد من الجوانب » 
اتحاد جموعتين 8 ن4 . ذلك أن العبارة 8 ن 4 تعني أن القضيتين «العنصر 
ينتمي إلى 4» «والعنصر ينتمي إلى 8» مرتبطتان ب أو » «الشاملة» اما 
العبارة 48 فتعني أن القضيتين السابقتين مرتبطتان ب «أو» «المانعة» : 
كن کر ودک إل و م إذا وق إذا ا إلى ر فط أو Bd}‏ 
فقط . يكن أن نسمى الجموعة 8 4۸ «الإتحاد وفق اثنين» ل 4 و8 (نأخذ 
اتحاد هاتين الجموعتين لكننا نبعد العناصر التي نلقاها مرتين) . 


8. التطبيقات . م جموعة 
3 تطبيق امن مموعة ي أخرى . المفهوم العام للتابع . 


e‏ ا . نقول اننا عدفنا هذه ا تابعاً م إذا 
11 


الحقنا بكل عدد × 3× عدداً فریداً معا تا جيداً (×)گ = ر. نسمى 
المجموعة × ساحة تعريف التابع ثم ؛ وتسمى جموعة القيم ۲ التي يأخذها هذا 
التابع ساحة قم ر. 


إذا استبدلنا المجموعات العددية يمجموعات ذات طبيعة كيفية فإن ذلك 
يؤدي بنا إلى أل مفهوم للتابع . لتكن 26 و N‏ جموعتين كيفيتين . نقول أننا 
عرّفنا على 384 تابعاً ثم قيمه في ۷ إذا الحقنا بكل عنصر × من 26 عنصراً 
وحيداً بر من N‏ . في حالة اعتبار جموعات ذات طبيعة كيفية (با في ذلك 
المجموعات العددية) فإننا ستعمل عادة كلمة «تطبيق» بدل كلمة «تابع» 
ونتكلم عندئذٍ عن تطبيق من جموعة في جموعة اخرى . شير إلى أن تحديد 
المجموعتين 4ه و8 يكننا من الحصول على انواع مختلفة من التوابع لما 
نسميات خاصة» مثل «التابع الشعاعي» و «القياس» و «التابعية» 
و«المؤثر» ال . سنعود إلى هذا الموضوع في المستقبل . 


نرمز لتابع (تطبيق) من ا في 2 عادة بالكتابة : 


7ط خط f:‏ 


إذا كان ۾ عنصا من 84 نقول عن العنصر (هر = الملحق به في /1 » 
أنه صورة ۾ بواسطة (أو ب أو في) النظطيق ر أما: توعة الستاسر .من عمد 
التي صورتها م في N‏ قتسمى. الضورة العكسية لط وترمز لما ب(ط)ا-. 


ليكن 4 جزءا من 8 ؛ تسمى الجموعة [4 ع ».(©)/] المؤلفة من كل 
العناصر (8)/ حيث 4 عه » صورة 4 ونرمز لها ب(4)/. کا نعرّف الصورة 
العكسية (8):-/ لكل جزء 8 من N‏ : وهي مموعة عناصر 84 التي تنتمي 
صورها إلى 8 ع ور e‏ 
بواسطة ثر؛ٍ تكون الجموعة (1)8/ في هذه الحالة جموعة خالية . 

نقتصر فيا يلي على دراسة الخاصيات العامة جد للتطبيقات . ونبدأ بتبني 
الاصطلاح التاللٍ . نقول عن / إنه تطبيق من المجموعة 34 «على» المجموعة 
IR‏ = (34)/ ونقول أيضاً عن مثل هذا التطبيق إنه غامر . أما في 
الحالة العامة أي عندما يكون ا > (84)/ فنقول ان / تطبيق من 4 «في» 
.N‏ 
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إذا كانت الصورتان («كر = ر و (و«)ر = رر مختلفتين مهما كان العنصران 
الختلفان ,× و × في 4 » فإتنا تقول عن التطبيق ؟ أنه متباين (أو تباين) . 
دعنا الآن تبرهن على الخاصيات الأساسية للتطبيقات : 


نظرية 1. إن الصورة العكسية لإتحاد جموعتين نساوي اتحاد صورتيبما 
أ لعكسيتين : 


.f-1(4U B) = f-1(4) U f-1(B) 


البرهان . ليكن × عتصرا من الجموعة (8 u‏ 4)٠-؟.‏ يعني ذلك ان 
e 4u 8‏ در أي أن 4 ء ««دكر أو 8 ٤‏ ««كر. من ذلك اتی أن × ينتمي 
على الأقل لإحدى الجموعتين (4 )۶-1 و ()'حترء أي أن : (8)!ر نا (4)اسر € × . 
بخصوص القضية العكسية » إذا كان × منتمياً إلى (1)8-/ نا (1)4-/ فإنه ينتمي 
على الأقل إلى احدى الجموعتين (4)اثر و(8):/؛ٍ وهذا يعني أن )ر 
ينتمي على الأقل إلى احدى الجموعتين 4 و8 » إذن 8 ل4 © (»)» ومنه 
ينتج (8 نا ك4 )1 رع عر . 


نظرية 2 إن الصورة العكسية لتقاطع جموعتين تساوي تقاطع الصورتين 
العكسيتين : 
J 1(AN B) = f-1(4) N f-1(B)‏ 


f(x) € 4 كر أي‎ e> 40 8 فإن‎ × f-)4 0 8( البرهان. إذا كان‎ 
. x € f-1(4) م‎ f-1(8) أي‎ «xe f-1(8) 3 xe f-1(4( #كرء لكن‎ € 83 


بخصوص القضية العكسية»›» إذا كان f-1)8(‏ ۸ (1)4-/ × فإن 
.x×e 8(9 xe f-“)4(‏ وبالتالى €4 و8 €(»› أي 
4N B‏ € «ارء ومنه ينتج أن (8 0 f-1)4‏ € × . 


نشير إلى ان النظريتين 1 و2 تبقى قائمتين حتى ولو كان عدد المجموعات 
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المعتبرة عدد كيفي (منته أو غير تة¿ والأمر كذلك فها يخص النظرية 
التالية . 


نظرية 3. إن صورة اتحاد جموعتين تساوي اتحاد صورتيهما : 
U f(B)‏ (4)ر = B)‏ 0 4مار 


البرهان . إذا كان (8 u‏ ي4 عر فإن ذلك يعني أن (×)/ در»ء حيث × 
عنصر ينتمي إلى احدى الجموعتين 4 و8 على الأقل. وبالتالي : 
(8)/ نا (4)/ € f)«(‏ =ر. بخصوص القضية العكسيةء إذا كان 
(8)/ نا (4)/ ع ر فإن («)ر حر حيث × ينتمى إلى احدى الجموعتين 4 
و8 على الأقل» أي أن 8 e 4 u‏ × وبالتالي fo) € (AU B)‏ - 

تلاحظ أن صورة تقاطع جموعتين لا تساوي عوماً تقاطع صورتهما . فإذا 
اعتبرنا مثلاً التطبيق المساوي للمسقط المستوي على احور (») لوجدتا أن 


قطعتي المستقيم : (1 > × > 060 = ) وَّ(1 > × > 140 - رر) لا يشتركان في 
أية نقطة أما صورتاها فتساويتان. 


تمرين . برهن أن الصورة العكسية لمتمم جموعة تساوي متمم الصورة العكسية 
للمجموعة المعتبرة . هل القضية الماثلة للسابقة صحيحة من أجل صورة 


المتمم؟ 


2. تجزئة مجموعة. علاقة التكافؤ . 


EEE NE TG 
مثنى مثنى (أي ا 0 يكن ا‎ 
»)«( المستوى (بصفتة جموعة نقاط) وتقسيمه إلى مستقيات موازية للمحور‎ 
كا يمكن اعتبار الفضاء ذي الأبعاة الثلاثة كاتحاد سطوح كرات هما نفس‎ 
المركز وانصاف اقطارها م مختلفة (يما في ذلك 0 - ”) » ويمكن تقسيم سكان‎ 
عدينة )إل نوات جب مةه عيلاد كل ساك اد‎ 
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اکا کل وھ چ نا مر قا کے فل كل عاد 
" ججوعات جرت ة من ف متفسلة هى مقئاء تقول أن الجموعة فو اة 
إلى صقوف أو أتنا حصلنا على تجزئة المجموعة مه (إلى صفوف) . 


جرت العادة أن نتعرض إلى تجزئات ينبغي الحصول علا طبق مقياس 
المستوى » مثلاً » يمكن تقسيمها إلى صفوف مثلثات متساوية » أو إلى صفوف 
ثلثات لما نفس المساحة؛ ا أن جموعة التوابع ذات متغير واحد يمكن 
تقسيمها إلى صفوف» بحيث يحتوي كل صف على التوابع التي تأخذ نفس 
القيمة عند نقطة معينة» ال . 
إن المقاييس التي تعين كيفية تقسم عناصر جموعة إلى صفوف» يكن أن 
تكون مختلفة من حيث طبيعتها. ورغم ذلك فهذه المقاييس ليست كيفية 
عفوية . لنفرض مثلاً اننا نريد تقسم الأعداد الحقيقية إلى صفوف بحيث 
يكون العدد 6 والعدد ۾ في تفس الصف إذا وفقط إذا كان ۾ <ط. من 
الواضح أن هذه التجزئة للأعداد الحقيقية مستحيلة لأنه إذا كان ۾ <م 
فيجب أن ينتمي ط للصف الذي ينتمي اليه » ومن جهة اخرى إذا كان 
۵ >ه فلا يكن أن ينتمي » للصف الذي ينتمي اليه 6 . بالإضافة إلى 
ذلك» با أنه لا یکن أن يكون » أكبر من نفسه فإنه يستحيل أن ينتمي ه 
للصف الذي ينتمي اليه > 1!! وهذا مثال و : لتحاول تعر يف تجزئة 
جموعة نقاط المستوى بحيث تكون نقطتان منتميتين إلى نفس الصف إذا . 
وفقط إذا كانت المسافة بين 4ه وم ا من الواضح أن ذلك 
ا ل ا u‏ 
اصغر من 1 فهذا لا يؤدي بالضرورة إلى أن المسافة بين ۾ وء اصغر من 1. 
إذن إذا اتقت ه وط لنفس الصف واتقت 5 وء لنفس الصف فإنه يمكن أن 
يحدث أن تكون نقطتان منتميتين لنفس الصف مع أن المسافة بينهما أكبر 
من 1. 
توحي لنا الأمثلة السابقة E‏ التي ينبغي أن تتوفر حتى يكون 
مقياس ما قادرا بالفعل على تقسيم عناصر ت إل صقوف.. 
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لتكن مه مموعة ما. تفرض أن يعض الثنائيات (5.ه) من عناصر هذه 
المجموعة ثنائيات مرتبة0 . إذا كانتت (ط ,ه) ثنائية مرتبة » تقول أن العتصر » 
مرتبط بالعنصر 8 بالعلاقة م وتكتب 8 بيه . فإذا تعلق الأمر بتجزئة جموعة 
مثلثات المستوى إلى صفوف مثلثات من نفس المساحة» مثلاً» فإن الكتابة 
5 جه تعني أن «المثلث »۾ له مساحة مساوية لمساحة 5». نقول عن 
العلاقة م انها علاقة تكافؤ إذا تحققت فما الشروط التالية : 

1. الإنعكاس : © ay‏ مهما كان ۾ M2‏ 

2< التناظر : إذا كان يه فإن by a‏ . 


د التعدي (أو الانتقال) : إذا كان 6 يه و‌ چ فإن » يه. 


إن هذه الشروط هي الشروط اللازمة والكافية لكي تكون العلاقة م 
(وهو المقياس !) قادرة على ت تقسيم المجموعة مه إلى صقوف . ذلك أن كل 
تجزئة جموعة 4ه تعرف علاقة عا ل : إذا كاتت الكتاية. 
6 جه تعني «ه ينتمي إلى الصف الذي ينتمي اليه 5» فإن ب اتعكاسية 
وتناظرية ومتعدية وهي خواص من العبل التأكد منها. والعكس إذا كانت م 
علاقة تكافؤ معرفة في M‏ ورمزنا Ka‏ لصف العناصر د د M‏ المكافئة 
للعنصر المعطى ۾ أي أن a‏ چx؛‏ قان خا الإنعكاس تبين أن © ينتمي 
الصف ۾ » غم انه إذا كان K٠‏ و و صفين في يمد فإنهما اما متساويان واما 
منفصلان (أي © = م م و). لتبرهن على ذلك : ليكن » عنصراً منتمياً 
في آن واحد إلى مه وإلى و » أي أن ۾ نه وط بء. من تناظر م ينتج 
¢ يحل ومن تعديها ينتج : 


(00) 2 b 


تم إذا كان × عنصراً كيفياً من .× أي إذا كان : ۾ × فإن العلاقة 1) 
وتعدي م يبينان أن 6 × وهذا ن أن Ks‏ عع . 


() أي أننا تأخذ بعين الإعتبار ترتيب العتصرين ه و ط» وهذا يعني أن الثنائيتين (6.ه) و (6.ة) 
مختلفتان عوما . 
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نبين بنفس الطريقة أن كل عنصر ر من × ينتمي إلى ٠‏ . وبالتالي 
إذا كان لصقين .× و ,× عنصر مشترك فإنهما متساويان. وهكذا نحصل 
على تجزئة للمجموعة 4 إلى صفوف معرفة يعلاقة التكافوؤ المعطاة . 

إن مفهوم تجزئة جموعة إلى صفوف ذو ارتياط مباشر مع مقهوم التطبيق 
الوارد في البتد السابق . 

ليكن ؟ تطبيقاً من مموعة 4 في مموعة 8 . إذا وضعنا في نقس الصف 
كل عتاصر 4 التي لما نفس الصورة في 8 فإننا تحصل يطبيعة الحال على 
تجزئة للمجموعة 4 . والعكس بالعكس » نعتبر جموعة كيفية 4 وتجرئة لحذه 
المجموعة إلى صفوف . لتكن 8 مموعة هذه الصقوف . لتلحق يكل عنصر 
» د 4 الصف (أي العنصر من 8) الذي ينتمي اليه هذا العنصر ذاته ؛ إن 
ذلك يعرف تطبيقاً من الجموعة 4 على الجموعة 8 . 


أمثلة . 1. سقط المستوى (رد) على الحور (+*). إن الصور العكسية لنقاط 
احور («) مستقيات شاقولية . وبالتالي نرى أن التطبيق المعتبر يعرف تجرئة 
للمستوى إلى مستقيات متوازية . 

2< نقمم نقاط الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة إلى صفوف يوضع كل النقاط 
التي تفصلها على نقطة اليدء نفس المسافة» في نفس الصف . أي أن كل 
صف ممثل يسطح كرة. يكن أن ل ا ا 
التقاط الواقعة على نص الحور (ه ,0). وبالتالي فإن تجزئة القضاء ذي 
الأبعاد الثلاثة إلى سطوح كرات ذات مركز مشترك» تعرف تطبيقاً من هذا 
القضاء على نصف مستقم - 

3 تضع في نفس الصف كل الأعداد الحقيقية التي لما تقس الجزء 
العشري . إن التجزئة التي .نحصل عليها بهذه الطريقة تعرف تطبيقاً من 
المستقم على دائرة 

نشير إلى أن علاقة التكافؤ حالة خاصة من مفهوم أعم وهو مفهوم 
العلاقة الثنانية . لتكن 4ه جموعة كيفية. نرمز ب :4 × مه أو 82 لجموعة 
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كل الثنائيات المرتبة (8.ه) حيث ۾ د يما وط د يما . تقول أتنا عرفا في كا 
علاقة ثنائية م إذا اخترنا في ۸42 جموعة جزئية كيفية ,8 . بصفة أدق» 
تقول أن العنصر »۾ مرتيط بالعنصر 8 بواسطة العلاقة ألثنائية ه» ونكتب 
مه إذا وفقط إذا كانت الثنائية (6.ه) منتمية إلى ,۾ . كمثال على 
العلاقات الثنائية يكن أن نعتبر علاقة التطايق ع المعدّفة بالطريقة التالية : 
لدينا 8 عه إذا وفقط إذا كان 6 -ه ؛ أي انها العلاقة الثنائية المعرّفة بالقطر 
ه في 8 × 4 أي بمجموعة الثنائيات من الشكل (ه.ه). من الواضح أن كل 
علاقة تكافؤ وء معرّفة في جموعة ما ء علاقة ثنائية تحقق الشروط التالية : 


1) القطر 4 من ۸ ينتمي إلى ۸ (الإتعكاس) . 

© إذا كان +8 ع (ط ,۾) فإن ,8 > (©58,6) [التتاظر] . 

© إذا كان ,8 > (5.ه) وم۸ > 8.0) فإن م8 ع ١,ه)‏ [التعدي] . 
وهكذا يتضح أن علاقة التكافؤ علاقة ثنائية انعكاسية وتناظرية ومتعدية . 


سترى ف 48 حالة خاصة وهامة اخرى من حالات ا الثنائية : 
وهي علاقة الترتيب. 


358 المجموعات المنساوية القوة . فوة جموعة . 
1 المجموعات المنتهية وغير المنتهية . 

تلاحظ لدى اعتيار العديد من الجموعات انه يمكننا احياتاً تعيين عدد 
عناصر الجموعة المعطاة على الأقل من الناحية النظرية إذا ل يتم ذلك علياً . 
تلك هى حالة جموعة رؤوس متعدد الوجوه مثلةء» وكذا حالة جموعة الأعداد 
الأولية الأصغر من عدد معطى ©» وكذلك جموعة جزيئيات الماء على 
الأرض» ا . تحتوي كل جموعة من الجموعات السابقة عدداً منتهياً من 
العناصر ورغم ذلك فقد لا نستطيع تعيين عدد هذه العناصر. من جهة 
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اخرى توجد مموعات عدد عتاصرها غير منته. ذلك هو حال جموعة 
الأعداد الطبيعية» وكذا جموعة تقاط مستقيم » ومموعة دوائر المستوى» 
وجموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات التاطقةء الخ. عندما تقول ان 
جموعة ما غير منتبية فذلك يعتي أنه يكن استخراج عنصر من هذه 
مو شع ا د م ند 
في المجموعة المعتيرة عناصر أخرى . 

إذا كانت مموعتان متتهيتين فإنه يكن مقارنتهما فيا بينهما والنظر فيا إذا 
تحويه الجموعة الثانية . هناك سؤال يطرح نفسه : هل يكن القيام بمثل هذه 
المقارنة عندما يتعلق الأمر بمجموعات غير منتهية؟ بعبارة أخرى هل يعقل 
أن تتساءل عا إذا كان عدد الدوائر ف المستوى » مثلةٌ» أكر من عدد 
النقاط الناطقة على المستقم العدديء أوء عا إذا كان عدد التوابع المعيّفة 
على الجال المغلق [0,1] مساوياً لعدد المستقهات في الفضاءء الخ .؟ 


لنر كيف تتم مقارنة جموعتين منتهيتين . يكن » مثلاء أن تعد عناصر كل 
جموعة ثم نقارن العددين الحصل علهما. لكتنا نستطيع اتباع طريقة أخرى : 
نحاول إيجاد تقايل بين عناصر هاتين الجموعتين أي تطبيق يلحق يكل عنصر 
من الجموعة عنصر] وحيدا من الجموعة الثانية والعكس بالعكس . من الواضح 
أنه يمكن إيجاد تقايل بين مموعتين منتبيتين إذا وفقط إذا كان عددا عناصرها 
ا لم ل دي اا 4 اوور د 
مقاعد قاعة الدرس أم لاء يكفي» بدل عد عدد الطلية وعدد المقاعد 
ا این المد اتا »> يكقي أن تطلب من كل طالب أن يجلس 
على مقعد؛ ثم تلاحظ : إذا جلس كل الطلبة ول تبق مقاعد شاغرة فذلك 

يعني أن لدينا تقابلاً بين الجموعتين » ويرجع ذلك لكون هاتين الجموعتين 
وان عددي: عناص متساؤيين : 


نثير الآن إلى أنه إذا كانت الطريقة الأولى (المتمثلة في عد عتاصر 
المجموعات) لا تصلح إلا من أجل المجموعات المنتهية » فإن الطريقة الثانية 
(المتمثلة في إيجاد تقايل بين المجموعتين) صالحة سواء كانت الجموعات 

منتهية أو غير متتهية . 
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2 .المجموعات القابلة للعد. 


إن ابسط الجموعات غير المنتبية هي جموعة الأعداد الطبيعية. ضمي 
جموعة قايلة للعد كل يموعة يكن أن خد لما تقابلاً بينها وبين مموعة الأعداد 
الطبيعية . يعيارة آخرى فإتنا تعرف جموعة قابلة للعد على انها جموعة يكن 
ترقم عناصرها ووضعها على شكل متتالية غير منتهية : ...مه ب ,© رر - 
لنعرض أمثلة لجموعات قايلة للعد. 
1. جموعة الأعداد الصحيحة . تعرف تقایل بين هذه الجموعة وجموعة 
الأعداد الطبيعية کا يلي : 

0-11-22... 


1 23 45. 


أي أتنا تلحق يكل عدد موجب أو متعدم « > 0 العدد الطبيعي الفردي 
1 + 2 2ء ويكل عدد م سالب ۾ < 0 العدد الطبيعي الزوجي |2 : 


no2n +I 0 > في حالة‎ 
n +2lnl O>n في حالة‎ 


2 جموعة الأعداد الصحيحة الموجبة والزوجية . هناك تقابل واضح وهو : 
7 24-2 . 

3 الجموعة : ...»2 ,... .2,4,8 المؤلفة من قوى العدد 2. هناك أيضاً تقايل 
واضح بين هذه المجموعة وجموعة الأعداد الطبيعية وهو: وريه 2۴ 

4 نعتبر الآن مثالاً أكثر تعقيداً: لنثبت أن جموعة الأعداد الناطقة (أو 
الكسرية) مموعة قابلة للعد. إنه يكن أن نمثل كل عدد ناطق » بطريقة 
وحيدةء على شكل كسر غير قايل للإختصار: a=‏ حيث ۾ > 0. 
ارتفاع العدد الناطق » هو تعريقاً المجموع و + اما. من الواضح أن الكسور 
ذات الإرتفاع م (حيث ۾ عدد معطى) عددها منته . فالارتفاع 1 مثلاً لا 
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يمكن أن يبلغه إلا العدد 9 والإرتقاع 2 لا يبلغه إلا 4 ولحت والارتفاع 3 
لا يبلغه إلا الأعداد: 2, 4, حح 1 _», الخ: لترتب الأعداد الناطقة 
حسب الترتيب المتزايد و أي اننا تضع في المرتبة الأولى الأعداد ذات 
الارتفاع 1ء ثم الأعداد ذات الإرتفاع 2 وهكذا على التوالي . ويا أن ذلك 


یزود کل عدد برقم فإتتا تحصل على تقايل بين جموعة الأعداد الناطقة 
وجموعة الأعداد الطبيعية . 


000 o 
: 4 البرهان . لتكن 4 جموعة قابلة للعد و 8 جموعة جزئية منها. نرقم عناصر‎ 
B عتاصر 8. إذا كان من بين عناصر‎ da 6 لتكن ~~ عم‎ <. d1, Q2, -<-, © وور‎ < 
8 عنصر أكبر من بقية العناصر في 8 » فإن المجموعة 8 منتهية » وإلا فإن‎ 
.1,2,... جموعة قابلة للعد لأن عناصرها مرقة بواسطة الأعداد الطبيعية‎ 
د إن كل اعاد مت او ا جبوعة كابلة للحد..‎ 


البرهان . لتكن : ... ,ر4 ,4 مموعات قايلة 0 يکن فى جميع الأحوال 
اعتبار هذه الجموعات منفصلة مثنى مثنى (أي أن تقاطع كل موعتين من 
هذه الجموعات خال) لأنه لو لم يكن الأمر كذلك لكان بإمكاننا اعتيار 
المجموعات : 
U A2), ..‏ يك )اروك ,رك Ar, A2\‏ 
بدل الجموعات المعطاة» والجموعات الجديدة هذه كلا منتهية أو قايلة للعد» 
واتحادها يساوي اتحاد المجموعات: ...رهم..4. يكن وضع عناصر 
المجموعات : ... .ره .,4 على الشكل الجدولي غير المنتهي التالي : 
dı1 612 413 414---‏ 
-- 6824 423 ج42 d2‏ 
d31 @32 433 @34 ---‏ 


d43 G44 ---‏ 42 و 
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حيث يثل السطر الأول متتالية عناصر ,4 ء وعثل السطر الثاني متتالية 
عناصر ر4 › الخ . ترقم الآن كل هذه العناصر «قطريا» أي أن ,ره هو أول 
عنصر » وره ثاني عنصر و بره ثالث عنصر وهكذا على التوالي في الاتجاه 
الذي تحدده الأسهم الواردة في الجدول : 


© > ap @3 7> Q14 --- 
d21 an a3 424 - ٠ 


مر را 
ayı 2 03‏ 


A34 --- 


0 


من الواضح أن هذه الطريقة تزود كل عنصر من الجموعات المعتبرة برقم 
معين؛ ويذلك نحصل إذن على تقايل بين مموعة كاقة عتاصر ...ررك ,41 
وجموعة الأعداد الطبيعية وهو المطلوب . 


ارين . 1. أثبت أن جموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات التاطقة جموعة” 
قايلة للعد. 


2 تقول عن عدد جٍ أنه جيري إذا كان جذراً لكثير حدود ذي 
معاملات ناطقة . أثبت أن جموعة الأعداد الخبرية قايلة للعد. 

3 أثبت أن جموعة الجالات الناطقة (أي اليالات الحدودة ياعداد 
ناطقة) في المستقيم العددي مموعة قابلة للعد. 


4. أثبت أن جموعة نقاط المستوى التى لما احداثيات ناطقة جموعة قابلة 
للعد . 


إشارة إلى الحل. طيق الخاصية الثانية . 
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3 كل جموعة غير منتهية تحوي حا جموعة جزئية قابلة للعد . 


البرهان . لتكن يمه جموعة غير منتهية . نختار في 4ه عنصراً كيفياً ,ى . عا أن 
غير منته» يكن أن نجد في مه عنصراً ره عالقا ل ره » ثم عنصراً ده 
مخالقاً ل ره وَيهء الخ. تواصل العمل بهذه الطريقة بدون انقطاع (الذي لا 
يمكن أن يتوقف بسبب «نقض» في العناصرء ذلك لأن × جموعة غير 
منتبية) وهكذا نحصل على جموعة جزئية قايلة للعد: 


[-..ءه© و-.. و2 d1,‏ 1 =4 


من الجموعة 84 » وهو المطلوب. 
تبين هذه الخاصية أن المجموعات القايلة للعد هى «أصغر» الجموعات 
غير المنتهية . سترى قريباً أنه توجد جموعات غير منتهية غير قايلة للعد. 


3 الجموعات المتساوية القوة . 


بمقارنة مجموعات مختلفة غير منتهية بمتتالية الأعداد الطبيعية توصلنا إلى 
مفهوم الجموعة القابلة للعد. لكن المقارنة لا تقتصر على مموعة الأعداد 
الطبيعية لحسب ذلك أن إنشاء تقايل بين جموعتين يسمح بقارتتهما فيا 
بيتهماء وهذا مهما كانت الجموعتان المعتيرتين . لتقدم التعريف التالي : 


تعريف . تقول عن جموعتين 8 83 انيما متساويتا القوة (ونرمز لذلك 
ب:8 دية) إذا أمكن إيجاد تقايل بين عناصر مه وعتاصر ۸ . 


إن مفهوم نساوي القوة ينطيق على المجموعات المنتهية ؟ا ينطيق على 
المجموعات غير المنتهية . تكون جموعتان منتهيتان متساويتي القوة إذا وفقط 
إذا كان عددا عناصرها متساويين . يمكن الآن صياغة تعريف مجموعة قابلة 
للعد على الشكل التالى: نقول عن جموعة انها قابلة للعد إذا كانت هذه 

امجموعة وجموعة الأعداد الطبيعية متساويتي القوة. 
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الرسم 5 الرمم 6 


من الواضح أنه إذا كانت جموعتان متساويتي القوة مع جموعة ثالثة » فإن 
هذه المجموعات الثلاث متساوية القوة؛ وهكذا نرى يصفة خاصة أن كل 
المجموعات القايلة للعد متساوية القوة 


أمثلة . 1. إن كل جالين مغلقين [8.ه] و41 ] باعتبارها جموعتي نقاطء 
جموعتان متساويتا القوة. يوضح الرمم 5 كيف ننثئ تقابلاً بين هاتين 
امجموعتين : تكون النقطتان م وي ملحقتين الواحدة بالاخرى إذا وقعت 
هاتان النقطتان على نفس المستقم المار بالنقطة © التي تمثل تقطة تقاطع 
المستقيمين مه و54 . 


2 إن جموعة نقاط المستوى العقدي المكتمل ومموعة نقاط سطح كرة 
جموعتان متساويتا القوة. يكن تعريف التقايل 2مء» بواسطة الإسقاط 
المجسامي (أو الاستيريوغرافي) [الرسم 6] . 


3 إن جموعة الأعداد الحقيقية المنتمية للمجال (0,1) ومموعة تقاط 
المستقيم مموعتان متساويتا القوة. يكن تعريف تقايل بينهما بواسطة التابع 
التالي مثلاً : 

;+ × ممه = ر 

بالقعن في الأمثلة السابقة والأمثلة الواردة في الققرة 2» نلاحظ أنه 
بالإمكان أن تكون جموعة غير منتهية متساوية القوة مع بعض اجزاتها . فثلا 
ترى بأن «كنية» الأعداد الطبيعية هى نفس «كنية» الأعداد الصحيحة» 
وهي نفس «كمية» الأعداد الناطقة ؛ ويأن «كمية» تقاط الجال (0,1) هى 
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نفس «كمية» نقاط المستقم . ذلك أتنا بيّنا في الفقرة 2 (الخاصية 3) بأن كل 
جموعة غير متابية #۴ يكن استخراج منها جموعة جزئية قابلة للعد+ لتكن 
إوو4 م fe: fes,‏ ع A‏ مثل هذه الجموعة الجزئية . 
نقمم 4 إلى جموعتين جرئيتين قايلتين للعد: 
ل و65 ,43 A= {@ı,‏ 
{a2, aa, as}‏ = 42 


وننشئ تقابلاً بين 4 و4 . باستطاعتنا تمديد هذا التقايل فها بعد»ء إلى 
أن يصبح تقابلاً بين المجموعتين (2404) نا 4 =4 و (304) لا 41 = ووماية 
وذلك بالحاق كل عنصر من 804 بالعنصر نفسه. إن ذلك لا يعني بأن 
ما - ومكة أي أن ر۸4« جموعة ذاتية من ما (أي جموعة جرئية من 34 
وغير مساوية ل 8) . بهذا تكون قد يرهنا على القضية التالية : 

تقبل كل جموعة غير منتهية جموعة جزئية ذاتية بحيث تكون الجموعة 
الاخيرة والجموعة المعتبرة متساويين القوة. يمكن اعتبار هذه الخاصية بمثابة 
تعريف لجموعة غير منتهية . 
تمرين . نفرض أن 4 جموعة كيفية غير منتهية و 4 جموعة قايلة للعد. برهن 
على أن: 4 M~ 84U‏ . 


4 عدم قابلية العد لجموعة الأعداد الحقيقية . 


رأينا في الفقرة 2 بعض الأمثلة لمجموعات قابلة للعدء مع الملاحظة أنه 
يمكن عرض أمثلة كثيرة أخرى . من جهة أخرى كنا وحنا أن اتحاد عدد 
منته أو متتالية غير منتهية من الجموعات القابلة للعد يساوي جموعة قايلة 
للعد. 
من الطبيعي إذن أن تتساءل : هل توجد فعلاً جموعات غير قابلة للعد؟ . 
جيب النظرية الموالية عن هذا السؤال ينعم : 
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قظرية 1. إن جموعة الأعداد الحقيقية الحصورة بين 0 و1 مموعة غير قايلة 
للعد. : 


البرهان . لتكن » جموعة جزئية قايلة للعد من مموعة الأعداد الحقيقية 
المنتمية للمجال المغلق [0,1]: 


»< م41 --- 613 dıı @ı2‏ ,0 = ين 
و-.. ص42 ... و42 d21 dn‏ ,0 = ين 
,< س43 ... 433 d31 d32‏ ,0 = و0 


(1) 


يرمز عه هنا للرقم العشري من المرتبة « للعدد ره . لننشئ عدداً عشرياً : 
ba ... ba‏ رق ,0 = Ê‏ 

بالطريقة القطرية لكانتور (منسه)ء أي بحيث يكون ,ط رقا كيفياً 
يخالف ,ره » ود رقا كيفياً يخالف يره» الخ.؛ بصفة عامة يجب أن يكون 
.ة رقا مخالقاً ل » . إن العدد 8 الذي تحصل عليه يهذه الطريقة لا ينتمى 
إلى المتتالية (1). ذلك أنه لا يساوي به لأن رقيهما العشريين الأولين غير 
متساويين؛ وهو لا يساوي يه لأن رقيما العشريين الواقعين في المرتبة 
الثانية غير متساويين» الخ.؛ ويصفة عامة فإن م + يه لأن به + .م 
وذلك مما كان العدد الطبيعى «» وعليه فإن 8 لا يساوي أي عنصر به 
من المتتالية (1). وبالتالي فإنه لا توجد جموعة جرئية قابلة للعد من جموعة 
التقاط [0,1] تستطيع احتواء كل عتاصر [0,1]. 

يوجد في هذا البرهان «خطأ» صغيرء ناتج من كون بعض الأعداد 
(وهي التي تكتب على الشكل ب2) تقبل نشرين عشريين عنتلفين» واحد 
متبما له الدورة 0 والآخر له الدورة وء مثال ذلك : 
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3 


10 7 0,5000 ... = 0,4999 .. 


سايم 


إذن ثب 1:1 أن عددان يقبلان نشريين عشريين مختلفين فذلك لا يعني 
اهما غار عمساو بين . 


غير أننا إذا اتشأنا العدد م8 بعناية أي بتفادي الرقين 0 وَوء مثلآء 


بوضع 2 = ط إذا كان 1= به 1 - ,طط إذا كان 1 + ےه فإتتا تزيل من 
البرهان الخطأ المشار اليه . 


تمرين. أثبت أن الأعداد القابلة لنشرين عشريين مختلفين تشكل جموعة قايلة 
للعد . 


وهكذا علمنا الآن بأن الجال المغلق [0,1] يمثل مموعة غير قايلة للعد. 
لنورد بعض الجموعات المتساوية القوة مع الجال المغلق [0,1]. 

1. جموعة نقاط كل مجال مغلق [5.ه] أو مجال مفتوح (ط,ه). 

2 جموعة نقاط مستقعم . 

3 مجموعة نقاط المستوى » والفضاء » وسطح كرة» وداخلية (أو داخل) 
كرةء الخ. 

4 جموعة مستعيات المستوى . 

5 جموعة التوابع المستمرة ذات متغير واحد أو ذات متغيرات متعددة . 

إن البرهان على الحالتين الأولى والثانية لا يشكل أي صعوبة (راجع 
المثالين 1 و 3 الفقرة 3) . أما الحالات الأخرى فإن طريقة البرهان المباشر 


تعد معمدة. 


تمرين . بإستخدام نتاح هذه الفقرة والقرين 2 من الفقرة 2 برهن على وجود 
اعداد متسامية (أو متصاعدة) أي اعداد غير جيرية . 
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5. نظرية كانتور - بارنشتاين (Cantor - Berssteia)‏ . 
تعد النظرية الموالية من آم تظريات الجموعات . 


نظرية 2. (كانتور - بارنشتاين) . لتكن 4 و 8 جموعتين كيفيتين . إذا وجد 
تقابل م من الجموعة 4 على جموعة جزئية ,8 من 8ء وتقايل م من 
المجموعة 8 على جموعة جزئية ,4 من 4 » فإن المجموعتين 4 و8 متساويتا 
القوة . : 


البرهان . ليكن × عنصراً ما في 4 . نضع × = م× ونعرف بالتدرع جماعة 
عتاصر بالطريقة التالية . نفرض أن .+ معرّف . إذا كان ۾ زوجياً تأخذ في 
8 العنصر ,,.* بحيث (,.«كر = يعدء وإذا كان »م فردياً تأخذ ف 4 
العنصر ,× يحيث : (,.+«)م = ,ءادء وذلك ف حالة وجود مثل هذا 
العنصر . هناك احتهالان : 


1. هناك عناصر ۸ بحيث لا يوجد عنصر ,,.× يحمق الشرط المطلوب . 
حينئدٍ يسشمى « رتبة ×. 


2 المتتالية (,<) غير منتهية . حينئذٍ تقول عن العنصر × إنه من رتية 


تقسم الآن 4 إلى ثلاثة أجراء : م4 المؤلف من العناصر ذات الرتب 
الزوجية » م4 المؤلف من العتاصر ذات الرتب الفردية» ,4 المؤلف من 
العناصر ذات الرتب غير المنتبية . 

بعد تجزئة ماثلة للمجموعة 8 تلاحظ أن f‏ يطيق م4 على 80 4:3 
على ,8 ء وأن :-ج يطبق ,4 على ع8 . إذن فإن التطبيق باء المساوي ل/ر 
على ,4 د ع4 ول'-ج على م4 تطبيق تقابلي من المجموعة 4 على الجموعة 
8 . ويذلك يتم البرهان على النظرية . ش 
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6 مقهوم قوة جموعة . 


إذا كانت مجموعتان منتهيتان متساويتي القوة فإنهما يحويان تقس العدد 
من العناصر . إذا كانت مه و8 مجموعتين كيفيتين ومتساويثى القوة فإننا 
تقول احينا من نفس القوة . إذن فإن قوة جموعة هي ما تشترك فيه مع أية 
جموعة أخرى من نفس القوة. فيا يخص الجموعات المنتهية نلاحظ أن مفهوم 
القَوة هو مقهوم عدد عتاصر المجموعة . نشير لقوة مموعة الأعداد الطبيعية 
(وبالتالي لقوة كل جموعة قابلة للعد) بالرمز م . أما المجموعات المتساوية 
القوة مع مجموعة الأعداد الحقيقية الواقعة في الجال المغلق [0,1] فنقول عتها أن 
لما قوة المستمر وترمز لحا يه (أو بالرمز #) . 


هناك سؤال مهم جداً وهو الذي يبحث عن وجود قوى محصورة بين .# 
وء ذلك ما سنعالجه من القمرة 4 الموالية . 

نلاحظ أن الجموعات التي نتعرض لما في التحليل لما في أغلب الأحيان 
القوة مار أو القوة > . 

بخصوص قوى الجموعات المنتهية» أي من أجل الأعداد الطبيعية» 
فيالإضافة إلى مفهوم المساواة الصاح من أجل كافة المجموعات» لديتا 
أيضاً مفهوم «أكبر من» ومفهوم «أصغر من» . تريد الآن تعميم هذين 
المفهومين ليشملا الجموعات غير المنتهية . 

لتكن 4 و8 جموعتين كيفيتين. نرمز ي(4) و(8)م لقوتيهما. 

من ناحية شكلية » هناك اريعة حالات مكنة : 

1. 4 متساوي القوة مع جموعة جزئية من 8 » و8 متساوي القوة مع 
جموعة جزئية من 4 . 

2 تقبل 4 جموعة جزئية متساوية القوة مع 8 » لكن 8 لا تقبل أية 
جموعة جرئية متساوية القوة مع 4 . 
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3 تقيل 8 جموعة جزئية متساوية القوة مع مء لكن 4 لا تقبل أية 
جموعة جرّئية متساوية القوة مع 8. 

4 4 لا تقبل مموعة جزئية متساوية القوة مع 8ء وكذلك الأمر فيا 
يخص 8 . 

إذا نظرنا في الحالة الأولى وجدنا أن نظرية كاتتور - بارنشتاين تستلزم ان 
المجموعتين 4 و8 متساويتا القوةء أي أن : : 


m(A4) = m(B) 


أما في الحالة الثاتية فمن الطبيعي أن تصطلح بأن : (8)" < (4)»؛ 
وتصطلح في الحالة الثالثة أن (8)»م > (4)م . وأما في الحالة الرابع فينبغي 
اعتبار قوق 4 83 غير قايلتين للمقارنة . لكن الواقع هو ان هذه الحالة 
مستحيلة ! ذلك ما ينتج بالقعل من نظرية زارمولو (هاعسمع2) التي سنتعرض 
لحا تمن الققرة 4. وهكذا يأتي أن من أجل كل جموعتين 4 8 لدينا: إما 
m)8(‏ = ر4م)م (إذا كانت 4 و8 متساويي القوة) وإما (8) > (4)” 
وإما (8)مة > m(A)‏ . 


كنا لاحظنا سابقاً أن المجموعات القابلة للعد هى «أصغر» المجموعات 
من بين الجموعات غير المنتهية . ثم بينّا وجود جموعات غير منتهية لما «رتبة 
غير تناه أكر» من الجموعات القابلة للعد؛ٍ انها المجموعات التي لما قوة 
المستمر . تتساءل الآن عن وجود قوى أكبر من قوة المستمر. أوء بعبارة 
أعم» هل توجد قوة تمثل «أكبر» قوة؟ الجواب عن هذا السؤال يكمن في 
النظرية التالية . 


نظرية 3. لتكن يمه جموعة كيفية» و 4 الجموعة المؤلفة من كل اجزاء مه . 


إن قوة الجموعة »م أكبر من قوة ا . 


البرهان . من الواضح أن القوة ص للمجموعة 4 لا يمكن ان تكون أصغر من 
القوة ‏ للمجموعة 84 ؛ ذلك ان الجموعات ذات العتصر الواحد من ١‏ 
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تشكل جموعة جزئية من 4 متساوية القوة مع 4 . يبقى أن تبين بأن القوتين 
ص ويم مختلقتان . تفرض وجود تقابل بين العناصر ....6.ه من المجموعة 8 
ويعض العناصر ... ,4.8 من الجموعة »م (أي بعض الجموعات الجزئية 
من 34) : 


...وها مع 8 acoA,‏ 


لنثيبت أن هذا التقابل لا يغطى الجموعة ».من أجل ذلك» تنشئ 
جمرعة دق لا الا أي عر امن عر . لتكن ج جموعة عتاصر 4ه 
التي لا تنتمى إلى المجموعات الجزئية المقابلة لما . على وجه التحديد : إذا كان 
ممه وه 43 فإن ۾ ير أما إذا كان 4ء و4 © » فإن ۾ د بر . 
من الواضح أن × جموعة جرئية من 84 وعليه فهي عنصر من # . لتثيت 
من مه بحيث كرمء. لتر فيا إذا كان هذا العنصر ينتمي ام لا ل . 
تفرض أن × 8 × » لكن القرض ينص على أن × يحوي كل عنصر من كا 
الذي لا ينتمي إلى امجموعة الجزنية التي تقابله » ومنه يأتي × < × . من جهة 
اخرى إذا فرضنا أن × د × فإننا ستنتج بأن × 8 × لأن × لا يكن أن 
ع ل ل ار ا ا ل 
العنصر × المعتبر ينيغي أن ينتمي ولا ينتمي إلى × في آن واحد. وميه 
ستخلص أنه لا وجود لمثل هذا العنصرء وهو الامر الذي يثبت استحالة 
انشاء تقايل بين جموعة عناصر المجموعة يمه وجموعة اجزائه . وهو المطلوب . 

إذن » مهما كانت قوة مموعة معطاة فإنه يمكن انشاء مموعة لما قوة أكير 
من قوتهاء ثم يمكن انشاء جموعة ثانية قوتها أكبر من قوة المجموعة السابقة» 
الح. نحصل بهذه الطريقة على سم قوى غير محدود من الأعلى . 


ملاحظة. نرمز لقوة المجموعة »م با«22» حيث يرمز # لقوة مه (يمكن 
للقارئ أن يفهم سر هذا الرمز باعتبار الحالة التي تكون فا 4ه جموعة 
منتهية) . استطيع عندئذٍ التعبير عن نتيجة النظرية السابقة بالتراحة 
2 > ” . بصقة خاصة نحصل على المتراحة ,۷ر > ولار من أجل ۷ = مم . 
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لنثيت ان # - مد أي أن قوة جموعة اجزاء المتتالية الطبيعية تساوي قوة 
المستمر. 


من أجل ذلك نقسم الجموعات الجزئية للمتتالية الطبيعية إلى قسمين 8 
وء حيث نضع في 8 المجموعات الجرئية التي لحا متممات غير منتهية» 
ونضع في ي المجموعات الجرئية التي لحا متممات منتهية . نلاحظ أن © تحوي 
بصفة خاصة المتتالية الطبيعية بأكلها لأن متممها خال . إن © جموعة قابلة 


للعد (يرهن على ذلك!). وهي لا تؤثر ابداً على قوة الجموعة: 
.M = BUG‏ 


يمكن انشاء تقايل بين المجموعات الجزئية المنتمية إلى 8 والاعداد الحقيقية 
» المنتمية للمجال (0,1). 


من أجل ذلك تلحق بكل جموعة جزئية 4 83 العدد الحقيقي »2 
1 > » > 0ء الذي يقيل النثر المثنى (مسدونهددوق) التالىي : 


Ea‏ ره 
+ و7 + ~~ + و + 9 = a‏ 


حيث .ء يساوي 1 إذا اتقى م إلى الجموعة 4 ويساوي 0 إذا لم يكن الأمر 
كذلك . تارك التأكد من التفاصيل للقارئ . 


تمرين. أثبت أن جموعة التوابع العددية (أوء يعبارة آعم » جموعة التوايع 
ذات القم المنتمية إلى جموعة تحوي على الأقل عنصرين) المعرفة على جموعة 
كيفية 4ه لحا قوة أكبر من قوة ما 

اشارة إلى الحل . استخدم النتيجة القائلة أن جموعة التوابع المميزة (أي 
التوابع على 4ه التي تأخذ قيمتين فقط: 0 13) متساوية القوة مع مموعة 
اجزاء 4ق . 
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8. الجموعات المرتبة . الأعداد اللامتناهية 

تعرض هنا المبادئ المرتبطة بمفهوم الترتيب في جموعة» وسنقتصر على 
تقديم ابسط المعلومات في هذا الموضوع ؛ لمزيد من التفاصيل ستطيع القارئ 
الرجوع إلى المؤلقات المشار الها في قائمة مراجع هذا الكتاب . 


1. الجموعات المرتبة . 


لتكن مه مجموعة كيفية وم علاقة ثنائية في 4ه (معرفة بواسطة جموعة 
,8 3 4ه »ا 8) . نقول عن م إنها علاقة ترتيب إذا حققت الشروط 
التالية : 

1) الإنعكاس : © بو6©. 

© التعدي : إذا كان طبه و»ه5 فإن ءبمه. 


0 صد التناظر : إذا كان طبه وّممط فإن (8-هم. 


نصطلح على الرمز > للإشارة إلى علاقة ترتيب . أي أن الكتابة ط > ۾ 
تعني بأن الثنائية (ط ,ه) تنتمي إلى الجموعة المعطاة مه . نقول في هذه الحالة 
أن ۾ أصغر من 5 أو روان فی . سمى كل جموعة مزودة 
بعلاقة ترتيب » مموعة مرتبة . سوق الآن بعض الأمثلة للمجموعات المرتبة . 


1. يمكن أن نعتبر كل جموعة» بطريقة بديهية» أنها مرتبة وذلك 
بوضع 6 كه إذا وفقط إذا كان 8 -» . أي اننا نستطيع دوماً اعتبار علاقة 
ترتيب في جموعة ما وهي علاقة التطابق » الثنائية . لا شك في أن الفائدة 
المرجوة من هذا المثال قليلة جداً. 


2. لتكن يمه جموعة التوابع المستمرة على مجال مغلق [0,8]. نضع م >/ 


إذا وفقط إذا كان )ع > و من أجل كل ١‏ 3 [0,8]» وبذلك نحصل 
بطبيعة الال حل علاقة ترتيب . 
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3 إن مموعة أجزاء مموعة معطاة يكن أن ترتب بعلاقة الاحتواء : 
ولق > Mı‏ إذا كان يلق .MıC‏ 


4. إن جموعة الأعداد الطبيعية مرتبة بط as‏ الي تعقي أن ab‏ يقسم 
«b‏ . 


لتكن 84 جموعة مرتبة كيفية : إذا كان 5 كه وز + »ه شتعمل الرمز > 
أي أننا نكتب 5 >ه ونقول أن ۾ اصغر من 5 أو أن ۾ يسبق تاماً 6 . بدل 
ط كه نستعمل احياتاً الكتابة المكافئة لما: ۾ <5 ونقول عندئذٍ ان 5 أكبر. 
من 4ه أو يساويه (يكون ط أكبر من » حينا يكون ه + 5) أو ان 5 يلي 
۾ . نقول ان ۾ د 84 عنصر اعظمي لك#ة إذا كان ط >ه تستلزم ۾ =ط. ا 
نقول عن » أنه عنصر اصغري ل ۸ إذا كان ۾ >» نستلزم ۾ =». 


إذا كان لكل عنصرين ۾ وط من جموعة ما عنصر ء يليما (0 >ه» 
» > ط) شسمى عندئذٍ الجموعة المعتبرة جموعة راشحة من المين. 


2. التطبيقات الحافظة على الترتيب . 


لتكن 34 و '34 جموعتين مرتبتين و۶ تطبيقاً من 8 في “8 . نقول عن 
التطبيق ۶ أنه يحافظ على الترتيب إذا كان 86 >هم (حيث ه 43د 
وط د 34) يستلزم (0)ر > (»)/ (في '4) . نقول عن ۶ إنه تشاكل من ۵4 
في 34 المرتبتين إذا كان ۶ تقايلاً وكانت العلاقة (ط)/ > (ه)/ محققة إذا وفقط 
إذا كان ط >ه . نقول عندئذٍ أن المجموعتين 4ه و۸ متشاكلتان . 

لتكن » مثلاً » 4ه مموعة الأعداد الطبيعية المرتبة بعلاقة قابلية القسمة 
(راجع المثال 4» الفقرة 1) ولتكن “834 نفس الجموعة مزودة بترتيبها 
الطبيعى » أي بحيث ه < تكافى ان ۾ -ط عدد موجب . إن التطبيق من 
ا على 4 الذي يلحق بكل عدد طبيعي « العدد نفسه تطبيق يحتفظ 
34 


من الواضح أن علاقة التشاكل بين المجموعات المرتبة تمثل علاقة تكافؤ 
(فهي تناظرية ومتعدية وانعكاسية) . وبالتالي» إذا كانت لدينا كمية0» 
جموعات مرتبة فإنه يكن دوماً تقسيمها إلى صفوف جموعات متشاكلة . من 
الواضح أن الذي بهمنا هو الترتيب المعرف على جموعة وليس طبيعة 
عناصرهاء ولذا يکن اعتبار جموعتين مرتبتين ومتشاكلتين كمجموعتين 


3. فاط التراتيب . المجموعات المرتبة كلية . 


عندما تكون جموعتان متشاكلتين » نقول انهما من مط ترتيب واحد. 
هذا يعني ان نط الترتيب هو كل ما تشترك فيه الجموعات المرتبة المتشاكلة 
فا بينهاء ا ان القوة هي كل ما تشترك فيه المجموعات المتساوية القوة 
(وذلك بقطع النظر عن علاقة الترتيب المزودة بها كل مجوعة) : 


ليكن ۾ وط عنصرين من جموعة مرتبة . إنه بالإمكان الا تتحقق أية 
علاقة من بين العلاقتين 6 كه وه >5 . عندئذٍ نقول عن العنصرين ۾ وط 
اخهما غير قابلين للمقارنة . إذا وجدت في جموعة مرتبة 4ه عناصر غير قابلة 
للمقارنة » أي إذا كانت علاقة الترتيب معرّفة فقط من أجل بعض الثنائيات 
من عناصر 86 » نقول ان 34 جموعة مرتبة جزئياً . إذا كان الأمر غير ذلك » 
أي إذا لم توجد في مه عناصر غير قابلة للمقارنة فإننا نقول عن 4 إنها 
٠‏ جموعة مرتبة كلية . بعبارة اخرى نقول عن جموعة 24 إنها مرتبة كلية إذا 
كانت مرتبة وإذا كان لدينا 86 >» أو ۾ >5 من أجل كل عنصرين مختلفين 
a‏ و5 من .M‏ 


إن المجموعات الواردة في الأمثلة من 1 إلى 4 ضمن الفقرة 1 ليست مرتبة 
كةب رايط اله عات رة كنة هى مموعة الأغذاف الطريعيةء 
ومجموعة الأعداد الناطقة » وجموعة الأعداد الحقيقية المنثمية للمجال [1 ,0]» 


() تحاشينا عبارة مثل «كل الجموعات المرتبة» لأنها في الحقيقية شبيهة بالعبارة «جموعة كل 
المجموعات» المتناقضة مع نفسها والتي لا يمكن أن تقبل في نظرية رياضية متينة . 
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الخ . (مزودة بالعلاقتين الطبيعيتين «أكبر من» و «أصغر من» الخاصة بهذه 
المجموعات) ._من الواضح أن كل جموعة جزئية من جموعة مرتبة كلية هي 

بما أن الترتيب الكلي هو حالة خاصة من مفهوم الترتيب» فإنه يمكن 
تطبيق مفهوم التطبيق الحافظ على الترتيب ب » وبصفة خاصة مفهوم 
التشاكل » على الجموعات المرتبة كلية . نستطيع إذن التكلم عن مط ترتيب 
جموعة مرتبة كلية . 

إن متتالية الأعداد الطبيعية 32۰1 .. المزودة بعلاقة الترتيب الطبيعية 
قثل أبسط مثال لمجموعة غير منتهية مرتبة كلية . نرمز لفط ترتييها به. 


إذا كانت جموعتان مرتبتان متشاكلتين فإن لمما حت نفس القوة (لأن 
التشاكل تقابل) . وهكذا يتبين أنه يكن التكل عن القوة الموافقة لفط الترتيب 
المعطى (مثلاً » القوة الوافقة للنمط ه هي م#) . اما القضية العكسية فهي 
خاطئة : يمكن عوماً ترتيب جموعة ذات قوة معينة بطرق كثيرة ومختلفة . 
ی ا ای مجموعة ت ھا كلية عن خط ازتيب مه 
بطريقة وحيدة بواسطة العدد ۾ الممثل لعدد عناصر هذه الجموعة (نرمز لهذا 
الفط ب«) . وأما فيا يخص الجموعات القابلة للعد فنلاحظ في جموعة 
الأعداد الطبيعية مثلاً ان بالإضافة إلى الفط الطبيعي م يكن اعتبار الفط 
التالي مثلاً : 

2 .نه و6 و4 و2 ,... و5 و3 ,1 
حيث سبق كل عدد فردي كاقة الأعداد الزوجية » مم ان جموعة الأعداد 
الفردية مرتبة ترتيباً متزايداً وكذا مموعة الأعداد الزوجية . باستطاعتنا أن 

نثبت بأن جموعة اغاط الترتيب الختلفة الموافقة لنفس القوة 8 جموعة غير 

منتبية وغير قابلة للعد. 


4. المجموع الترتبي للمجموعات المرتبة كلية 
لتكن ,34 و ر8 جموعتين مرتبتين كلية ومنفصلتين (أي غير متقاطعتين) 


نرمز لفطي ترتيبهما على التوالي ب ,© و9. يكن أن نعرف علاقة ترتيب 
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كلي على الاتحاد رمه نا M,‏ وذلك باعتبار كل عنصر من ,4 كسابق لكل 
عنصر من ر8 ونترك ترتيب 34 و4 بدون تغيير (تأكد من انها علاقة 
ریب كل1)«قيس الجبوعة اة كلية الحصل علا بيده : الط هة 
ا مجموع الترتيبي المجموعتين ,34 و8 ونرمز له بويا + ,ا . من المفيد أن 
نؤكد على أن ترتيب الحدود هنا بالغ الأهية : لأن امجموع الترتيبي ,24 + 1/١‏ 
ليس متشالكلاً» عوماًء مع المجموع الترتيي .M+ MM,‏ 

لسمى غط الترتيب ,#0 + راق المجموع الترتيي للنمطين ,© © ونرمز 
له ب ي© + ,0 . 


يمكن تعميم هذا التعريف» سبولة »: لیل غددا میا كفنا من ادود 
٠ O,, O», ... Om‏ 


مثال . نعتبر غطي الترتيب ه و« . نرى بسبولة أن : ه = ه + ۸؛ ذلك اننا 
إذا اضفنا للمتتالية ... ,6 ,.. ,1,2,3 عددا منتهياً من الحدود على اليسار (أي 
يسار المتتالية) نحصل على نط الترتيب ه. من جهة أخرى فإن نط 
الترتيب « + ه أي غط ترتيب المجموعة : 

1, 2, 3, و‎ k, وج و41 وى‎ <<<, dn 


لا يساوي ه. 


5. المجموعات المرتبة جيداً. الأعداد اللامتناهية . 


كنا ادخلنا سابقاً مفهوم الترتيب» ثم مفهوم الترتيب الكلي . ندخل 
الآن مفهوم الترتيب الجيد وهو مفهوم دقيق وهام جدا. 


تعريف . نقول عن جموعة مرتبة كلية 4 إنها مرتبة جيداً» إذا كان لكل 
جموعة جزئية غير خالية في 8 اصغر عنصر (أي عنصر يسبق كل عناصر 
المجموعة الجزئية هذه) . 
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إذا كانت جموعة مرتبة كلية منتهية فإنها مرتبة .جيداء وهذا بديبي. 
من بين الجموعات المرتبة كلية وغير المرتبة جيداً نذكر على سبيل المثال 
جموعة الأعداد الحقيقية المنتمية إلى الخال [0,1]. إن لمذه المجموعة أصغر 
عنصر وهو 0» لكن الجموعة الجزئية المؤلفة من الأعداد الموجبة ليس لما 

من الواضح أن كل جموعة جزئية (غير خالية) من جموعة مرتبة جيدا 
هى جموعة مرتبة جيدا أيضنا : 


يسمى غط ترتيب جموعة مرتبة جيداً العدد الترتيي (العدد الترتيي 
اللامتتاهى واتار الأمتتاهى:وذلك غندما تزيد التاكيد عل أن الآ 
. إن متتالية الأعداد الطبيعية (المزودة بعلاقة الترتيب الطبيعية) ليست 
جموعة مرتبة كلية لحسب بل مرتبة جيداً. ولذا فإن نط ترتييها ه عدد 
ترتيبي (لامتناه !) . کا أن مط الترتيب kK‏ + ن للمجموعة : 
Qk‏ و Q2,‏ و1© n‏ ,... و2 و1 
يساوي عدداً ارتسا 
أما المجموعة : 


1 - ,2 ¬ و3 س و و7 = و )1( 


فهي مرتبة كلية لكنها غير مرتبة جيداً. إن لكل جموعة جزئية غير خالية 
من (1) أكبر عنصر (أي عنصر يلي كل العناصر الأخرى) لكنا لا تقبل» 
عوماً » اصغر عنصر (فالجموعة (1) نفسهاء مثلاً» لا تقبل أصغر عنصر) . 
نصطلح على الإشارة لفط ترتيب الجموعة (1) (الذي لا يساوي عدداً 
ترتيبياً !) ب *0. 

لنبرهن على القضية البسيطة والمامة التالية : 
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توطئة 1. إن الجموع الترتيبي لعدد منته من الجموعات المرتبة جيداً جموعة 
مرتبة جيدا . 

لرؤية ذلك نعتبر جموعة جزئية كيفية 84 من الجموع الرتيي 
M2 + ... + Ma‏ + 6ق المؤلف من م عنصراً مرتبة جيداً ؛ وليكن ,14 
امجموعة الأولى من هذه المجموعات ٠‏ التي تحوي عناصر من 4 . إن تقاطع 
ا و ۽8 مجموعة جزئية (غير خالية). من المجموعة المرتبة جيداً عا ولذا 
فإن لحا أصغر عنصر . وهذا العنصر هو أصغر عنصر في 4 . 


نتيجة . إن الجموع الترتيى لعدة أعداد ترتيبية عدد ترتيى . 


وهكذا يكن » انطلاقا من كمية معطاة من الاعداد الترتيبية انشاء اعداد 
ترتيبية جديدة. فثلاً يكن انطلاقاً من الأعداد الطبيعية (أي الأعداد 
الترتيبية المنتبية) ومن العدد الترتيي م الحصول على الأعداد الترتيبية 


0 + 72, 0 + ©, © 4+ © +N, © + © + O, ... 


يستطيع القارئ بسبولة انشاء مموعات مرتبة جيدا توافق هذه الأعداد 
اللامتناهية . 

كنا ادخلنا ضمن الفقرة 4 مفهوم الجموع الترتيي لأغاط ترتيب. يمكننا 
أيضاً .ادخال مفهوم الجداء الترتيي : لتكن ,84 و ,26 جموعتين مرتبتين كلية 
من الفط ,© و١6‏ على التوالي . لنأخذ عددا من المجموعات ,26 كبيراً 
بكقاية » تأخذ على وجه التحديد عدداً من الجموعات 34 يساوي ع 
عناصر ر8 » ولنعوض عناصر ر۸ ببذه الجموعات . تسمى الجموعة التي 
نحصل عليبا بهذه الطريقة الجداء الترتيي ل,84 :84 ونرمز له 
برية . 8M,‏ . يمثل ,34 34,١‏ . من الناحية الشكلية جموعة الثنائيات (ط ,ه) 
حيث ۾ 34,3 وط 3 ,كا » المرتبة ‏ يلي : يكون . (رط .يه) > (رط.ره) إذا 
كان رط > رط (هما كان ره وَيه) » وَ(ط,يه) > (5.ره) في حالة يه > ره . 


نعرف بطريقة ماثلة الجداء الترتيى لعدد منته من العوا 
يي من 
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٠. Mı Mo ... Mp‏ يسمى غط الترتيب 60 الجداء راطا . 06 المكون من ا جموعتين 
المرتبتين كلية ,۸4 ور« الجداء الترتيبي لفطي الترتيب ,© ور : 


ي© 0,۰ = © 


إن الجداء الترتيي جداء غير تبديلي كا هو الشأن فيا يخص الجموع 
الترتيبي . “ 


توطئة 2. إن الجداء الترتيي لمجموعتين مرتبتين جيدا جموعة مرتبة جيدا . 


البرهان . لتكن كه مموعة جزئية من الجداء : ,86 24,١‏ ؛ 4 هي جموعة 
ثنائيات ((,ه) . نعتبر كل العناصر الثانية 8 للثنائيات المنتمية إلى 6 . إنها 
تؤلف جموعة جزئية من ,386 . لما كانت ,34 مرتبة جيداً فإن هذه المجموعة 
الجزئية تقبل أصغر عنصر . نرمز له بمة ونعتبر كل الثنائيات من الشكل 
0ط ,ه) المنتمية إلى 4 . إن عناصرها الاول ۾ تشكل جموعة جزئية من ,6 . 
لا كانت ,84 مرتبة جيداً فإنه يوجد من بين عناصرها أصغر عنصر . نرمز له 
بمه . يتبين عندئذٍ ان الثنائية 0ط ,»)۰ نرى ذلك سبولة» هي أصغر 
عنصر في 34 . 


نتيجة . إن الجداء الترتيي لعدة اعداد ترتيبية عدد ترتيي . 
أمثلة . من الواضح أن ۰2 ۵ھ = ۵ھ +ه وان ۵۰3 = هھ +ه + ه. کا انه من 
السبل انشاء جموعات مرتبة جيدا انماط ترتيہا هى : 
CO3 cO‘ n cO? ta‘ 7‏ ...¢ 6007 . 
وهدذ م الجموعات كلها قابلة ألعد . 


يكن أيضاً .تعريف عليات اخرى على انغاط الترتيب » مثلاً» الرفع إلى 
قوة ثم اعتبار الأعداد الترتيبية مثل «ه و "سء الخ. 


6. مقارنة الأعداد الترتيبية 


إذا كان ,۸ وده عددين ترتيبيين منتهيين فإن لدينا احد الاحتالين 
التاليين : إما أن يكون ,» وده متساويين» وإما أن يكون احدها أكبر من 
الآخر . لنعمم علاقة الترتيب هذه إلى حالة الأعداد الترتيبية اللامتناهية . 

من أجل ذلك ندخل المفهومين التاليين : يعرف كل عنصر ۾ من مموعة 
مرتبة كلية 84 مقطعاً مبتدئا 8 (أي جموعة العناصر الأصغر من ه) ومقطعاً 
متناهياً © (أي جموعة العناصر الأكبر من » أو المساوية له) . 

ليكن » و8 عددين ترتيبيين و84 83 جموعتين من الغط » وم على 
التوالي . نقول أن 8 - » إذا وفقط إذا كانت المجموعتان 4ه و N‏ متشاكلتين › 
كا نقول أن 8 >» إذا كان مه متشاكلاً مع مقطع مبتدئ من ¥ » ونقول ان 
8 <» إذا كان ۸ متشالكلاً مع مقطع مبتدئ من 4 . 


نظرية 1. من أجل كل عددين ترتيبيين » 8 لديناء إما 8 > » وإما 8 > به 
وإما م < ه. 


للبرهان على هذه النظرية نبدأ بتقديم التوطئة التالية : 


توطلة 3. إذا كان /ر تطبيقاً تشاكلياً من المجموعة المرتبة جيداً 4 على جموعة 
جزئية 8 د4 فإن ۾ < (ه) من أجل كل العناصر ۾ 3 4 . 

من أجل ذلك نلاحظ انه إذا وجدت عناصر 4 3 4 بحيث ۾ > (©)ر 
فإنه يوجد من بينها اصغر عنصر (وهذا بفضل الترتيب الجيد) . نرمز لهذا 
العنصر بمه ونضع (مه)ر = وط . عندئذٍ مه > مط ثم إن وط = (,ه)ر > (,طار 
لأن التطبيق م تشاكلي » لكن المتراحة الأخيرة مستحيلة وهذا لأن مه هو 
اصغر عنصر من بين العناصر المتمتعة بالخاصية المشار إليها. 


ينتج من هذه التوطئة مباشرة أنه لا يكن أن تكون جموعة مرتبة جيداً 
متشاكلة مع مقطع مبتدئ. لو كانت المجموعة 4 متشاكلة مع مقطع 
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مبتدئ معرّف بالعنصر ۾ لكان ۾ > (ه)/» إذن لا يكن ان تتحقق لدينا في 
أن واحد: 8 =» و8 > ». 


نفس الإستدلال يثبت أنه لا يمكن أن يتحقق لدينا في آن واحد م = » 
و8 < ». کا أن العلاقتين : 8 > » و8 < » لا يمكن أن تتحققا في آن واحد 
ولولاه لكان » > » (وذلك بفضل التعدي) وهذا مستحيل کا سبق وان 


أثبتنا إذن أن العلاقات الثلاث 58» لا يكن أن. تتحقق إلا واحدة 
منها. لنثبت الآن أنه لا بد أن تتحقق إحدى هذه العلاقات» أي أن كل 
عددين ترتيبيين قابلان المقارنة . 

من أجل ذلك ننشيء في البداية جموعة (7)0 من أجل كل عدد ترتيي 
» بحيث تكون هذه الجموعة «لممثلة المعيارية» ل ن. لنأخذ )”78 
مساوية لمجموعة الأعداد الترتيبية الاصغر من ». إن كل الاعداد الترتيبية 
المنتمية إلى 77000 تقبل المقارنة مثنى مثنى» وفط ترتيب الجموعة (ه)# 
(المرتبة حسب قم الاعداد الترتيبية) هو ». ذلك أنه إذا كان غط ترتيب 
المجموعة : 


A = {...,d, ..., D, ..} 


هو ه فإنه يأتي » تعريفاً » أن الاعداد الترتيبية الاصغر من » تؤلف جموعة 
متشاكلة مع المقاطع المبتدئة للمجموعة 4 » وبالتالي» مع هذه المجموعة 
نفسها . بعبارة اخرى » يمكن ترقيم عناصر جموعة غط ترتيها » بواسطة اعداد 
ترتيبية اصغر من »: ش 


4= 140 و41‎ << Qh, 2 


ليكن الآن » و8 عددين ترتيبيين ۽ عندئذٍ تكون المجموعتان 7700 =4 
وَ(1)8 -م من غط الترتيب » و 6 على التوالي . لیکن 8 460 -»© » أي أن 
© تتألف من الاعداد الترتيبية الأصغر من » وَ8 في آن واحد. إن الجموعة 
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© مرتبة جيداً. نرمز لفط ترتييها ب« ونثبت أن » > . إذا كان 4 -© 
فإن » = مء اما إذا كان 4 + © فإن © مقطع مبتدئ في 4 »2 إذن 


06> رو . 


ذلك أن مهما كان ع د © 48086 » « فإن العددين الترتيبيين ‏ وه قابلان 
للمقارنة » أي ان ۹ ع. الا ان العلاقة : » > ع > « مستحيلة ولولا ذلك 
لكان ٠‏ د » . وبالتالي « > ع وهذا ما يثبت ان © مقطع مبتدئ من 4 » 
إذن » > + . بالاضافة إلى ذلك فإن + هو اصغر عنصر من المجموعة 4١€‏ . 
لدينا إذن : » > بء ولدينا بطريقة ماثلة 8 > ۷. 


نشير ايض إلى ان الحالة : »۾ > بء 8 > + مستحيلة ولولاه لحصلنا على : 
€ € + و ٤ BC‏ + وهذا يعني من جهة أن © © , وأن © = 8 40 € 7 
من جهة اخرى . ولذا فالحالات الوحيدة الممكنة هى : 


2 
»ع رن “< م8 رد 2 au=fB‏ 


¥Y<PB «< ¥=a‏ < 8>ن 


© > ا < مع بر < a>fB‏ 
وهذا يثبت ان » و8 قابلان للمقارنة . وبذلك يتم البرهان على النظرية . 


توجدء من أجل كل عدد ترتيبي » قوة معينة ملحقة بهء ونلاحظ ان 
قابلية مقارنة الاعداد الترتيبية ستلزم » بطبيعة الخال » قابلية مقارنة القوى 
الل جا ا 


إذا كانت 4 83 جموعتين مرتبتين جيداء فإنهما متساويتا القوة أو أ 


قرة احداها اكر من قوة الاخرى (آي' أنه لا يكن ان تكون جموعتان مرتبتان 
جيدا ذاث قوتين غير قابلتين للمقارنة) . 


تعتبر كل الاعداد الترتيبية الموافقة لقوى منتبية أو قابلة للعد. انها تكوّن 
مجموعة مرتبة جيداً. من السبل ان نتأكد أن هذه المجموعة غير قابلة للعد. 
لرؤية ذلك نرمز بره لفط ترتيب مموعة. الاعداد اللامتناهية القابلة للعد» 
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وذلك طبقاً للرموز المعمول بها . إذا كانت القوة الملحقة به قابلة للعد فإن 
الأمر كذلك فيا يخص الجموعة التي لما مط ترتيب. يساوي 1 + ,ه. وعلى 
الرغم من ذلك فن الواضح أن ره يلي كل الاعداد اللامتناهية التي لها قوى 
نة أو قابلة للعد. نرمز ب ۷ للقوة الملحقة بالعدد الترتيبي اللامتناهي 
ره. من الواضح أنه لا توجد أية قوة ” بحيث : ١‏ 


Mo > m > ولال‎ 


و ذلك تلاج أنه تو تدك فن هدو الف هزه :اة 
«ه)# المؤلفة من الاعداد الترتيبية اللامتناهية التى سبق ص تحوي جموعة 
جزئية قوتها « . إن مثل هذه المجموعة جموعة مرتبة جيداً وغير قابلة للعد. 
لكن ذلك يؤدي إلى ان مط ترتيبها » يسبق .ه وهذا يتناقض وتعريف ره . 


7 مسلمة الاختيار ونظرية زارمولو (0اءسمء2) وما يكافتهما ٠.‏ 


إن قابلية مقارنة امجموعات المرتبة جيداً حسب قواها تؤدي بنا إلى طرح 
السؤال التالي : هل يكن ترتيب أية جموعة ترتيباً جيدا؟ نلاحظ أنه إذا كان 
الجواب بنعم فإن ذلك يعني بصفة خاصة عدم وجود قوى غير قابلة 
للمقارنة . كان زارمولو (هإءصءم2) قد اجاب عن هذا السؤال وبرهن على اننا 
ستطيع دوماً ترتيب أية جموعة ترتيباً جيدا . إن البرهان على هذه النظرية 
(الذي لن نعيده هناء انظر مثلاً [2) يرتكز اساسا على القضية المساة 
مسلمة الاختيار (أو الانتقاء) وهي تنحصر فيا يلي : 


نكن غير جموعة دليلات 40 وتفرض اننا الحقنا بكل دليل ي جموعة 
ما 4 . تنص مسلمة الاختيار عندئذٍ أنه بالإمكان تعريف تابع ۾ على 4 


يلحق بكل دليل » د 4 عنصراً ,»م من الجموعة .86 الموافقة ل ». بعبارة 
اخرى » يكن تشكيل جموعة باختيار عنصر وحيد من كل جموعة +80 . 

تعود نظرية المجموعات» بطريقة عرضبا المقدم هناء إلى عهد كانتور 
و«مغمة©) وزارمولو وهى تمثل ما يسمى بالنظرية «الساذجة» للمجموعات . 
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وقد اظهرت فة الأخصار الممئاة ايشا عسلية زارمولو ى اطان هذه 
النظرية مع مسائل اخرى مثل «فرض المستمر» وهي المسألة التي تبحث 
عا إذا كانت قوة المستمر مساوية للقوة الأولى غير القابلة للعد ,#رء هذا 
وقد دارت حول مسلمة الاختيار العديد من المناقشات نتجت عنها سلسلة 
من الأعال حول المنطق الرياضي واسس الرياضيات . نشير بصفة خاصة إلى 
«النظريات المسلمية» لغودال - يارناس (Gödel — Bernays)‏ 
وَزارمولو - (Zermelo - Fraenkel) Jil,‏ . 


توصلت هذه النظريات في الهاية إلى اثبات عدم تناقض واستقلال 
مسلمة الاختيار . يستطيع القارئ الرجوع إلى الكتابين المتخصصين : 


1) «اسس نظرية الجموعات» 


A. Fraenkel, I. Bar - Hillel («Foundations of set مقط‎ 
Amsterdam, 1958 


© «نظرية المجموعات وفرض المستمر» 


P.J. Cohen €Set theory and the continuum hypothesis 
New York - Amsterdam, 1966 


نلاحظ من جهة اخرى ان التخلي عن مسلمة الاختيار يؤدي إلى 
اضمحلال معتبر لحتوى نظرية الجموعات . 

إلا ان تقد النظرية «الساذجة» للمجموعات وغاولات التخلى عن 
مسلمة الاختيار ادت إلى انشاء نظريات بالغة الأهية مثل نظرية التوابع 
التكرارية (ته»سهة» وأدت أيضاً إلى ادخال مفاهيم جديدة مثل مفهوم 
العدد القابل للحساب . 


نعرض فيا يلي بعض القضايا التي تكاق كل واحدة منها مسلمة الاختيار 
(أي أنه يكن البرهان على كل واحدة منها إذا قبلنا بمسلمة الاختيارء 
والعكس بالعكس » إذا فرضنا احدى هذه القضايا فإننا نستطيع البرهان على 
مسلمة الاختيار) . من الواضح بادئ ذي بدء أن نظرية زارمولو قضية من 
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هذه القضايا. لرؤية ذلك نفرض ان كل مموعة ۸8 مرتبة جيدا» لإنشاء 
التابع م (الموجود حسب مسلمة الاختيار) يكني | أن تأخذ من كل پ۷ 
أصغر عنصر فيها .. 

لعرض قضايا اخرى تكاقى مسلمة الاختيار ندخل أولاً المفاهم التالية 
لتكن 84 جموعة مرتبة . إذا كانت 4 جموعة جزئية من 34 كل عنصرين فيا 
يقبلان المقارنة (بمفهوم الترتيب المعرف على 34) فإن 4 تسمى متسلسلة . 
نقول عن متسلسلة انبا اعظمية إذا لم تكن محتواة» كجزء ذاتي» في متسلسلة 
اخرى من 34 . نقول عن عنصر ۾ من الجموعة المرتية 4ه انه حاد اعلى 
للمجموعة الجزئية ۸۲ د4 إذا كان كل عنصر 0م د84 سابقاً له. 
نظرية هوسدورف 40:80و-11) . إن كل متسلسلة في جموعة مرتبة محتواة في 
اة -أعظمية: 

إن ابسط قضية من الناحية العملية تكاق مسلمة الاختيار هي : 
توطئة زورن (م20). إذا كانت كل متسلسلة في جموعة مرتبة 84 » تقبل 
حاداً اعلى فإن كل عنصر من 4 سبق عنصراً اعظمياً . 

بخصوص البرهان على تكائ هذه القضايا (مسلمة الاختيارء نظرية 
زارمولو» نظرية هوسدورف» توطئة زورن) يكن الرجوع مثلاً إلى كتاب 
كوروش (طءهء») «دروس في الجبر العالي» » انظر أيضاً [8]. سوف لن نقدم 
هذه البراهين هنا. 

إذا كانت جموعة الحواد العليا للمجموعة الجزئية 4 تقبل أصغر عنصر »© 
فإن ۾ سمى الحد الأعلى ل4 ؛ کا نعرف بنفس الطريقة الحد الأدنى ل4 . 
إذا كانت جموعة ما مرتبة وكل جزء منته وغير خال فما يقبل حدا اعلى 
وحدا ادنى » فإنها تسمى جموعة شبكية . 


8 التدرج اللامتناهي . 
من بين طرق البرهان المنتشرة هناك طريقة التدرج (أو اا 
وهي » ا نعم » تقثل فيا يلي : لتكن ()5 قضية نستطيع النص عليها من 
أجل كل «» نفرض أن : 
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1) القضية (5)1 محفقة . 


© حة القضية (8)م من أجل كل »× <0 تستلزم أن (1 + »)م محققة 


أيضاً. 


عندئذٍ تكون القضية (۶)۸ محققة من أجل كل م 1/3» ذلك أن عدم 
صحة هذه النتيجة تعني وجود اعداد م بحيث تكون (م)5 غير محققة » ليكن 
.ه أصغر هذه الأعداد. من الواضح أن ,م > 1 أي أن 1 - ,م عدد طبيعى 
أيضاً » ومنه نصل إلى تناقض مع الشرط © أعلاه. 1 

يكن تطبيق طريقة ماثلة بتعويض المتتالية الطبيعية بمجموعة كيفية مرتبة 
جيدا . سمي هذه الطريقة التدرج اللامتناهي . 

تتمثل طريقة التدرجح اللامتناهي فيا يلي : لتكن 4 جموعة كيفية مرتبة 
جيداً (قد تكون 4 هي جموعة الاعداد الترتيبية اللامتناهية الاصغر من 
عدد ما منها) ولتكن (4)م قضية ما ستطيع النص عليها من أجل كل 
» 3 4 وبحيث تكون (0)م محققة من أجل أصغر عنصر فى 4 » ومحققة من 
أجل ۾ في حالة صتا من أجل العناصر التي تسبق ۾ . عندئذٍ تكون (م)م 
محققة من أجل كل العناصر ۾ 5 4 . 


ذلك أنه لو وجدت في 4 عناصر ۾ بحيث تكون (4)م خاطئة» 
لكانت جموعة تلك العناصر تقبل أصغر عنصر *» » وبالتالي نحصل على 
تناقض لأن القضية (8)6 تصبح محققة من أجل كل ۾ بحيث *ه >ه. 


من جهة أخرى نعل أنه بالإمكان ترتيب أية جموعة ترتيباً جيداً حسب 
نظرية زارمولوء ولذا نرى أن التدري اللامتناهى ينطبق» مبدئياً» على أية 
جموعة . من الناحية العملية يستحسن في معظم الحالات استخدام توطئة 
زورن التي تتطلب فقط أن تكون الجموعة المعتبرة مرتبة . هذا ونلاحظ فيا 
يخص الكائنات المعتبرة في المسائل التي تستدعي استخدام توطئة زورن » أنه 
يوجد عادة ترتيب يظهر بصفة طبيعية «من تلقاء نفسه» . 
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1. حلقة الجموعات . 
تعرف جماعة جموعات على انها جموعة عتاصرها جموعات . نعتبر فها 
يلي » إلا إذا اشرنا لعكس ذلكء جماعات مموعات كل جموعة فا جزء من 
جموعة مرجعية × . نرمز لجماعات المجموعات . بحروف كييرة من الأبجدية 
الألمانية . سنهتم اساسا بجماعات الجموعات المغلقة بالنسبة لبعض العمليات 
التي ادخلت في 18. ش 
تعريف 1. تسمى جماعة مموعات غير خالية ۾ حلقة إذا تمتعت بالخاصية 
التالية 
وو e‏ 
BER AN BER‏ 


ما أن لديتا : 


AU 8 ك4 (8 ل 4 ) ع‎ )40 B) 

(8 40) ف 4ل = A\B‏ 
من أجل كل جموعتين كيفيتين 4 و8ء نستنتج ان العلاقتين: ۸ € 4 
+ع 8ه تستلزمان €7 8 ل 4 و#ء 418 . إذن فإن حلقة المجموعات 
جماعة جموعات مغلقة بالنسبة للإتحاد والتقاطع والطرح والقرق المتناظر 
مجموعتين . من الواضح ان كل حلقة جموعات مغلقة أيضاً بالنسبة لإتحاد 

وتقاطع عدد منته كيفي من المجموعات : 
C= Û 4: 0 D = f 4,‏ 

k= k=l 
. 4١4 - © إن كل حلقة جموعات تحوي المجموعة الخالية © لأن لدينا دوماً‎ 
أما الجماعة التى تحوي الجموعة الخالية فقط فتمثل اصغر حلقة جموعات.‎ 
إن المفاهم المعتبرة و هذه الفقرة ستكون ضرورية في الفصل الخامس لدى عرض النظرية‎ ) 


العامة للقياس . ولذا يكن تأجيل قراءة هذه الفقرة . بالإضافة إلى ذلك يكن للقارئ الذي بهتم فقط 
بنظرية القياس على المستوى (15غ» القصل الخامس) أن بهمل كل محتوى هذه الققرة. 
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تسمى المجموعة 8 وحدة جماعة المجموعات ۾ إذا كان © 8 وكان 
4م =£ م4 من أجل كل 4 دج. 

وهكذا فإن وحدة جماعة جموعات © ليست سوى المجموعة الأعظمية ذه 
ا مجموعةء» وهي تحوي كل الجموعات الاخرى المنتمية إلى 9 

15 كانك كلق شوحات وسؤاة افانا تيا جر ضوعات.: 

أمثلة . 1. من أجل كل مموعة #4 فإن ابماعة (4)# المؤلفة من كل 
المجموعات الجرئية جر جموعات وحدتها 4 - ظ . 

2 من أجل كل جموعة غير خالية 4 فإن الجماعة (©,4] المؤلقة من 
ا جموعة 4 والمجموعة الخالية © جر جموعات وحدتها 4 .E=—‏ 


3 إن جماعة المجموعات الجزئية المنتهية من مموعة كيفية 4 حلقة 
جموعات . تؤلف هذه الحلقة جيرا إذا وفقط إذا كانت الجموعة 4 نقمها 
نتهية . 5 

4 إن جماعة كل الجموعات الجزئية الحدودة من المستقيم العددي حلقة 
جموعات بدون وحدة. 


ستنتج من تعريف حلقة مموعات الخاصية التالية : 


نظرية 1. إن التقاطع .۾ 2-6 لجموعة حلقات هو أيضاً حلقة . 
ندرج فيا يلي نتيجة بسيطة وبالغة الأممية من حيث استعالما مستقيلاً 


نظرية 2. من أجل كل جماعة غير خالية من الجموعات ي» توجد حلقة 
وحيدة (©)5 تحوي ي وهي محتواة في كل حلقة ۸ تحوي #. 


البرهان . من السبل ان نرى بأن الحلقة # معرفة بطريقة وحيدة بواسطة 
الجماعة ©. لإثبات وجود هذه الحلقة نعتبر الاتحاد 4 نا =× لكل 
42 
المجموعات 4 المنتمية إلى ع» وتعتبر الحلقة (ج4 المؤلفة من المجموعات 
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الجزئية من × . لتكن < جموعة كل حلقات الجموعات الحتواة في (×)4 التي 
تحوي ي. إن التقاطع : 


B= NR 
RELI 


لكل هذه الحلقات هو الحلقة. المطلوية (©)2 . 
ذلك ان مهما كانت الحلقة * التى تحوي ©» فإن : 
)»ا م *۸ د ۸ حلقة من #7 » إذن : 
GCRCR*‏ 
أي أن 8 يحقق بالقعل خاصية اصغر عنصر. تسمى هذه الحلقة الحلقة 
الاصغرية على ي أو الحلقة المولدة عن © وترمز لحا ب(©)7. 


2 نصف - حلقة مموعات 


نجد في بعض المسائل» في نظرية القياس مثلاً » ان هناك دورا هاما يلعبه 
مقهوم الحلقة » وهناك دور ماثل يلعبه مفهوم اشثمل من السابق وهو مفهوم 
نصف - حلقة مموعات . ش 
تعريف 2. تقول عن جماعة جموعات © إنها نصف - حلقة » إذا احتوت 
هذه الجماعة الجموعة الخالية » وكانت مغلقة بالنسبة للتقاطع وتمتع بالخاصية 
التالية : إذا كانت 4 دج و4 د © :4 © ,4 فإنه يكن كتابة 4 على 
الشكل ۽4 نا = 4م حيث »4 مموعات من © منفصلة مثنى مثنى» مع 

ادع 5 8 

العلم ان الجموعة الأولى من بين ء4 هي الجموعة ,4 المشار الا آنفا . 

سمي كل جماعة جموعات منفصلة مثنى مثق : .4 .... .د4 ,4 اتحادها 
يساوي الجموعة المعطاة 4 تحليلاً (أو فك) منتبياً للمجموعة 4 . 2 

إن كل حلقة جموعات ۸ تمثل تصف - حلقة لأنه إذا كانت 4 دم 
و د م و4 ب 4 فإتتا ستنتج التحليل التالي : 

- 42 نا ركم A=‏ 

حيث ۸ € 4\4 ع 4 . 
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شوق الآن مثالاً لنصف - حلقة لا تمثل حلقة وذلك ياعتيار مجموعة كل 
المجالات المفتوحة (6.8) والمغلقة [6.5]) ونصف -المقتوحة (أو 
نصف - المغلقة) (ط,ه] 64,8[3) في المستقم العددي ©. هناك مثال آخر 
غثل في جموعة المستطيلاات «نصف - المفتوحة» 5 > >4 » 4 >ير > في 
المستوى أو في جموعة متوازيات المستطيلات تصف - المقتوحة في القضاء . 

لنبرهن على الخاصيات التالية التي سمتع يها انصاف - حلقات 
ا مجموعات . 


توطئة 1. لتكن : م4 .... .:4 .4 ,4 جموعات تنتمي إلى نصف الحلقة © . إذا 
كانت الجموعات ,4 منفصلة مثنى مثنى ومحتواة كلها في 4 فإن جماعة 
المجموعات ,4 « ,.. ,1,2 = ة). يكن تيمها بمجموعات ,4 ,... .رب .4 تنتمي 
إلى © إلى أن نحصل على تحليل منته : 


3 


4= U Ak 
k 


(حيث ء >ه) للمجموعة 4 . 


البرهان . نجري برهاتا بالتدريج . من أجل 1 - « نلاحظ ان نتيجة التوطئة 
تأي مباشرة من تعريف نصف - الحلقة . لنفرض أن هذه النتيجة محققة 


من أجل Sm‏ م تعثير 1+ m‏ جموعة : 1+ Ais -... Ams Am‏ تحقق شروط 
التوطئة . من فرض التدرجح يأتي : 
UAAUBIUB, .. UB,‏ ... لايك A= AU‏ 


حيث ,8 (م.... ,1,2 = ي) جموعات تنتمي إلى ¢ . 


: نضع‎ 
Bgı = Am+ı NB, 
Bq, = 81 U B,2 Ee U Bary 


) ما في ذلك الجال الخالي (0.ه) والجال المغلق المؤلف من تقطة واحدة [ه.ه]. 
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حيث تنتمي المجموعات ر8 إلى @. نرى بسهولة أن : 


Ù "gq 
A= AU ... U Ag U لا ربك‎ U 08 Bu) 
q=1 =2 


وهكذا أثبتنا التوطئة من أجل المرتبة 1 + «م. وبذلك ينتهي البرهان . 


توطئة 2. من أجل كل جماعة منتبية من المجموعات »4 ...4 المنتمية إلى 
تصف - الحلقة » توجد في ي جماعة منتهية من المجموعات المنفصلة مثتى 


مث : ,8 .... ,8 بحيث يكن كتابة كل جموعة ۽4 على شكل اتحاد : 
UB,‏ = هيم 
s€ Mk‏ 


لبعض المجموعات ,8 . 


البرهان . التوطئة بديهية من أجل 1-م: يکي أن نضع 1 اع 
و41 = 8 . نفرض ححة التوطئة من أجل « -« ونعتبر في © جماعة 
جموعات ...4 . 4 .... .4 . لتكن ,8 .... .ره ,8 المجموعات من © التي 
تحقق شروط التوطئة من أجل .4 .... .:4 .:4 . نضع : 


وه N‏ ربوك = ررق 
من التوطئة 1 نستنتج التحليل : 
9 1 
(D) Am+ı = U B,ı U B',‏ 
P=1‏ اعدو 
حيث ¢ © ,8 
By,‏ نا 3-4 لاجو لارء8ه = وق 
حيث ¢ © 8 . 
من السبل أن تدرك بأن : 


Ax ع د‎ U U B, : ,2و1 عد عل‎ ...m 
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وأن امجموعات ,8 و ,8 منقصلة مثتى مثتى . وبالتالي فإن المجموعات 8 » 
,8 تحقق شرطي التوطئة من أجل ,, .4 . 4 .....4 . ويذلك ينتهي اليرهان 
على التوطئة . 


3 الحلقة المولدة عن نصف - الحلقة. . 

كنا رأينا في الفقرة 1 ان : من أجل كل جماعة جموعات © توجد حلقة 
أصغرية وحيدة تحوي © . إلا أنه ينبغى الاشارة إلى ان الانشاء القعلي لحلقة 
(©)#ء من أجل جماعة كيفية 4» بالغ التعقيد. لكن هذا الإنشاء يقبل 
الانجاز في الحالة المامة التي يكون فيا ۸ نصف حلقة . توضح النظرية 
الموالية هذا الإنشاء: 
نظرية 3 إذا كانت © نصف حلقة فإن (©)# تساوي الجماعة 8 المؤلفة من 
المجموعات 4 التي تقبل كل جموعة متها تحليلاً من الشكل : 


*- 
AEG‏ , و4 نا ع 4م 
k=1‏ 


البرهان . لنثبت أن الماعة 8 حلقة . إذا كانت 4 و8 جموعتين كيفيتين من 
8 فإن لدينا التحليلين : 
FB; eg‏ ع Û 4; 8 B= UB; , A:‏ =4 
لا كانت © تصف - حلقة فإن الجموعات : 
ره Cj = 4i N‏ 
تنتمي أيضاً إلى ج . من التوطئة 1 ضتنتج التحليلين : 


f 5 
2 A: نا ع-‎ Cij U U Die 3 Bj; U Ci U U E; 
ادع ر‎ î I=] ° 


حيث ٥‏ و ,5 مموعات تنتمي إلى 24 من العلاقات 2) ينتج ان 
المجموعتين 8 40 8 44 تقيلان التحليلين التاليين : 


40 8 ع‎ 0 Cs 5 AAB =U Dyk UU E; 
َة‎ ik از‎ 
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وبالتالي فهما يتتميان أيضاً إلى 8. وهكذا يتضح أن 8 حلقة ثم أنه من 
البديهى انها تمثل الحلقة الأصغرية فى جماعة الحلقات التي تحوي ©. 


4 - جبور 


تقودنا العديد من المسائل» وصفة خاصة نظرية القياس » إلى اعتيار 
اتحادات وتقاطعات جموعات عددها منته أو متتالية جموعات . ولهذا ينبغي 
إدخال المقهومين التاليين اضافة إلى مقهوم حلقة مموعات. 
تعريف 3 تسمى حلقة جموعات. ه- حلقة إذا كان احتواؤها لمتتالية 
جموعات ...4 .... ,د4 .4 ستلزم احتواءها لإتحاد هذه المجموعات 
مك نا عد عق . 
تعريف 4 نسمى حلقة مموعات 8- حلقة إذا كان احتواؤها لمتتالية 


جموعات ...4 .... ,د4 ,41 ستلزم احتواءها لتقاطع هذه الجموعات 
A4.‏ 0 ع 2. 


من الطبيعي أن سمي إذن جنا کل ى - حلقة ذات وحدة» وأن 
نسمى 85-جيراً كل 5- حلقة ذات وحدة. لكننا نرى بسبولة أن هذين 
المفهومين متطابقان : كل »- جير تمثل 8- جيرا وکل 8- جير تمثل »- جيرا . 
وهذه النتيجة تأي من علاقتي الثنوية (راجع 15) : 
(E\4.,)‏ قاط = ,4 U‏ 


N A4, = EU (E\A4,) 


إن ابسط مثال لى - جير هو جموعة أجزاء جموعة كيفية 4 . إذا كانت لدينا 


جماعة مموعات كيفية ي فإنه يوجد على الأقل ى جبر يحوي هذه 
اجماعة . لرؤية ذلك تضع : 


ونعتبر الجماعة 8 المؤلفة من اجزاء الجموعة × . من الواضح أن 8 »- جير 
يحوي ج. إذا كانت 8 ه- جرا كيفياً يحوي ج و وحدته فإن كل جموعة 
4 دع محتواة في + ويالتالي يلير = × . نقول عن 8 أنه جير غير 
قابل للإختصار (بالنسية لقاقة ي عندما يكو من E‏ 
أخرى فإن اله- جير غير القابلة للإختصار » جين لا جو نقاننا ر 
منتمية إلى أية 4 د ©. من الطبيعى أن نعتبر فى كل حالة الى- جبور من 
هذا النوع لا غير. : 1 

لدينا نظرية ماثلة للنظرية 2 فيا يخص الى جيور غير القايلة 
الإختصار: 


نظرية 4. من أجل كل جماعة جموعات غير خالية 4» يوجد »- جبر غير 
قابل للإختصار (بالنسبة لحذه الجماعة). (و) 8 يحوي © ومحتو في كل ه- جير 
يحوي 4 . 

البرهان هو برهان النظرية 2. تسمى الى جير (©)8 اله- جير 
الأصغري على الماعة ©. 

تلعب الجموعات التي تسمى الجموعات البوريلية أو ال 8 - جموعات» 


دور هاما في التحليل . إنها اجزاء المستقيم العددي التي تنتمي إلى 
الى- جبر الأصغري على مموعة كل الجالات المغلقة [5.ه]. 


ئ جماعات المجموعاتء والتطبيقات . 


نشير إلى الخواص التالية التي ستستفيد منها لدى دراسة التوايع القايلة 

للقياس . 
ليكن («كر = ر تابعا معرقاً على المجموعة ۸ ذا قم في المجموعة × ولتكن 
4# جماعة كيفية من أجزاء المجموعة مه . ترمز ب ير لجماعة الصور (4)/ 
للمجموعات المنتمية إلى 4. من جهة أخرى» لتكن ۸ جماعة كيفية من 
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أجزاء × و ۶-٠‏ جماعة الصور العكسية (4):/ للمجموعات المنتمية إلى 


.2 
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لدينا في هذه الحالة الخواص التالية التي تطلب من القارئ التأكد منها : 
© إذا كانت ۾ حلقة فإن ©)ديم حلقة أيضاً. 

© إذا كانتت ۸ جيرا فإن )ثم جير أيضاً . 

© إذا كانتت ۸ ى-جيراً فإن ۶-٠‏ »م- جير أيضا . 

- )ع‎ (®) = f-(R®) (4 

B(f1(®) - f-(B8®) )5 


هل تيص هذه الخواص قاعْة عندما نستيدل ارو دل R3‏ 4 


الفصل الثاني 
الفضاءانت المترية والطوبولوجية 


15 مفهوم الفضاء المتري : 
1. تعريف وأمثلة . 


من العمليات ذات الأهية البالغة في التحليل هي الإتتقال (أو المرور) 
إلى النباية . تعتمد هذه العملية أساساً على مقهوم المسافة بين تقطتين المعرّقة 
على المستقيم العددي . هناك الكثير من النتاح الأساسية في التحليل الت لا 
ترتبط بالطبيعة الجبرية للأعداد الحقيقية (أي يكون هذه الأعداد تشكل 
حقلةً) وهي تعتمد على مقهوم المسافة لاغير . يتعمها فكرة الأعداد الحقيقية 
يصفتها جموعة مزودة بمسافة نصل إلى مقهوم القضاء المتري الذي يعتبر من 
آم المقاهيم في الرياضيات الحديثة. نعرض هنا هذه الخطوط الأساسية 
لنظرية الفضاءات الترية وكذا تعميمها المتمثل في القضاءات الطوبولوجية . 
هذا ونشير إلى أن نتانج الفصل ضرورية لبقية محتوى هذا الكتاب. 


تعريف . نسمى فضاءٌ مترياً كل ثنائية 0 ,×) مؤلفة من جموعة عناصر 
(نقاط) : × ناء أو فراغ) ومن مسافة ۾ أي تابع حقيقي غير سالب 
(د .»)ع معرّف من أجل كل × وبر في × ويحقق المسليات الثلاث التالية : 


1 0 = (. ,)ع 'ذا وققط إذا كان ر =× 
© (مسلمة التناظر) : (×,ر)م = (ر.×)ج 
٠‏ .ى (المتراححة المثلثية) : (2 ,)ج + (« .)ع > (2 ,)ع . 
نرمز عادة للفضاء المتري أي للثنائية (0 ) يحرف واحد: 
R= 059‏ 
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وإذا لم نحش التياساء نرمز في معظم الأحيان للفضاء المتري بالحرف ٠‏ 

سوق فيا يلي أمثلة لقضاءات متريةء مع الملاحظة .أن .بعض هذه 
الفضاءات تلعب دورا هاما في التحليل. 

1. لتكن × جموعة كيفية ٠.‏ تضع من أجل كل عنصرين × وبر منها: 


) 0 ; دع‎ 
×x,y( = 
¢ 1 ; xy 


بذلك نحصل على فضاء متري . يكن أن سمي هذا الفضاء فضاء النقاط 
المتعزلة . 
2 إن ججموعة الأعداد الحقيقية المرودة بالمسافة : 
ار - ×| = (ر ,)م 
فضاء ل ترمز له ب ۸1. 
3 إن جموعة الجملة المرتبة المؤلقة من م عددا حقيقياً : 


X = (X1, X2, Xa) 


() (x,y) = 1 J Os - xP 
ادع‎ 


تسمى الفضاء الحسابي الإقليدي ذي « يعدا وترمز له ب »8. نلاحظ 
أن المسلمتين (1) و2) بديهيتان في *۸. لنثبت عحة المتراجحة المثلثية في 
Ra.‏ 


المزودة بالمساقة : 


لتکن (م««.... .ع« = عدء (ميرء ,رل) = ر٤‏ (,2ى...ررج) = ع ٠.‏ تکتب 
عندئذٍ المتراححة المثلثية على الشكل : 


ص ي . | 
تمر ديع 2 | + xP‏ ديوس ( Û‏ ع xP»‏ -يت) ( ji‏ 2 
2-1 1ع ١‏ 


J ادغ‎ 
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يوضع يه = م۲ - عبر و وه = وبر اوج تحصل على : 


Zk — xg = ak + bk 


4 14 


:2( وتصد ا‎ 
© YJ (as + bı < a + 1 
ادع‎ E ۱ 


لكن المتراجحة الأخيرة نتيجة مباشرة من المتراحة الشبيرة وهي متراحة كوشي 
3 بونياكوفسكق9)©) (Cauchy - Bouniakovsky)‏ : 


4) 60) 0 3 = 0 aî 0 b2 
ادع اعدع‎ 


اسع 


ذلك أنه يأتي من هذه التراجة أن : 


< 852 الا + به + = + اد 


k=l 


> به‎ +2 | DES b2 + b7 = 
PED) 


ومنه تأق التراحة (م» ومته المتراححة (2) 


4 نعتبر من جديد جموعة امل المرتية المؤلفة من م عددا حقيقياً 
X = (X1, ..., Xan)‏ وتعرف المسافة بين هذه العناصر بالعلاقة : 
() تنتج هذه المتراحة من المتطايقة : 


ره رط رط :3 0 3 د 3 ا 0 E‏ 1 إرقءه م 


التي يكن التأكد متها يسهولة ‏ 
© تعرف أيضاً يامم متراحة شقارتز (صصهع . [الرج] . 
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ایر - يدا 7 = ey)‏ 09 


ادع 


تلاحظ أن المسلات الثلاث 1)» 2)» (3) بديهية هنا. نرمز هذا 
القضاء المتري المحصل عليه بالرمز ” 
هذه الجموعة يواسطة العلاقة : 
go(xy) = max ly — x«|‏ )6( 
هك 1 
من الواضح أن مسليات تعريف المسافة بديهية هنا أيضاً. نرمز لهذا 
القضاء المتري ب م2ء نشير إلى أن أهية هذا القضاء في العديد من مسائل 
التحليل تائل أهية الفضاء الاقليدي ”۸ 
تبين الأمثلة الثلاثة السابقة أنه يتبغى أحياتا الإشارة لفضاء متري 
برمز يخالف الرمز الخصص لجموعة نقاطه » ذلك لأن بالإمكان تزويد جموعة 
يعدهة مساقات. 
6. إن الجموعة [ط .»]© المؤلقة من التوايع الحقيقية المستمرة المعرفة على 
الجال المغلق [5.ه] تشكل فضاء مترياً عند تزويدها بالمسافة : 
امير - ومع | C(8) = max‏ 0( 
a<iSsb‏ 
تلا حظ هنا أيضاً يأن المسلات الثلاث (1)» (2)» (3) محققة . يلعب هذا 


الفضاء دور بالغ الأممية في التحليل. سترمز له باة Ca.‏ مثل مموعة 
تقاطه . ويدل [10,1© تكتبي فقط :© . 


7 ترمر یط للقضاء التري المؤلف من النقاط × : 
Xa» ---)‏ و“ x= (X1. X2,‏ 
الممثلة لتتاليات الأعداد الحقيقية التي تحقق : 
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Sade. 


ادع 


وللزوة بالمساقة المغرقة بالدستون+ 
تمع - وين (x.y) = | J‏ )@ 
k=l‏ 


من امتراححة البديبية : 
شرج )2 > (x+y)‏ 
ينتج أن التابع («ر .»يع معرف من أجل كل عنصرين × ور في راء أي 
أن السلسلة (Yk xk)‏ 2 تتقارب فق حالة كه : 


8 OT E 
k=1 


k=l 


لنثبت الآن بأن التابع (8) يحقق مسلمات الفضاء المتري » أن المسلمتين 
(1) و( بديهيتان ؛ أما المتراجة المثلثية فتكتب : 


0 م2(‎ ¬ x) > 0 (zg - yP + 0 Ok - XP 
ادع‎ | k=l - دغ‎ 


مما سبق ينتج أن السلاسل الثلاث الواردة في (8) متقارية. من جهة 
أخرى لدينا المتراحة التالية من أجل كل ۾ : 


0 (Zk - xP > 0 (zk — 2(عبر‎ + 0 (yk - xP 
| 1ع ادع دع‎ 


(راجع المثال 4) . إذا انتقلنا إلى الد..: ‏ + مم في التراحة السابقة 
نحصل على المتراححة (9» أي المتراحة !ب في يا . 


8 نعتبر ا هو وارد في المثال 6: +2 التوابع المعرفة والمستمرة على 
المجال المغلق [ط ,ه]ء ونعرف المسانة م1 بلاقة: ٠‏ ر 
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(10) e). (ر‎ = 0 (x (9 — y (0P a) 


ترمو لمذا القضاء المتري [a,b]‏ 2 ولسّميه فضاء التوايع المستمرة ذي 
المسافة التربيعية . تلاحظ هنا أيضا بداهة صحة المسلمتين (1) 23)؛ أما 
المتراححة المثلثية فتأتي من متراجحة كوشى -بونياكوفسكي في شكلها التكاملي» 


01 x() (Dd > | (0 dt - | yD dt 


9 تعتبر جموعة المتتاليات الحقيقية المحدودة 


X = (X1, 3626... Xs ~) 


اء« - را y) = sup‏ ,ديع نك 
عندئذ تحصل على فضاء متري نرمز له ب« . تلاحظ أن المسلات 
(1)» 2)» (3) بديهية . 
0. إن جموعة الجمل المرتبة ذات م عددا حقيقياً » المزودة بالمسافة 


24 × يرا 3 ) - )ر )2 
k=!‏ 0 


حيث م عدد كيفى أكبر من 1 أو يساويهء فضاء متري نرمز له 
ب ۸ . نلاحظ أن المسلمتين (1) و( بديهيتان. لنتأكد إذن من المسلمة 
(©- لتكن : 
Xx”)‏ ,%1( = عد » Za = (Z1, 2a) CY = (Y1, sya)‏ 
( يكن الحصول على هذه المتراححة» مث من المتطايقة التالية التي يكن التأكد منها يسبولة : 
(f xora = Û #nar Û rnar-} |" | EYD = yx as ar »‏ 
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: ثلاث نقاط من 82. نضع‎ 
Jk — Xk = ak , Zg — وبر‎ = bk 


عندئذٍ تأخذ المتراحة التي نريد إثباتها (2 .)يع + (ر.)بع > (2.*)© 
الشكل التالي : 


)13( 9 يها‎ + bıl") < lax)” + 9 ).ا‎ 
k =1 6 


تسمى هذه المتراححة متراحة مينكوفس (skiسهkمن‏ . إنها يدبهية 
من أجل 1- م (لأن طويلة جموع أصغر من جموع الطويلات) » ولهذا 
تعتر بر > 01. 

إن البرهان على المتراجحة (13) من أجل م> 1 يعتمد على متراحة هولدر 
(Hölder)‏ : 


(14 0 يها‎ b,l > 60) a) .)7 lb)” 
اع ادع‎ k=l 


حيث يكون العددان م > 1 وه > 1 مرتيطين بالعلاقة : 


1- أو غ - و 9( 


p~ 


1 1 
الى — 
4 م 
نلاحظ أن التراحة (14) متجاضسة ؛ وذلك يعني أن حتها من أجل 
شعاعين : (م».....ره) - ه و(.5,....5) = ط تستلزم صتا من أجل 
الشعاعين »2 وَ طم» حيث د وس عددان كيفيان . ولذا يكفي البرهان على 
المتراححة (14) في الحالة التي يكون فيها: 


() إن متراجحة مينكوفسي خاطئة من أجل م < :. بعيارة أخرى لو أردتا إعتبار الفضاء تم من 
أجل م < 1 لكانت المتراححة المثلثية غير محققة في مثل هذا القضاء. 
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06 "ا - ليها لإ‎ bul" = 
ادع‎ k~1 
(1D 3 lax b,| = 1 


k=1 


تعتبر على المستوى «ج النحتى المعرف بالعادلة: ١-مي‏ 
(0 < )ء أي بالمعادلة ٠-٠‏ =5 (راجع الرسم 7) . يتضح من الرسم أن 
لدينا - 0ه < ری + ره من أجل كل قيمتين موجبتين ۾ 53. 
المساحتين رى ورو: 


a ar b 
ص رول ادقع | = ,حت = عق 1-مع | -.ه‎ 
0 4 0 


ەە © 


وهكذا تأتى المتراحة العددية : 


باستبدال » ياءها وه ياءةا في هذه المتراحة وبابجمع بالنسبة » من 
1 إلى س«ء تحصل عراعاة (15) و (16)» على : 


- 
1[ > عم lag‏ 3 
ادع 


أي اننا نحصل على المتراحة (17). وبالتالي فإن المتراجححة العامة (14) قد 
أثبتت أيضاً. إذا وضعنا 2 = م في متراجحة هولدر فإننا نجد من جديد 
متراححة كوشي - بونياكوفسكي (4). ننتقل الآن إلى البرهان على متراحة 
مينكوفسكي . من أجل ذلك تعتبر المطابقة : 
املا -1lal + (al + blr‏ مراما + (lal + bb? = (al‏ 
بتعويض ه بيه وط ب في المساواة السابقة وباجمع بالنسبة ل » 
من 1 إلى م نحصل على : 


+ ےا1 - |b)‏ + اه ) = مط + (la,|‏ 0 


+ 0 (lal + lb,l)2 - 1|bا‎ 
ادغ‎ 


نطبق الآن متراجحة هولدر على كل من مموعئ الطرف الأيمن» نحصل 
عندئذٍ بمراعاة العلاقة م = 1(4 -م)» على : 


د" [مرايطا + (arl + lox < 00 (al‏ 0 
)"| 2 + | (])» 
نقسم طرفي المتراجحة السابقة على (E (axl + lb)‏ عندئذ يأتي : 


اولس مك ساس 


k=1 





ومنه تأتي 2 المتراجمحة (13). وهكذا نكون بذلك قد أثبتنا الاه 
اعلق فى القضناء 

إن المسافة ج المعتبرة في هذا المثال تساوي المسافة الاقليدية (راجع 
الثال 3) من أجل رالمات الواردة الال ين أجل ادم 
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GÛ, y) = max ايد - را‎ 
1 ع2‎ >» 


الواردة في المثال 5 تمثل نهاية المسافة («ر)وء أي أن : 
“[طيء - يرا a(x.) =m | (١‏ 
وع“ صم 


72 4 4 


حسث ےول الختة أعلاه كد له متراحة هولدر التكاملية 
يثك 1 6 + ب 1 سج سيوله مرا هولدر .9 
وهي : 


j xoycnar = (f “نمسا‎ (f xola)" 


الحققة من أجل كافة التوابع 0)»دء ()ر التي يُوجد من أجلها تكاملا 
الطرف الأيمن. ومنه تأتي بدورها متراححة مينكوفسكي التكاملية وهي : 


٣ | ه)‎ + y (o) a)” > (f اx×(9‎ rar)” + | مرا‎ rar)” 


1. تعالج هنا أيضا مثالاً هاما من الفضاءات المترية . عتاصر هذا القضاء 
هى متتاليات الأعداد الحقيقية : 


Xas ---(‏ و و32 (X1,‏ = عر 
ال 7 
م < مايعرا 2 
ادع 


حيث م > 1 عدد ثابت ؛ أما المسافة المعرفة على هذه المجموعة فهى : 


(18 e = ) 3 را‎ - x 
k= 


ترمز لهذا القضاء , 


لدينا المتراجحة التالية من أجل كل « وذلك بفضل متراجحة مينكوفسكي 


“را 2( + lx)‏ 0 > [مليعد - موا 0 
ما أن السلسلتين : 
ليها لآ و ارا لآ 


k=l 
متقاريتان فرضاً فإن الاتتقال إلى النهاية : » + مم في المتراجة السابقة‎ 
: يعطى‎ 


م 


> ”)ا e) + ١‏ 8 > ” [ملي» - وا 8 )9( 


وهكذا بينا أن المسافة ا على ,1 بالدستور (18) موجودة فعلاً من 
أجل كل عنصر × وير في م1. ثبت امتراححة (19) أيضا أن التراجحة امثلثية 
محققة في مآ . أما المسلمتان (1) وه فهما بديبيتان . 


ضتطيع الحصول على عدد غير منته من الأمثلة الأخرى ويتم ذلك 
بالكيفية التالية . ليكن (و,لا) = ۸ فضاءً مترياً و 8 جموعة جزئية كيفية 
من × . عندئد نرى يأن الثنائية المكونة من المجموعة 14 والتايع (ر )چ الذي 
تقرضه » في هذه الحالة » معرقاً من أجل × ور في ۸8 هي أيضاً فضاء 
متري ؛ نسمى هذا القضاء فضاءً جزئياً مترياً من الفضاء المتري ۸ . 


2 التطبيقات المستمرة من فضاء متري في آخر. التطبيق الأيزومتري . 


ليكن × وآ فضاءين متريين وَ/ تطبيقاً من × في ۲ . هذا يعني أننا 
تلحق بكل عنصر ‏ من × عتصراً (#كر دير من 7 تقول عن التطبيق / 
6 


أنه مستمر عند النقطة م«ء إذا إستطعناء من أجل كل عدد »> 0 إيجاد 
عدد 6 > 0 بحيث تنتج من الشرط : 


G(x, xo) <6 VxE X 


المتراححة : 
ع < @ı(/(,f(xo))‏ 
(يرمز هنا م للمسافة على × وَرو للمسافة على ۲) . إذا كان التطبيق 

/ مستمراً عند كل نقطة من الفضاء × فإننا نقول بأن ؟ مستمر على × . 
إذا كانت × و ¥ جموعتين عدديثين » أي إذا كان م تابعاً عدديا عقا على 
جموعة جزئية × من المستقيم العددي فإن التعريف أعلاه مطابق لتعريف 
الاستمرار المعروف في التحليل الأول . 

نستطيع أيضاً تعريف استمرار تابع (تطبيق)/ ذي متغيرات متعددة 
x; © X,‏ ¢ عمل € xn‏ (حيث يرمز × »... »,× لفضاءات مترية) يأخذ 
قيمه في فضاء متري ۲ » ويتم ذلك بطريقة يقة ماثلة للسابقة . 


نشير إلى أن المسافة (ر ,»)مء بإعتبارها تابعاً لمتغيرين × وير في ٠×‏ تابع 

مستمر . ينتج ذلك مباشرة من المتراحة : 
(xo, ×) + (0, 2(‏ > ألوبز,ود)ع - (ر,عدهوا 

التي يمككن استخلاصبا سولة من التراحة المثلثية . 

إذا كان التطبيق ۲ +< :۶ تقابلاً فإنه يوجد تطبيق عكسي ()6-/ x‏ 
من الفضاء ¥ على الفضاء 1 . وإذا كان التطبيق ١‏ تقابلاً وتا ثنويا 
(أي إذا كان f‏ وم مستمرين) فإننا سمي / تطبيقاً هوميومورفياً أو 
هوميومورفزم ويسمي الفضاءان ‏ و87 عندذٍ فضاءين هوميومورفيين . 
مثال ذلك المستقم العددي (ه + ,مه -) ومجال مفتوح ماء المجال (1,1-) 
مثلاً . نعرف الموميومورفزم ۶ في هذه الحالة بالعلاقة : 

2 
yy arctg x 

فاك خا اة جا الات اموس هو التطبيق 
الأيزومتري . 
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نقول عن التقابل ۴ بين الفضاءين المتريين (م,×) = 8 7,603) = 2# 
أنه تطبيق أيزومتري إذا كان : 


(xı. x2 = e (f(x), (ع< ار‎ 


وهذا من أجل كل ,× و ر× في ۸ . نقول عن الفضاءين ۸ و8 في 
هذه الحالة أنهما أيزومتريان . 


إن القول بأن الفضاءين ۸ و ۸ أيزومتريان يعني بأن العلاقات المترية 
بين عناصر الجموعتين واحدةء والفرق الوحيد الذي قد يظهر لا يتعلق إل 
بطبيعة تلك العناصر » ولكن هذا غير مهم من وجهة نظر نظرية الفضاءات 
المترية . ولذا نعتبر الفضاءات المترية الأيزومترية في المستقبل كفضاءات 


ECDSA a e 
من وجهة نظر أعم من السابقة وذلك ضمن 55 الواردة ف آخر هذا‎ 


الفصل . 
5. التقارب . المجموعات المفتوحة والمجموعات 
المغلقة . . 


1. نقاط التراكم . الملا 
تُدخل فيا يلي بعض اللمفاههم الخاصة بنظرية الفضاءات المترية وهى 
الكرة ا (7 ,8)0 في فضاء متري ۸ هي عه جموعة النقاط 
× د ۸ الحققة للمتراححة : 
Xo) < F‏ ,)0م 


51 0 a 
ار ا‎ 


المتراحة : 
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xo) = r‏ ,)م 

تسمى الكرة المفتوحة »)8 ع جواراً للنقطة مد وترمز لها 
O.(xo): -‏ ۰ 1 3 
قرين. أعط مثالا لفضاء متري يحوي كرتين (8)*,9 و (رو,بر)8 بحيث 
5م > @ı‏ و02 .)8 ح (ره ,)8 . 

نقول عن نقطة ‏ د 8 أنها نقطة ملاصقة للمجموعة 4 د۸ إذا 
احتوى كل جوار ل* على نقطة واحدة على الأقل من 34 . تسمى جموعة 
النقاط الملاصقة لمجموعة 34 ملاصق 34 ونرمز له ي[84]. وهكذا عرفنا على 
جموعات فضاء متري علية الملاصقة المتمثلة في الإنتقال من جموعة يما إلى 
ملاصقها [34]. 
نظرية 1. #قتع علية الملاصق بالخواص التالية : 

M CIM] )1 

[IMI] = [M]. © 

[Mı] c [M»] فإن‎ M, إذا كان ممق‎ 3 


[Mı U M2] = [Mı] U [M2] (4 


البرهان . إن الخاصية الأولى بديهية لأن كل نقطة من 86 نقطة ملاصقة 
ل لنت الخاضية الثانية. ١ ١‏ 

لتكن × نقطة من [341]]. إن كل جوار (×).0 لهذه النقطة يحوي نقطة 
x‏ 3 [34]. نضع ,ع = (ب×,×)ج - م ونعتبر الكرة (*),.0 . إنها محتوية 
بأكملها في «),ه . ذلك لأنه إذا كان 2 3 ».0 فإن ‏ > (,,2)ه وبا أن : 
بع ع د × )م فإن المتراجححة المثلثية تعطى ء ` 


ع = )€ — (E‏ + رع > (*,0)2 


أي أن (× 04 ع2 . لا كان [94]» د فإنه توجد في (*),,0 نقطة 
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يد د ما . وفي هذه الحالة يأتي ,« د (×»0 . عم إن («).0 جوار كيفي ل»» 
لدينا إذن × د[M].‏ وبذلك يتم إثبات الخاصية الثانية . 

أما الخاصية الثالثة فهي بديهية. لنثبت الخاصية الرابعة. إذا كان 
[رك نا ,#ا] ع × فإن × ينتمي على الأقل إلى إحدى المجموعتين [140] 
وَ[كة]» أي أن : 

[Mı U Me] cC [Mı] U [Mal 

م لما كان Mc Mı U 3423 MC MU M)‏ فإن الإتجاه الثاني 
الإحتواء السابق يأتي من الخاصية الثالثة . 

وبذلك ينتهي البرهان على النظرية . 

نقول عن نقطة × د ۸ إنها نقطة تراك في (أو ل) المجموعة يمه د۸ إذا 
احتوى كل جوار ل« على عدد غير منته من نقاط 34 . 

ا أن نقطة نقطة ترام فى الجموعة M‏ قد تنتمي للمذه المجموعة وقد 

تنتمى الها. فثلاً إذا كانت 1 جموعة الأعداد الناطقة (الكسرية) ف 

0 ا‎ yT 


نقول عن نقطة × من 86 إنها نقطة منعزلة لمذه المجموعة إذا وجد جوار 
,0 ل« لايحتوي على أية نقطة من 16 غير ×. نقترح على القارئ أن 


كنت القضبة الثاللة: 

اق ل ل ا 
الجموعة . ١‏ 

ومنه نستنتج أن كل ملاصق [04] مؤلف من نقاط تنقسم إلى ثلاثة 
أنواع : 


1) النقاط المنعزلة للمجموعة 384 . 
© نقاط تراک 34 المنتمية إلى 34 . 
3 نقاط ترام 4 التي لا تنتمي إلى 24 . 
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وبالتالي نحصل على الملاصق 80] لجموعة »ا بضم إليها كل نقاط 
تراكىها . 


2 التقارب . 


لتكن : XRD os‏ متتالية نقاط من الفضاء المتري .R‏ تقول عن هذه 
التكالية إا متقازية فو إذا ای كل جار وه ل كل الا 
,× ابتداء من مرتبة معينة » أي إذا إستطعناء من أجل كل ع > 0 إيجاد عدد 
طبيعي .8 بحيث يكون (×»0 محتوياً لكافة النقاط ,× إبتداء من 
.N, <n‏ نسمى النقطة × نهاية المتتالية {Xn}‏ 

ستطيع إعادة صياغة التعريف السابق على النحو التالىي : 

تتقارب المتتالية (,*) نحو × إذا وفقط إذا كان : 


lim ,)م‎ xn) = 0 


نلاحظ من خلال التعريف أنه : 

1 لا يكن أن تكون لتتالية نهايتان مختلفتان . 

© إذا تقاربت المتتالية إ,×) نحو × فإن كل متتالية جزئية (م*) 
متقاربة نحو نفس النباية × . ٠‏ 

فين النظرية الموالية الصلة المتينة بن مفهوم. النقطة اللاصقة .ومفهوم 
النباية . 


نظرية 2. لكي تكون نقطة × ملاصقة لجموعة 44 يلزم ويكفي أن توجد 
متتالية (.] من نقاط 4لا تقبل بد كتهاية لما. 


البرهان . من الواضح أن الشرط لازم لأنه إذا كانت × نقطة ملاصقة 
للمجموعة 4ه فإن كل جوار (*),,,0 ل × يحوي على الأقل نقطة ,× من 
6 . ونلاحظ عندئذٍ أن هذه النقاط تكون متتالية (,*) متقاربة نحو × . أما 
كفاية الشرط فهى بديهية . 
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إذا كانت × نقطة ترام ل M‏ فإن النقاط : 
M‏ ^ )م01 € Xn‏ . 


(الؤافقة لأعذاق و لف يكن تازه حت كن عة مدق 
مثنى وبالتالٍ : 


حتى تكون × نقطة ترام للمجموعة 4 يلزم ويكفي أن توجد في /1 
فتتالية نقاط .عتتلفة -مثى مشق تقيل :هد كباية ها 

نستطيع الآن التعبير عن مفهوم إستمرار تطبيق من فضاء متري > في 
فضاء متري 7 الوارد ف 18 بدلالة مفهوم تقارب المتتاليات . ٠‏ ويتم ذلك 
على النحو التالي : يكون التطبيق («)/ -ير مستمراً عند النقطة مد إذا وفقط 
إذا كانت المتتالية |(,*ر = ,بر) متقاربة نحو: كر = مر وذلك من أجل 
كل متتالية إ.») متقاربة نحو م*د. إنه لا فرق بين البرهان على تكاى هذا 
التعريف. والتغريف: الوارد في 16 والترهان عل" تكاف: 'التعريفين: المماثلين 
(«بدلالة ع,8» و «بدلالة المتتاليات») الخاصين باستمرار التوابع العددية» 
ولذا نترك إثبات ذلك للقارئ . 


3. المجموعات الجزئية الكثيفة . 


لتكن 4 و8 جموعتين من فضاء متري ۸ . نقول عن 4 إنها كثيفة و 
8 إذا كان [4] 2 8 . وبصفة خاصة نقول عن 4 إنها كثيفة أا كان (ؤ 
الفضاء ۸) إذا كان ملاصقها [4] يساوي الفضاء ۸ بأكمله. فثلاً تشكل 
جموعة الأعداد الناطقة جموعة كثيفة أبنا كان فى جموعة الأعداد الحقيقية . 
نقول عن جموعة 4 إنها غير كثيفة في مكان إذا لم تكن هذه المجموعة كثيفة 
في أية كرة» أي إذا كانت كل كرة 8 د۸ محتوية لكرة أخرى 8 تحقق. 
© - 4م 0 8 . 
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© أمثلة لفضاءات تحوي جموعة كثيفة أعغا كان وقابلة للعد. يسمى كل 
فضاء متري يحوي جموعة قابلة للعد وكثيفة أنغا كان فضاء قابلاً للفصل . 

لندرس من وجهة النظر هذه الأمثلة الواردة في 18. 
73 


1. يحتوي الفضاء «لمتقطع» المعرّف في المثال 1 من 2:18 على جموعة 
كثيفة أا كان وقابلة للعد إذا وفقط إذا كان هذا الفضاء مموعة قايلة 
للعد. ذلك لأن الملاصقّ [2] لجموعة ما 34 من هذا الفضاء يساوي ۸١‏ 

نلاحظ بخصوص الأمثلة من 2 إلى 8 الواردة في 18 أن الفضاءات 
المعرفة فيها تحتوي كلها على مجموعات كثيفة أبغا كان وقابلة للعد. نورد فيا 
يلي هذه المجموعة ونوصي القارئ بأن يجري كل البراهين مفصلة . 


5-3. في الفضاء الاقليدي “#0 والفضاءين 8:5 و 87 : جموعة الأشعة 
لقلا إجذائيات ناطقة: 


6. في الفضاء [ط ٥],‏ : جموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات الناطقة . 


ماعدا عدداً ا من هذه الحدود (وعدد الحدود غير المنعدمة يختلف عوماً 


8 في الفضاء [ط,ي)2٥‏ : جموعة كثيرات الحدود ذات العاملات 
الناطقة . 


أما فضاء المتتاليات الحدودة »« (المثال و» 18) فهو غير قابل للفضل . 


لرؤية ذلك نعتبر كل المتتاليات الممكنة التى تتألف حدودها من 0 و1. 
تفكل هذه المتتاليات مموغة لما قوة الست (لأنه بالإمكان إنشاء تقايل بين 
هذه المتتاليات والمجموعات الجزئية لمجموعة الأعداد الطبيعية) إن المسافة بين 
نقطتين من هذا النوع» المعرّفة بواسطة الدستور (11) في 18ء تساوي 1. 
نحيط كل نقطة من هذه النقاط بكرة مفتوحة نصف قطرها 1/2 . نلاحظ أن 
هذه الكرات غير متقاطعة . إذا كانت مموعة ما كثيفة أينا كان في ” فإن 
كل كرة من الكرات السابقة ينبغي أن تحوي على الأقل نقطة من هذه 
المجموعة ؛ وبالتالي فإن مثل هذه المجموعة لا يمكن أن تكون قابلة للعد. 
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4. المجموعات المفتوحة والمجموعات المغلقة . 


نعتار آم أغاط المجموعات في فضاء متري» وهى المجموعات المفتوحة 
وا مجموعات المغلقة. 2 : ۰ 

نقول عن مموعة 4 من الفضاء المتري ۸ أنها مجموعة مغلقة إذا 
تساوت هذه المجموعة مع ملاصقها : [34] = 384 . أي إن 34 تكون مغلقة إذا 
وفقهل اا اخروت عل كافة شاط ر كهاء 

يتبين من النظرية 1 أن ملاصق كل جموعة يساوي جموعة مغلقة . ويأقي 
من نفس النظرية أن 84] هو أصغر الجموعات المغلقة التي تحوي ۸4 . 
(برهن على ذلك !) . 
أمثلة . 1. كل مجال مغلق [5.ه] من المستقيم العددي جموعة مغلقة . 


2< كل كرة مغلقة جموعة مغلقة . بصفة خاصة نشكل جموعة التوابع f‏ من 
الفضاء [ز,ه]© الحققة للمتراححة : × > )را جموعة مغلقة. 

3 إن جموعة التوابع f‏ من [5,ه]0 الحققة للمتراححة × > أو )ا (وهي 
كرة مفتوحة) ليست مموعة مغلقة» ذلك أن ملاصقها هو مجموعة التوابع 
التي تحقق الشرط × > |0)مرا. 

4. مما كان الفضاء المتري ۸ فإن الجموعة الخالية © والمجموعة ۸ نفسها 
جموعتاق لفان : 

5. كل جموعة مؤلفة من عدد منته من العناصر مموعة مغلقة. 

تبرز النظرية التالية الخواص الأساسية للمجموعة المغلقة . 
نظرية 3. إن كل تقاطع وكل إتحاد منته لمجموعات مغلقة جموعتان مغلقتان . 
البرهان . لیکن .5 0 - ۴ تقاطعا لمجموعات مغلقة ,۴ ولتكن × نقطة تراك 
ل . ذلك يعني أن كل جوار («).0 ل × يحوي عدداً غير منته من نقاط 
۴ . ومنه يتبين أن (*«),0 يحوي عددا غير منته من نقاط كل جموعة ي۴ » 
وما أن كل المجموعات .5 مغلقة فإن النقطة × تنتمي إلى كل +8 ؛ وبالتالي : 
e ۴= N 5‏ × أي أن م مغلق. 
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× ا =۴ ولتكن‎ ۴, ES 
نقطة لا تنتمى إلى ” . لنثبت أن × لا يمكن أن تكون نقطة ترام ل . ذلك‎ 
ن » ل يي إل أي جموعة من عات الل ب ؛ إذن فان × لا کن‎ 
أن يكون نقطة ترام لأية جموعة من هذه المجموعات . وبالتالي» من أجل كل‎ 
النقطة × يحوي (على الأكثر) عددا منتهياً من نقاط‎ 0.) 0 00 
04«*( بأخذ أصغر الجوارات : (*),.0 .... .(«).0 نحصل على جوار‎ . 
عا رمع اضرا رن‎ 
۴ لم فإنه من غير الممكن أن يكون هذا العنصر نقطة ترا ل/ء أي أن‎ 
. جموعة مغلقة . وبذلك ينتبي برهان النظرية‎ 


نقول عن نقطة × أنها نقطة داخلية للمجموعة 86 إذا وجد («),0 لمذه 
النقطة بحيث 32 ع (<«),0 . 


إذا كانت 0 ما مساوية رم نقاطها الداخلية فإننا تقول عن 


أمثلة . 6. كل مجال (5,ه) مفتوح من من المستقيم العددي !81 جموعة مفتوحة . 
ذلك أنه إذا كان م8>.»ه >ه فإن الجوار 0,00 ل»» حيث 
»e = min ) - a,b - 0‏ ختو بأكمله ٤‏ لجال (ط ,ه). 


7. كل كرة مفتوحة (م,8)6 في فضاء متري ۸ جموعة مفتوحة. 
لرؤية ذلك نلاحظ أنه إذا كان × 3 م,8)6 فإن : r‏ > (*«,ه)و. نضع 


(«,©)م - م ددع. عندئذٍ (,ه)8 8)x,8( C‏ . 


8. تشكل جموعة التوابع المستمرة على الجال المغلق [ط,4] بحيث 
8)9 > ۵)/» حيث ()ع تابع مستمر مثبت ماء جموعة جرئية مفتوحة من 
الفضاء [1©4,5]© . 


نظرية 4. إن الشرط اللازم والكافي لكي تكون جموعة 34 مفتوحة هو أن 
يكون متممها R\M‏ مغلا 
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البرهان . إذا كانت المجموعة 84 مفتوحة فإن كل نقطة × د 34 تقبل جواراً 
محتوياً في 4 » أي جواراً ليس له أية نقطة مشتركة مع 7614 011 قليست 
هناك نقطة ملاصقة ل ۸۱۸۸1 لا تنتمى إلى ۸\1 » وهذا د يعنى أن R\M‏ 
CEG‏ 
محتويا في 34 أي أن 4 مفتوحة. 


ما أن الجموعة الخالية وكل فضاء ۸ مموعتان مغلقتان» وما أن كليهما 
متمم للثاني فإننا نستنتج بأن المجموعة الخالية والفضاء ۸ مجموعتان 
مفتوحتان . 


تنتج من النظرية 3 ومبدأ الثنوية (تقاطع المتممات يساوي متمم 
الاتحاد » واتحاد المتممات يساوي متمم التقاطع) النظرية المامة التالية » 
الثنوية للنظرية 3. 


نظرية 3. كل إتحاد (منته أو غير منته) وكل تقاطع منته لجموعات 


مفتوحة » مجموعتان مفتوحتان . 


تسمى المجموعات المنتمية إلى 6 الجبر الأصغري المولد عن كل 
المجموعات المفتوحة والمغلقة» مموعات بوريلية (نسبة لبوريل 1هه8) . 


5. المجموعات المفتوحة والمغلقة على المستقم . 


من الممكن أن تكون بنية الجموعات المفتوحة والمغلقة في فضاء متري 

من الصعوبة بمكان . ونلقى هذه e‏ 0 في المجموعات اا والمفتوحة 

من فضاء إقليدي ذي بعدين أو أكثر . إلا أن حالة بعد واحدء أي حالة 

المستقيم العددي لا تبدي أية صعوبة بل بإمكاننا وصف كافة المجموعات 

الفتوحة وضفا كاملا ودقيما (وذلك هو الشأن أيضا بالنسة التحيوغات 
ال والويين :هذا عه اة القالية: 
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نظرية ئ كل مموعة مفتوحة من المستقيم العددي إتحاد منته أو قايل للعد 
|الجالات0 غير متقاطعة مثنى مثنى . 


البرهان . لتكن ي مموعة مفتوحة من المستقيم العددي. تدخل على ي 
علاقة تكافؤ يوضع برع عند وجود محال (8) بحيث يكون × وبر 
منتميين إلى (8.) د © . من الواضح أن هذه العلاقة إنعكاسية وتناظرية » 
وهي أيضاً متعدية لأنه إذا كان عر ب» و سير فإن هناك جالين (8ء») 
وَ(7,2) بحيث : 

xy © )©78( © G 

yz © 9,8( © © 


لكن م > ب والجال (8,,) د © وهو يحوي التقطتين × و2 . وبالتالي فإن 
ا مجموعة © منقسمة إلى صفوف غير متقاطعة ,1 مؤلقة من نقاط متكاقئة 
فيا بينها : G = UI,‏ 

لنثیت أن كل ,1 مجال (ط ,۾) حيث ,1 نهآ = «a‏ و IL‏ مده = b‏ - 


إن الإحتواء (ط,ه) .1 بدمهي . من جهة أخرى إذا اتقى × وبر إلى 1 
فإن تعريف .1 يؤدي إلى 1 > (ر»). توجد في كل مقرية (أو ضاحية) 
من ۾ على المين وفي كل مقرية ل5 على اليسارء نقاط من 1 . إذن فإن 
1 يحوي كل مجال (8.ه) طرفاه ي و 8 ينتميان إلى (6.8)ء ومنه يأتي 
(5.») = 1 . إن جماعة الجالات غير المتقاطعة ,1 التى تحصل عليها يهذه 
الطريقة جماعة منتهية أو قابلة للعدء ذلك أتنا إذا إخترنا بطريقة كيفية فى 
كل مجال من هذه الجالات نقطة ناطقة فإننا تعين تقابلاً بين مموعة هذه 
امجالات وجزء من جموعة الأعداد التاطقة. وبذلك يتم البرهان على 
النظرية . 


ا أن كل جموعة مغلقة متممة لجموعة مفتوحة ضتنتج أن كل جموعة 
مغلقة من المستقيم العددي يكن الحصول علها بإزالة عدد منته أو متتالية 
انجالات من الستقم العددي . 


() تعتبر الجموعات من الشكل (ه ,» -)«(« »).8.» -) هي الأخرى الات . 
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كأمثلة أولية لمجموعات مغلقة من المستقيم العددي يكن ذكر قطع المستقم 
(أي الجالات المغلقة e‏ ولا المنعزلة والإتحادات المنتهية لمثل 
تلك الجموعات . هناك مثال أكثر تعقيداً لجموعة مغلقة في المستقيم العددي 
وهي جموعة كانتور الثلاثية (أو الثالوثية) التي نعرّف بها هتا . 


ليكن م۴ الال المغلق [0,1]. تزيل منه الجال المفتوح (1/3,2/3) ونرمز 
للمجموعة المغلقة المتيقية ي ۴. نزيل بعد ذلك الجالين (1/9,2/9) 
و (8/9 ,7/9) ونرمز للمجموعة المغلقة المتبقية التي تحوي أربع قطع مستقيمة) 
F4‏ نزيل من كل قطعة من القطع الأريع المذكورة امجال المتوسط الذي 
طوله «(1⁄3)ء الخ. (الرسم 8) بإعادة هذه العملية نحصل على متتالية 
متناقصة من الجموعات المغلقة .# . نضع : 


E= NF, 


1 28 


0 

إن ۴ جموعة مغلقة (لأنها تقاطع جموعات مغلقة) . وقد حصلنا على ۴ 

من القطعة [0,1] وذلك بإزالة جماعة قايلة للعد من الجالات الحتوية في 

- 10, 1] 

لتدرس بنية المجموعة ۴ . إنها تحوي النقاط : 

() 0 SS د‎ gg = 

أي أطراف الجالات المزالة . لكن الجموعة م تحوي نقاطاً أخرى 

بالإضافة إلى النقاط (1). ذلك أنه بالإمكان تيز نقاط القطعة [1 ,0] المنتمية 
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إلى المجموعة م كا يلي : نكتب كل عدد من الأعداد + (1 > × > 0) وفق 
الجملة التي أساسها 3 أي : 
d1‏ 


d2 
x = 3 + 3 + لۇ‎ + .. 
حيث يكن للأعداد ,» أن تأخذ القيم ۵» 1» 2. ۴ هو الحال بالنسبة‎ 

للنشر العثري فإنه يحتمل أن يكون لبعض الأعداد قمثيلان مختلفان مثلاً : 


2... 
ER EE 


نتأكد بسبولة من أن الجموعة ۴ تحوي النقاط ٠×‏ (1 > × > 0 التي تقبل 
نشراً ثلاثيا واحدا على الأقل بحيث تكون قم عناصر المتتالية 
ور © Ql, QD, <s‏ تخالف كلها ۰1 ولا تحوي غير هذه النقاط . إذن ستطيع أن 
نلحق بكل نقطة × د م متتالية : 


هه 


0 
+... = 5 


سا إن 


سا إیں 


+ 


هاه 


+. + 


(2) 1 81, QD, رن‎ dng o 


حيث ,4ه يساوي 0 أو2. إن لجموعة هذه المتتاليات قوة المستمر . 
الإقتناع بذلك يكفي أن نلحق بكل متتالية (2) متتالية : 


(2 bı, D2, ... Dn, 
حيث 0- وط لا 0= ږه و1 = ,6 2= „ ۾ . يمكن أن نعتبر المتتالية‎ 
كنشر مث لعدد حقيقي ر ؛(! > برك 0). نحصل بذلك على تطبيق من‎ )2( 


المجموعة م على قطعة المستقم (0,1). ومنه نستنتج أن ل قوة المستمر©). 
لا كانت جموعة النقاط (1) قابلة للعد فإن هناك نقاطاً أخرى تحتوي عليها 


المجموعة ۴ . 
قارين 1. أثبت بطريقة مباشرة أن النقطة + تنتمي إلى امجموعة م بدون أن 
تكون طرقاً نال مزال . 


(1) إن التطبيق المعرف بين ۴ و0,11 تباين وليس تقابلاً (لأنه يحدث أن يكون لنفس العدد نشران 
مختلفان) . ومنه ينتج أن ل” قوة المستمر على الأقل. لكن ۴ جزء من القطعة 210,11 ولذا فإن قوتها 
لا تتجاوز قوة المستمر. 
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إشارة إلى الحل : تقسم النقطة + القطعة [0,1] وفق النسبة 1:3» وهي 
تقسم وفق نفس النسبة القطعة 0 ,ه] المتبقية بعد الإزالة الأولى» اخ . 


تسمى النقاط (1) نقاط النوع الأول للمجموعة ۴» وسمى النقاط 
الأخرى نقاط النوع الثاني للمجموعة ۴ . 


2. أثبت أن نقاط النوع الأول تشكل جموعة كثيفة أعنا كان في ۴ . 
3 أثبت أن الأعداد من الشكل م + ا حيث ۴ € 4 و۴ € ص تل 
كل القطعة [0,2]. 


بينا أن للمجموعة ۴ قوة المستمر؛ أي أنها تحوي كمية من النقاط 
مساوية لكمية نقاط [0,1]. 
من المفيد أن نقارن ذلك بالنتيجة التالية : إن مموعة الأطوال 
4 2 1 
3g +‏ 


وهي أطوال الجالات المزالة » يساوي بالضبط 1 ! 


ملاحظات مكيلة . 


1. لتكن 44 مموعة كيفية من الفضاء المتري ۸ وعد نقطة من هذا 
الفضاء . المسافة بين النقطة ‏ والمجموعة 84 هى العدد: 


M) = Inf g(x, a)‏ ,)م 
aM‏ 


إذا اتقى × إلى 34 فلدينا M(‏ ,×)ج = 20 لكن المساواة: 0 = M(‏ ,x)م‏ 
لا تعني حهاً أن × د 14 . من تعريف النقطة الملاصقة نستنتج مباشرة أن 
0 = (384 ,ديم إذا وفقط إذا كانت × نقطة ملاصقة للمجموعة 384 . 


وهكذا جك قر غلية املضقة قة على أنها تمثل في إضافة إلى المجموعة 
المعتبرة كل النقاط التي تفصلها عن هذه المجموعة مسافة متعدمة. 
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2 تعرف يطريقة ماثلة المسافة بين مموعتين 4 83 من فضاء متري 

4204 ويم ذلك يوضع : ا 
(,ه)م e(4, 8( = Inf‏ 
د 

إذا كان © + 8 4۸ فإن 0= (8 ,4)ج»ء لكن القضية العكسية غير 

3 لتكن 8 جموعة كل التوابع م المنتمية للقضاء [6.5]© والحققة 
لشرط ليبشيتز («اتهعومة1) : من أجل كل عنصرين ,© وا في [ط,ه] يجب أن 
يكون : 


3 چ Kit‏ کح f‏ - عا 


حيث KK‏ ثايت . إن الجموعة Mx‏ مغلفة . وهي تساوي ملاصق جموعة 
التوابع القابلة للإشتقاق على [ط,ه] والحققة ل : : 


عد > )مما 


4 إن الجموعة: ۽4 =u‏ 8 المؤلفة من كافة التوابع التي يحقق كل 
واحد منها شرط ليبشيتز من أجل قيمة ل جموعة غير مغلقة . تلاحظ 
من جهة أخرى أن ملاصقها يساوي الفضاء [ط ٥],‏ يأكمله . 


5 نقول عن مموعة مفتوحة © من الفضاء الاقليدي ذي ۾ يعدا آنا 
جموعة مترابطة إذا استطعنا وصل كل نقطتين × ور من © بخط منكمر 
محتو كله في © . مثال ذلك داخلية (أو داخل) القرص: تير + # <1 
فهي جموعة مترابطة ؛ وعلى الرغم من ذلك فإن إتحاد القرصين 2ر + 2× < 1 
و1 > تير + 22 ×) لا يساوي جموعة مترايطة (مع أن لحذين القرصين 
نقطة ملاصقة مشتركة !) . تقول عن جموعة جرئية مفتوحة 8 من الجموعة 
المفتوحة © أنها مركبة مترايطة ل © إذا كانت 8 مترايطة وغير محتوية في 
أية جموعة جزئية مفتوحة ومترايطة (أكبر منه) من الجموعة © . تعرّف على 
© علاقة تكاقؤ: برع إذا وفقط إذا وجدت جموعة جرئية مقتوحة 
ومترايطة 8 من 6 تحوي × وعر: -xye HCG‏ 
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تبين بسہولة » كا هو الخال بالنسبة للمستقم » أن هذه العلاقة متعدية؛ 
يتألف إذن © من صفوف غير متقاطعة : 1 ا6 . وهذه الصفوف تمثل 
مركيات مترابطة ومفتوحة من © . ثم نها تشكل جموعة قابلة للعدء على 
الأكثر ‏ 

من أجل 1-«ء أي على المستقيم نلاحظ أن كل جموعة مفتوحة 
ومترايطة محال [من بين هذه الجالات الجموعات ٠.4(‏ -) (ه,ط)» 
(ه ,هه -)] . وهكذا يتضح أن التظرية 5 الخاصة يبنية الجموعات المفتوحة 
الع حضمن اوق وك ات وك لعا در 
جال . إن التأكيد الأول صالح ايشا من أجل جموعات الفضاءات الاقلید؟ 
ذات « يعدا (ويقبل هذا التأكيدء إضافة إلى ذلك» تعميات أخرى) أما 
التأكيد الثاني فهو خاص بالمستقم العددي . 


8. الفضاءات المترية التامة 
1. تعريف وأمثلة لفضاءات مترية تامة 


لا يد أن القارئ قد أدرك منذ الخطوات الأولى التي خطاها في دراسة 
التحليل الرياضي الدور المام الذي تلعبه خاصية تام المستقم العددي» 
وهي الخاصية القائلة أن كل متتالية كوشية من الأعداد الحقيقية متتالية 
متقارية نحو عدد حقيقي . . ثل المستقيم العددي اط مثال للفضاءات 
المترية التامة التي خصصنا لدراسة خواصها الأساسية هذا اليند. 


تقول عن متتالية تقاط [.] من فضاء متري ۸ أخها متتالية كوشية (أو 
من نوع كوشي) إذا حققت شرط كوشي وهو : 


من أجل کل ع > 0 يوجد عدد ۸× يبحيث ع > (.«. ب«)م مهما کان 
Ne.< r‏ و 7 كر لل . 
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من المتراجحة المثلثية ينتج مباشرة أن كل متتالية متقاربة متتالية من نوع 
كوشي . ذلك أنه إذا تقاربت (.*) نحو × فإن: من أجل كل > 0 يوجد 
عدد N,‏ بحيث 5 > (×, ,«)ع مبما كان ۸ > ,۸ . عندئذٍ ستخلص بأن : 


ع < O(n’, Xa") 5 G(x, X) + G(x ,X)‏ 
ہما کان # < .N. < 7” 3 Ng‏ 
قعريف 1. إذا كانت كل متتالية كوشية في فضاء متري ۸ متقاربة فإننا 
نقول أن هذا القضاء تام . 
أمثلة . إن كل الفضاءات المعتبرة في 18 تامة عدا المثال 8. لنوضح ذلك . 


1. في فضاء النقاط المنعزلة (المثال 1» 18) نلاحظ أن متتاليات كوشي 
الوحيدة هي المتتاليات المستفرة (نقول عن متتالية أنها ا إذا كانت 
حدودها متساوية إيتداء من رتبة معينة) . من الواضح أن كل متتالية من 

2 يُعرف تام الفضاء :2 المؤلف من الأعداد الحقيقية ويدرس ضمن 
دروس التحليل . 

3 أما تام الفضاء الأقليدي "۸ فيأتي مباشرة من تام ۸١‏ . (لرؤية ذلك 
نعتبر متتالية (<) لكوثي مؤلفة من نقاط في ”۸» وهذا يعني أن من أجل 
كل ع > 0 يوجد عدد N‏ = ۸ بحيث : 


ليا 
(x — x) > 2‏ 
k=l‏ 


وذلك من أجل كل م > و و > . لدينا هنا: 
ا ء۔۔ {x(,‏ = (م)× . 


وبالتالي من أجل كل k(م,...‏ ,1,2 - ) لدينا المتراجحة : 


|x) — xl < ع‎ 


مهما كان م >8 و و > » أي أن 60ع»! متتالية عددية من نوع كوشي . 


: نصبع‎ 
xk = lim (مايع‎ 
p++ 
X = (X1, Xa) 


ومنه يأتي أن : × = (× سنا . 


p++ 
لإثبات تام الفضاءين 87 823 تتبع الإستدلال السابق.‎ .5-4 


» لنثبت أن الفضاء [5.ه]© تام. لتكن إ9).×) متتالية كوشية من 
[5,»]© . عندئذِء من أجل كل ع > 20 يوجد عدد ۸ بحيث: 


ع < lx„(9 — xm(Dl‏ 
من أجل كل « >8 و" >8 و 813.ه]. ومنه يأتي أن المتتالية 
(0).*] متقاربة باتتظام » ونحن نعم في هذه الخالة أن النهاية )× تابع. 
مستمر. لنجعل ”7 يؤول إلى « + في المتراحة السابقة» نحصل حينئذٍ 
على : 


lx„(D - ×) > ع‎ 


من أجل كل ؛ وكل « > » وهذا يعني بأن المتتالية (2).*] متقارية 
نحو )م بمفهوم مساقة الفضاء [4,5]© . 


7. الفضاء ا . لتكن )»× متتالية كوشية في ر1 . عندئذٍ من أجل كل 
ع > 0 يوجد عدد × نحيث : 


0) P(x, x) = J (x — xg)? <: Vn,m> N 
k=1 


xD — (xD, x, ري‎ x, ..) ا‎ 


من (1) ينتج (من أجل كل *) أن لدينا: 
ع > (x0 — x)‏ 
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أي ان من أجل كل * فإن متتالية الأعداد الحقيقية »× متتالية 
كوشية » وعليه فهي متقارية . نضع )× فاك ع« وترمز بي للمتتالية 
دي :.. د رر علينا أن تثيت بان: ”5 


أ( ا أي أن .h3 x‏ 


k=1 


lim ,دين‎ x) = 0 ب(‎ 


R—-+oo 


من أجل ذلك تلاحظ أن التراحة (1) تؤدي إلى : 


MM 
لعي ا‎ xm) < e 
k=1 


وهذا من أجل كل 4ه مثبت. 


يما أن هذا امجموع لا يحوي الآن سوى عدد منته من الحدود نستطيع » 
بتثبيت «»ء الإنتقال إلى النباية بجعل ه + م . ومنه يأتي : 


MH 
(x) — xk) < ع‎ 


ادع 


إن هذه المتراحة صحيحة من أجل كل 4 . لتعد تركيب السلسلة غير 
المنتبية بالإنتقال إلى النهاية بجعل »4 ؛ تحصل عندئدٍ على : 


ع > تيع — J (x0‏ 22 
أعدع 
إن تار السلسلتين (xg)‏ 0 وعد — (x)‏ 1 يستلرم تقارب 
السلسلة 0 (وذلك بفضل التراحة البديبية : (2ط + 2)2 > (ط + »)) . 


وبذلك يتم يرهان النقطة )0( ضيه لخرفره وا بان بع محر بقار 
الذي نريد فإن المتراححة (2) تعني بأن : 
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lim g(x), x) = lim 3 (x) - x) = 0 


k=1 
. آي أن × +× بمفهوم مسافة را . وهكذا ينهي برهان (ب)‎ 
نتأكد سبولة من أن الفضاء [ط ,ه٥ غير تام . نعتبر مثلاً متتالية‎ .8 
RRR 
n 


1 
ع كا - .ام |= 0.» 


|= اسم 


1 


.- 
|د 


> م ع 


إنها متتالية كوشية في [1,1 - ٥‏ لأن: 


1 2 5 2 
8 (2)مهو و 8),ه)‎ dt > min (r, my 


وعلى الرغم من ذلك فهي لا تتقارب نحو أي تابع من [1,1 - ٥]‏ . لرؤية 
ذلك نعتبر تابعاً كيقياً مو من [ ٥4,‏ وتابعا ب متقطعاً يساوي 1- من أجل 
<٤‏ 13+ من أجل + >0. 
بفضل متراحة مينكوفمي التكاملية (القاغة أيضاً من أجل التوابع 
المستمرة بتقطع) » لديتا: 
+ (ينةع(م.ه - wea) = (f CD‏ - ميا | ) 


1/2 1 
(j, 6.0 - wD a)‏ + 
لا كان التابع م مستمراً فإن تكامل الطرف الأيسر يخالف الصفر. من جهة 


أخرى يتضح أن : 
57 





1 
lim | 0)ءه)‎ - w(DP ar = 0 


وبالتالي فإن التكامل : ).و - هايا | لا يمكن أن يؤول إلى الصفر 
عندما يؤول « إلى ه. 


تمرين . أثبت أن فضاء المتتاليات الحدودة المؤلفة من أعداد حقيقية (المثال 
و» 15) فضاء تام 


2. نظرية الكرات المتداخلة . 

ستعمل في التحليل بشكل واسع قضية تسمى نظرية الجالات المتداخلة . 
هناك نظرية ماثلة في الفضاءات المترية نسميها نظرية الكرات المتداخلة 
وهي : 


نظرية 1. لكي يكون فضاء متري ۸ تامأ يجب ويكفي أن تكون كل متتالية 
كرات مغلقة ومتداخلة (في ۸ وأتصاف أقطارها تؤول إلى الصفر) ذات 
تقاطع غير حال . 


البرهان . لتثبت لزوم الشرط . نقرض أن الفضاء ۸ تام ونعتبر في ۸ متتالية 
... و8 .8 من الكرات المغلقة والمتداخلة . ليكن ,+ نصف قطر الكرة 
Ba‏ وم مركرّها. أن متتالية المراكر [.*] متتالية كوشية لأن O(Xn: Xm) < Fn‏ 
من أجل n< m‏ و0هديم Û‏ مه ميدم. عا أن R‏ تام فإن الباية ,م« سنا 


N—+co 


موجوده . نصع 


x = lim Xx, 
لرؤية ذلك نلا حظ أن الكرة ,8 تحوي كل نقاط‎ . RENE عندئذ‎ 
. Bn النقاط 1 وک و , .د الي قد تكون غير محتواة قي‎ 38 {xa} المتتالية‎ 


وهكذا يتبين أن × تقطة ملاصقة لكل كرة 8 . ويا أن 8 جموعة مغلقة 
فإن ,8 e‏ × من أجل كل م. 
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لإثبات كفاية الشرط نعتبر في ۸ متتالية كوشية كيفية (.] وتبرهن على 
أنها متقارية . ل كانت المتتالية المعتبرة متتالية كوشية فإنه يمكن اختيار» من 
بين حدوددا د حط × تحقى : 1/2 > ,م« ,«)م من أجل كل ۸ > ۸ . 
نرمز ب .م المغلقة المتمركزة في .× والتي لما نصق قطر 1. نختار 
بعد ذلك 4 !ىا نقطة رمد بحيث «» > ,5 وود > (رء×..×)ج من أجل 
كل « ك ره . نرمز بر8 للكرة المغلقة المتمركرة في رم× والتي لما نصف قطر 
2 . بصفة عامة إذا كانت التقاط يىع ...توم ترم*(#0 <.. < وه < (nı‏ 
قد تم اختيارها فإننا نختار نقطة ,,ع,« بحيث ۽۸ < رربيه و: 


1 
(xn. Xnk+) < 2k +1 


من أجل كل « > ,,يمء ونحيط هذه النقطة بكرة مغلقة ,8 تصف 
قطرها ر . نواصل هذا الإنشاء فنحصل على متتالية كرات مغلقة ومتداخلة 
8 أنصاف أقننارها ر . ينص الفرض على أن لهذه الكرات نقطة 
مشتركة ؛ نرمز لما ب من الواضح أن هذه النقطة × تمثل خهاية المتتالية 
الجرئية [,.*). نير د إلى أنه إذا قيلت متتالية كوشية متتالية جزئية 
فتقازية فو كان نة التعالية الكيفية “عتفارية آرضا كو چ ولذا 


ستنطيع أن تنكتب ف د.ه الخالة : Xn‏ صلا د x‏ . انتهبى برهان النظرية . 


قارين. 1. برهن -:. أن تقاطع الكرات المغلقة والمتداخلة الواردة في 
النظرية السابقة يسا.. مموعة ذات نقطة واحدة . 


2. قطر جمو:.: 4. .ن فضاء متري هو ا العدد : 
y)‏ ,)و d(M) = sup‏ 
x.y 6 M‏ 
أثبت أن كل ٠.‏ مموعات (غير خالية) مغلقة ومتداخلة وقطرها 
يؤول إلى الصفر ٠‏ لى . عا غير خال إذا كان الفضاء المتري المعتير تاماً . 
3. أعط مثا لفه. -ء متري تام ولمتتالية في هذا الفضاء مؤلقة من 
كرات مغلقة وم :خا :تاطعها خال . 
4 برهن على .ن ل نضاء جزني من فضاء متري تام ۸ يكون تام إذا 
وفقط إذا كان مثذما + 
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3 نظرية بير (ممنء© . 
تلعب النظرية التالية دوراً أساسياً في نظرية الفضاءات المترية التامة . 


نظرية 2 (لبير) . لا يكن أن يكتب فضاء متري تام ۸ على شكل إتحاد 
قابل للعد لمجموعات إذا كانت كل مموعة من هذه الجموعات غير كثيفة في 
مكان . 


CE 
.1 في مكان من أجل كل «. لتكن ,ى كرة مغلقة تصف قطرها‎ 
0 و‎ 
ماد و عي ار عر ا او 50 بما‎ 
أن المجموعة ر« غير كثيفة في ,5 فإن الكرة ,ئ تحوي» لنفس السبيب» كرة‎ 
مغلقة رئ نصف قطرها أصغر من 1/3 يحيث 0 = ر۵4 ۸ رع » الخ. نحصل‎ 
بهذه الطريقة على متتالية كرات مغلقة ومتداخلة [,ء) أنصاف أقطارها‎ 
تؤول إلى الصفر وبحيث : © = ,8 ۸ .5 ذا امنا إلى النظرية :| بوجدا‎ 
يحوي نقطة × . يبين إنشاء هذه النقطة أنها لا تنتمى‎ û Sa أن التقاطع‎ 
لأية مجموعة ,08" وبالتالي 4 ا × أي أن كا + وهذا ناق‎ 
. القرض‎ 

بصفة خاصة نلاحظ أن كل فضاء متري تام بدون نقاط منعزلة فضاء 
قايل للعد. ذلك لأن كل نقطة في مثل هذا الفضاء جموعة غير كثيفة في 
مكان . 


4 تيم فضاء 
إذا كان ۸ فضاء مترياً غير تام فإنه يكن دوماً إدخاله (يطريقة 
وحيدة » طيقا لمفهوم معين) في فضاء تام . 


تعريف 2. ليكن ۸ فضاء متريا . نقول عن فضاء متري تام *۸ أنه متممة 
(أو تمة) القضاء ۸ إذا كان : 1 
1) ۸ فضاء جرئياً من *۸ 
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R 60‏ كششقاً اسا کن ق م آي : م = [IR]‏ 


[يرمز j‏ < بتضسمعة الخال إلى ملاصق الفضاء بير فق [R°‏ 8 


إن اك...٠ء‏ :® (مثال 2» 18) مثلاً يمثل متممة لجموعة الأعداد 
الناطقة (انرودة بنفس المسافة المعرفة على )R!‏ . 


نظرية 3. يقيل كل فضاء متري ۸ متممة » وهذه المتممة وحيدة بتقدير 
تطبيق أيزومتري يترك نقاط ۸ لا متغيرة . 


البرهان . نبدأ بالوحدانية . علينا أن تبين أنه إذا كان “8 و8 متممتين 
للفضاء ۸ يوجد تطبيق تقابلي ۾ من الفضاء *۸ على **۸ يحقق: 
1) × = «)ب مہما کان × 3 ۸ . 


© إذا كان **×مء*× و+#ترية+*ير فإن: **ر,**×)رم = (*بر,*«)رق 
حيث ترمز به للمسافة على *۸ وبع للمسافة على **م . 

ننثئ التطبيق م بالطريقة التالية . لتكن *× نقطة كيفية من *۸ . من 
تعريف المتممة توجد متتالية [.*] من نقاط ۸ متقاربة نحو *× .ثم إن نقاط 
(«×) تنتمى أيضاً إلى **۸ . لما كان **۸ تاماً فإن المتتالية إ.×) متقارية 
في **۸ نحو نقطة **× . من الواضح أن **× لا يتعلق باختيار المتتالية [.») 
المتقاربة نحو *×. نضع **× = (*«)م. إن ب تطبيق أيزومتري . 


لرؤية ذلك نلاحظ من الإنشاء أن × = «)بو من أجلى كل × ۸2 . 
من جهة أخرى» لتكن : 


R* ٤ {xa} + x* 
R+** ق‎ {xa} — x** 
R*- رج إو في‎ * 
R** ر ور{ في‎ ** 


عندئذٍ» لما كانت المسافة تابعاً مستمراً فإن: 
y*) = lim @1(Xa , Ja) = lim ©) Ya)‏ ,*x(ږe‏ 
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ول ال لدرنا + 


jim 82(Xn Ja) = lim O(Xn JY»)‏ = (**مر , **عد)وم 


وبالتالي : 
(**ر o(x**,‏ = (*ر, *) رم 


تبرهن الآن على وجود المتممة . إن الفكرة التي يعتمد علها هذا البرهان 
هى فكرة النظرية الكانتورية للأعداد الحقيقية . بل أن المسألة هنا أبسط من 
مثيلتها في نظرية الأعداد الحقيقية لأنه ينبغي علينا في إطار النظرية 
الأخيرة إعادة تعريف كل العمليات الحسابية على الكائنات الجديدة التي 
أدخلت وهي الأعداد غير التاطقة (الصاء) .' 


ليكن 8# فضاء مترياً كيفياً . نقول عن متتاليتي كوشي [,*ا وَ(,*]ا من 
# ہما متكافئتان (ونرمز لذلك ب: (م»] - إم×) إذا كان 


. lim ((Xn, Xx) = 0 


استعملنا آتفاً لفظ «التكافؤ» لأن العلاقة المعرفة إنعكاسية ومتناظرة 
ومتعدية . ومنه ينتج أن كل متتاليات كوشي التي يمكن تشكيلها بنقاط من 
القضاء ۸ تنقمم إلى صفوف متتاليات متكافئة . تنثئ الآن الفضاء *۸ . 
تقبل كنقاط في *۸ كل صفوف متتاليات كوشي المتكافئة ونعرف المسافة 
بينها بالطريقة التالية : 
ليكن *× و *ر صفين من الصفوف السابقة نختار في كل واحد منهما 
ممثلاً أي متتالية كوشية » نرمز لمذين الممثلين ب إم×) وَإمر) على التوالي. 
نصع 00 : 
C(Xn Yn)‏ سنا = e(x*, y*)‏ )3( 


تبرهن أن لتعريف هذه المساقة معنى» أي أن النهاية (3) موجودة ولا 
تتعلق ياختيار الممثلين {xa}‏ د x*‏ و .y* 2y}‏ 

() كيلا نزيد في تعقيد الكتابة نرمز لمسافة *۸ بنقس الرمز الذي يشير لمساقة القضاء الأول 
2 1 3 


92 


يما أن !ا وَإمبر) متتاليتان كوشيتان فإنه من المتراجحة : 


@ © (مبرررعهوا‎ - (xm .Ym)l 5 (xn, xm) + Yn, Ym) 
len. y„) - @(xw , ym) <€ 
. من أجل « و كبيرين بكفاية‎ 
وهكذا يتضح أن متتالية الأعداد الحقيقية (,«. ,)ع = ,5 تحقق شرط‎ 
. كوشي » وبالتالي فإن لما ههاية‎ 
إن هذه النباية لا تتعلق باختيار (,»ا د *× وَإوير) د *ر. ذلك أننا إذا‎ 
اعتبرنا (,*! و ×] في *× ]مير و[,ر) في +برء فإنه يتبين من خلال‎ 
وعدهوا‎ yn) - (xn, ya) = (xn. x) + ونع‎ ,«( 
: لما کان‎ 
la} - لمي‎ {xa} ~ نموم‎ 
: فإنه ينتج أن‎ 
lim @(xn, yn.) = صلا‎ (xn, Y2) 
. R* لنثيت الآن أن مسلات الفضاء المتري حققة ق‎ 
. تنتج المسلمة (1) مباشرة من تعريف المتتاليات الكوشية المتكافئة‎ 
. أما المسلمة (2) فهي بديهية‎ 
لنثبت أن المتراححة المثلثية محققة أيضاً. يا أن هذه المسلمة محققة في‎ 
: فإن‎ R الفضاء الأول‎ 
(,م2.م*)م‎ > O(Xn.Yn) + @(Yn.2n) 
: لنجعل « يؤول إلى .» نحصل عندئذٍ على‎ 
lim (,م2,مء<)م‎ > lim (مبزءى*)م‎ + lim ©(Yn, Zn) 
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e(x*.z*) ع‎ e(x*,y*) + e(y*.z*) 
لنثبت الآن بأنه يمكن اعتبار ۸ كقضاء جزني من القضاء *۸ . يوافق‎ 
كل نقطة  د ۸ صف المتتاليات الكوشية المتكافئة » وهى جموعة المتتاليات‎ 
المتقارية نحو النقطة × . تلاحظ أن هذا الصف غير خال لأنه يحوى المتتالية‎ 
: المستقرة المعرّقة يحدودها المساوية ليعر. من جهة أخرى » إذا كان‎ 
84 = lim Jn و‎ x =lim Xx, 


فإن : 


e(x, y) = lim (Xa. Ya.) 


وبالتالي إذا ألحقنا بكل نقطة × د ۸ الصف +« المؤلف من متتاليات 
كوشي المتقارية نحو ×» نحصل على تطبيق أيزومتري من ۸ في الفضاء *۸ . 


يمكننا في المستقيل عدم التفرقة بين القضاء ۸ وصورته في *۸ أي 
إعتبار 8 كقضاء جرنی من *۸ . 


نثبت الآن بان ۸ كثيف أا كان في *۸ . من أجل ذلك نعتير نقطة 
كيفية *× من *۸ وليكن ع > 0 عدداً حقيقياً كيفياً. تختار في * مثلا أي 


متتالية كوشية [.*). ليكن 8 عدداً بحيث ‏ > (2*..«)م من أجل كل 
م>لة ويه .N>‏ لدينا إذن : 


ع > Xa)‏ , م )م x۴) = lim‏ , معدلم » 


مهما كان م > N‏ » وهذا يعتي أن كل جوار للنقطة *× يحوي تقطة من ۸ . 
وبالتالي فإن ملاصق ۸ في *۸ يساوي *۸ يأكمله 


يبقى أن تثيت يأن R*‏ تام . تلاحظ أولاً يأن إنشاء *۸ يؤدي إلى أن كل 
متتالية كرشيةا: 


من نتقاط ۸ متقارية في *م8 تحو تقطة معيتة » وهذه النقطة هي على وجه 
التحديد النقطة *ير د *۸ المعرفة يفضل المتتالية ذاتها. من جهة 
أخرىء لما كان ۸ كثيفاً في *۸ فإن من أجل كل متتالية كوشية : 
,*و × من نتقاط *م# يكن إنشاء متتالية مكاقئة لما 
... ,×× من تقاط ۸ . يكقي أن نأخذ ,× مساوية لأية نقطة في ۸ 
اه .)ج - إن المتتالية المنشأة بهذه الطريقة متتالية كوشية في 
8 وهي متقارية » تعريقاًء نحو نقطة *× ۸*3 . وقي هذه الحالة تدرك أن 
المتتالية إ*4 متقارية أيضاً خو *× . اتنتهبى برهان النظرية . 


8. مبدأ التقليصات وتطبيقاته 
1. ميدأ التقليصات 


هناك العديد من المسائل المتعلقة يوجود ووحداتية حلول بعض أقاط 
المعادلات (المعادلات التفاضلية» مثلاً) التي يكن ردها لمسألة وجود 
ووحداتية نقطة ثايتة (أو صامدة) لتطبيق من القضاء المتري الموافق لحا في 
قفي فق .نين" القانس: اا الوجوة :ووكذاتية -تفظة اة كثل هذه 
التطييقات هتاك مقياسء وهو أبسطها واهمهاء يسمى ميدأ التقليصات. 


لیکن 8# فضاءً متريا . تقول عن تطبيق 4 من الفضاء ۸ في تقسه أنه 
تطبيق مقلص (أو تقليص) إذا وجد عدد » <1 بحيث تتحقق المتراحة 
التالية من أجل كل × وير في ۸: 


(1) @(4z, Ay) > a g(x, y) 
إن كل تطييق مقلص مستمر . ذلك أنه إذا كانت : × ج × فإن : 4 + معنم‎ 
)1( بقضل‎ 


تقول عن نقطة × أحها نقطة ثابتة للتطبيق 4 إذا كان × -«*4 » بعبارة 
أخرى فإن التقاط الثايتة هى حلول المعادلة × = ×4 
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نظرية 1. (مبدأ التقليصات) 


يقبل كل تقليص معدف على فضاء ماري تام R‏ تقطة ثأبتة » وهذه 


النقطة وحيدة . 


البرهان . لتكن م نقطة كيفية من ۸ . نضع: 


AXn -1 = A” xo‏ = ول و AX0, X2 = 4X1 = A2?xo,‏ = 0ف 


لنثبت أن [×) متتالية كوشية . من أجل ذلك نضع » لتوضيح البرهان » 


: لدينا‎ . 72 m 


O(Xn Xm) = 0) 47 Xo, 47 Xo) = 97” ٠ (Xo, Xm-n) كت‎ 


< axo, X1) + (X1, X2) + ... + O(Xm-n نر‎ Xm n)} 
= a" (xo, x) {1 + a + a2 + ... + am ~r ~1} 


a" 002 ×) Ta‏ كم 


يما أن » < 1 فإن كمية الطرف الأخير تؤول إلى الصفر لما م هبده. 
إن الفضاء ۸ تام وعليه فإن متتالية كوشي (م*] تقبل نهاية في ۸ . نضع : 


lim Xx, = x 


عندئذٍ يأتي من استمرار التطبيق 4 أن : 


Ax =lim x, =lim Ax, =lim ربو‎ = Xx 


N—-co N—+co n—¬+eoo 


3 


وهكذا أثبتنا وجود النقطة الثابتة . لنبرهن على وحدانية هذه النقطة . إذا 


كان : 

براددبرل و × Ax=‏ 
فإن المتراجة () تأخذ الشكل : 

(x,y) = a ox, y( 
.×x=ر أي أن‎ (x, y( = 0 : وبا أن »© <1ء يأتي‎ 
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قرين. أثبت من خلال مثال أن التطبيق 4 الذي يحقق الشرط 
(« عدم > (و4 دهم )م من أجل العناصر × وير يحيث برع برء يمكن ألا يقبل 
نقطة ثايتة . 


2. تطبيقات بسيطة لمبدأ التقليصات 

نستطيع تطبيق مبدأ التقليصات على برهان نظرية وجود ووحدانية الحل 
من أجل العديد من أفاط المعادلات. بالإضافة إلى وجود ووحدانية حل 
المعادلة × -ء«ه » يقدم ميدأ التقليصات طريقة علية لحساب هذا الحل 

تقريبياً (طريقة التقريبات المتوالية) . لنعالج بعض الأمثلة البسيطة . 

1. ليكن ير تابعاً معرفاً على القطعة [6.ه] ويحقق شرط ليبشيتز : 

f(x) ج‎ f(x) = Kx» س‎ x 

حيث × ثابت < 1. إن التطبيق f‏ تطبيق من [ط,ه] في [ط,ه]. ومنه 
فإن ۶ تقليص وبالاستناد إلى النظرية السابقة يتبين أن المتتالية: 
.- و31 )كر = Xo, X1 = f(Xo), X2‏ متقارية نحو الحل الوحيد للمعادلة («ار دع . 
بصفة خاصة » يكون ۶ تقليصاً إذا كان قابلاً للاشتقاق على الجال [ط ,ه] 
fol > K <15‏ 


يوضح الرسمان 9 و 10 تطور التقريبات المتوالية من أجل 1< 9)/ > 0 
ومن أجل 0 > يي > 1 - على التوالي . 


U 
6 - 
fa) | ر‎ 
6 ضير‎ 
f0) 2 
12 
a 4 





0 @ ,اد واولا ذ‎ 060 Xx 


الرمم 9 الرمم 10 
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لتكن الآن معادلة من الشكل 0 = )5 بحيث 0 > (7)0 03 < (ط)F۴‏ 
و > ۴ > K,‏ > 0 على [5,ه]. ندخل التابع : ١5)«(‏ - × د رار 
ونبحث عن حل للمعادلة («كر =× المكافئة ل0 - (»)۴ . لما كآن : 
f(x) =1 - F(x)‏ فإن ,21 - 1 > f(x)‏ ك AK»‏ - ¢1 
وعليه فن الممكن أن نختار ۸ بشكل يسمح بتطبيق طريقة التقريبات 
المتوالية . وهي طريقة جد منتشرة للبحث عن الجذور. 
2نعتبر تطبيقاً 4 من فضاء ذي « بعداً في نفسه » معطى بجملة المعادلات 


الخطية : 
Qij Xj + D; (i = 1,2, ...n)‏ ) = رورمل 
j =1‏ 
إذا كان 4 تقليصاًء ستطيع تطبيق طريقة التقريبات المتوالية لحل 
المعادلة جه .×x=‏ 


ما هي الشروط إذن التي تجعل التطبيق 4 تقليصا؟ إن الجواب عن هذا 
السؤال يتعلق باختيار المسافة . لنعالح الحالات الثلاث التالية : 


أ( الفضاء 87» أي أن : ار = بعر @(x, y) = max‏ ؛ 





3 dij(x} ¬ 3 - 
0 


@(y',y”) = max ly - الزير‎ = max 
7 0 


< max ار ےا‎ lx; 2-5 xj < max انها‎ max lx; - × 
i ۴ i ۴ j 


= (max ( |أنها‎ @)x',×“( 
: ومنه يأتي الشرط المطلوب‎ 


(2) J هكارها‎ <1 5 i=l, n 
j =1 
C(x, y) = lx; أي أن ار چ‎ eR? ب) الفضاء‎ 


i=1 
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0), y"( 5 ار - را‎ 3 ١١ ا( × - )وه‎ > 
i i j 
3 ١ ايها‎ x; - 31 = (max) la) (x, ×”) 
i 4 17 


ومنه يأتي الشرط المطلوب : 


(03) ١ lagl sa > 1, j=1,...,n 


ج( الفضاء »R"‏ أي أن 


تريس - (xı‏ 3 /- (مز ,)0 


1ع 
بالاستناد إلى متراححة كوشي - بونياكوفسكي لدينا: 
a7) 020" . <"'(‏ 3 0 کڪ / Qij(Xj — Xj‏ 2( ر ( ,02 
ز i j i‏ 
ومنه يأتي الشرط المطلوب : 


)4( J a هك‎ > 


له 


إذن » إذا تحقق واحد من الشروط”2 3(,)2) ,(4) فإنه توجد نقطة » وهذه 


النقطة وحيدة ؛ (,< .... ,د .*) بحيث : 
له 
Xj = Qij X; + 8‏ 
ادر 


(1) ينتج عن كل شرط من الشروط (2» (6»› (4 أن : 


612-416 2411-1 
7 م42 ... 2622-1 421 
0ع 


anl @n2 ang -1 
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أما التقريبات المتوالية لهذا الحل فهى من الشكل : 


(00 ع.ر يعر (x0,‏ = كير 
xD = (xD, xD, ..., x40)‏ 


(x, xb), ..., x, (0)‏ = لير 


1 
به + x;%—D‏ ريه 3 = x)‏ 
1= ر 


أما (®,×,... ,0,») - هبر فهو أية نقطة من 2. 


نرى إذن أن أي شرط من الشروط ©2)» (3)» (4) كاف ليكون التطبيق 
E‏ آنا بخصوص الشرط © فيمكن أن تبين بأنه أيضاً لازم 
ليكون التطبيق ×4 در تقليصاً (بمفهوم المسافة ()). 


ليس هناك شرط لازم » من بين الشروط 2)» (3)» (4)» لتطبيق طريقة 
التقريبات المتوالية . 

إذا كان ل > ارما فإن الشروط الثلائة محققة ويمكن تطبيق طريقة 
التقريبات المتوالية في هذه الحالة. 


إذا كان ل < اررها فإن الشروط الثلاثة غير حققة . 
3. نظريات الوجود والوحدانية للمعادلات التفاضلية . 


عالجنا في الفقرة السابقة ا د سكي 

0 ذي بعد واحد وفي فضاء ذي « بعدا. إلا أن آم التطبيقات لهذا 

في التحليل تظهر في حالة الفضاءات 5 ذات البعد غير المنتمي . 

نوضح افيا يلي كيف يكن البرهان على نظرية الوجود والوحدانية لحل من 

أجل بعض أفاط المعادلات التفاضلية والمعادلات التكاملية وذلك تطبيقاً لهذا 
المبدأ. . 


م 
نا 


1. مسألة كوشى . لتكن المعادلة التفاضلية التالية : 
١د‏ . 0 
ذات الشرط الابتدای : 
y)xo) = yo‏ )6( 
(م«.«×)» ويحقق في هذه الساحة شرط ليبشيتز بالنسبة ل ر: 
ار = روا > روبز ,)۴ - 7ں f(x,‏ 
لنثبت في هذه الحالة وجود حل وحيد (×)م = ر للمعادلة (5) معرّف 


على قطعة مستقم 4 > و -*ا ويحقق الشرط الإبتدائي (6) (نظرية بيكار 
(Picard)‏ : 


نلاحظ أن المعادلة (5) مع الشرط الإبتدائي () تكا المعادلة 
التكاملية : 
yo + | 0001١‏ = وان 0 
0* 
بفضل استمرار ؟ لدينا: × > أ(ر,×)/| في ساحة '6 دي تحوي النقطة 
(مر,ه×). نختار 4 > 0 بحيث يكون الشرطان التاليان محققين : 
1) («») 5 © إذا کان ھک اود -×ا و0 > لمر برا 
Md <1 (2‏ 
نرمز ب C*‏ لفضاء التوابع المستمرة ٩‏ المعرفة على قطعة المستقيم 
4 > امد - ا والمحققة ل ×١4‏ > وبر - («)واء مع العم أن هذا الفضاء مزود 
بالمسافة : 
(x)‏ — («عرها max‏ = )92 ررو)ع 
إن الفضاء *© تام «ذلك لأنه فضاء جزني مغلق من الفضاء التام 


1+ 


fe 


المؤلف من التوابع المستمرة على [4 + و«د,ك - م«]. نعتبر التطبيق 40 = بن 


Y(x) = yo + f(t, 0(0) dt 
حيث نعتبر 4 > أرد -«ا. إنه تطبيق من الفضاء التام *© في نفسه‎ 
ويمثل تقليصاً في هذا الفضاء . لرؤية ذلك نعتبر م د *© » 4 > ارد - >ا.‎ 
ve = كاي 1= اير‎ 0() arl = Ka 
: من جهة أخرى‎ . 4)٥ وبالتالي + ح‎ 


OEE | fC, )ره‎ - f(t, ضايع‎ dt < 
×0 


(< )يبي - («)رما Md max‏ > 
لما كان 1 > 844 فإن 4 تقليص . 


ينتج من ذلك أن المعادلة ب4 - م (أي المعادلة ()) تقبل في الفضاء 
+ حلا وأن هذا الحل الوحيد. 


2. مسألة كوشي جملة معادلات . لتكن جملة االمعادلات التفاضلية التالية : 
Q(x) = f(x, i0), ., Pn(x)),i = 1,2, ..., n‏ )8( 
ذات الشروط الإبتدائية : 
QPi(xo) = Joi , i=l1,2..,n‏ )9( 
حيث ,ر توابع معرّفة ومستمرة في ساحة © من الفضاء 80+1١‏ تحوي 


: وتحقق شرط ليشيتر‎ ¢ (X0; J01: J02, <. Yon) النقطة‎ 


| ر 0را f(x,y, ..,y,2) | > M max‏ — (00) نز ,.. ,ريق رد ورا 


5 ك: ك1 


102 


لنبرهن على وجود حل في الجال المغلق 4 > امد -+*ا (وعلى وحدانيته) 
للمسألة الابتدائية © و (و)» أي أننا نبرهن على وجود جملة وحيدة مؤلفة 
من توابع رم تحقق المعادلات (8) والشروط الابتدائية (9). 


نلاحظ أن الجملة (8) مع الشروط الإبتدائية (9) تكائ جملة المعادلات 


التكاملية : 
Pn()) dt, i = 1,2, ...,n‏ .)رم fib‏ 8 + روبز = Q(x)‏ )10( 
من استمرار التوابع رر ستنتج أنها محدودة في ساحة '6 ده تحوي 
النقطة (مر.... ,ور ,م»)ء أي أنه يوجد ثابت × بحيث: 
K‏ ك fix, Y1, yn)‏ 


نختار 4 > 0 بحيث يتحقق الشرطان : 


1( “© € (برر.... ,ر )e‏ إذا کان : Kd 3 |lx— xol = d‏ > اروس س زرا من 


أجل «.... ,1,2 =1 . 


Md <1 (2‏ 
نعتبر الفضاء *© المؤلف من الممل (,م ,.. ,,م) = م ذات « تابعا معرقاً 
مستمراً من أجل 84>« -+*ا ويحيث: 4ك > ازور - (*«)ره|. نعرف 

مسافة على بك بالدستور : 

ادارب - )رما Wy) = max‏ ,0(9 
إن الفضاء *© تام . ا أن التطبيق م4 - ب المعطى بجملة العلاقات : 
Joi + !ْ fits PIC, n(9) dt‏ = (<) نبا 
x0‏ 
تطبيق مقلص من الفضاء التام *© في نفسهء ذلك أن : 
yı (x) — w(x) = lf (1, 91D), ..., pn (E) —‏ 
0* 


fit 0ر4 وهم و(0)4 مو‎ 2) dt 
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وبالتالي.: 
)2(0 ;ڦ - wy; (x) > Md max lp; (x)‏ - كربا max‏ 

ؤمنه نرى بأن التطبيق 4 تقليص لأن 1 > 864 . وهكذا ينتج أن المعادلة 
المؤثرية +4 = م تقبل في الفضاء *© حلاً وأن هذا الحل وحيد. 
4. تطبيق مبدأ التقليصات على المعادلات التكاملية 
1. معادلات فريدوم (سامطةه). نستخدم الآن مبدأ التقليصات لإثبات 
وجود ووحدانية حل معادلة تكاملية خطية غير متجاسة لفريدولم من النوع 
الثاني » وهي المعادلة ذات الشكل : 

b 
01 f =1 K(x) )م + بره زر‎ 

حيث × (المسمى نواة) وم تابعان معينان وَيم هو التابع المطلوب 
إيجاده وة وسيط كيفي . 

سنرى أن طريقة التقليصات لا تقبل التطبيق إلا في الحالات التي تكون 
فيها قم الوسيط ۸ صغيرة بكفاية . 

نفرض أن (ر .»)۸ و )ب ن من أجل 5 >« كه و كركه» 


وبالتالي فأن 84 > ا(ر,»)»|. نعتبر التطبيق 4۴ - هج من الفضاء التام [ط ,ه] 
© في نفسه المعرّف بالدستور : 


b 
8)) = | K(x, y) f(y) dy + q(x) 

لدينا : 

ا( )رگ ¬ almax fı)‏ -م|ية لذا > | داوع = )82 ,0)81 

وبالتالي فإن التطبيق 4 تقليص من أجل رمج > ا.ذا. 

0 مبدأ الح م معادلة 5 قل 0 
لهذا لحل ل fo es‏ زف من الشكل : 
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b 5‏ 
)ب + fn(x) = 3 K(x, y) fn -ı(y) dy‏ 
حيث يمكن أن نأخذ x(‏ )ور اوا لأي تابع مستمر . 
2 المعادلات التكاملية غير الخطية . نستطيع تطبيق مبدأ التقليصات أيضاً 
- على المعادلات التكاملية غير الخطية من الفط ٠‏ 
b‏ 
)م + =a K(x. f0) dy‏ ضار )12( 

حيث × و م تابعان مستمران » وبالإضافة إلى ذلك نفرض أن النواة K۸‏ 

تحقق شرط ليبشيتز بالنسبة لمتغيره «التابعي» : 
او “نت M lz,‏ - | )د2 y,‏ ,)لظ — )2 و 1200 

نلاحظ في هذه الحالة أن لدينا المتراحة التالية من أجل التطبيق 4f‏ = ع 

من الفضاء التام Cla, b]‏ ف نفسه » المعرّف بالدستور : 
b‏ 
)م + K(x.) ay‏ 17 - ومع (013 
آ(x‏ )ا س M (b— a) max f1)‏ اذا > (#دادع - («)رع ا max‏ 

حيث ص - ع٠‏ يه - رع . إذن فإن التطبيق 4 تقليص من أجل 
.lal > Mb — a)‏ 
3. معادلات فولتيرا («+«عغذه7). نعتبر أخيراً معادلة فولتيرا التكاملية : 

(14 سار‎ =1] [Kw] ay + وه‎ 

تلاحظ هنا الفرق بين هذه المعادلة ومعادلة فريدول » وهو أن التكامل في 

معادلة فولتيرا له حد أعلى يساوي المتغير × . نستطيع » من الناحية الشكلية › 


اعتبار هذه المعادلة كحالة خاصة من معادلة فريدوم وذلك بعديد التابع ۸ 

طبقاً للمساواة: 0 = (ر.»)م من أجل ر>×. 
وعلى الرغم من ذلك فقد سبق أن رأينا فيا يخص معادلة فريدوم 
التكاملية أننا إضطررنا إلى أخذ قم ل ۸ صغيرة بكفاية ؛ أما في حالة معادلة 
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فولتيرا فإن مبدأ التقليصات (وطريقة التقريبات المتوالية) تقبل التطبيق 
من أجل كل قم ۸. وعلى وجه التحديد نقول أن الأمر يتعلق بالتعميم التالي 


ليكن 4 تطبيقاً مستمراً من فضاء تام ۸ في نفسه. نفرض أن المؤثر 
“4م -8 تقليص ؛ عندئذٍ تقبل المعادلة : 
4x = ×‏ 
حلا وهذا الحل الوحيد. 
لرؤية ذلك نفرض أن × نقطة ثابتة للتطبيق 8 » أي أن × = ×8 . لدينا : 


Ax= ABkx = 8* AX = B*x)y—¬+x (k— )م‎ 


ذلك لأن تقلص التطبيق 8 يجعل المتتالية : ... ,»×82 ,م8 متقاربة من 
أجل كل م د ۸ نحو النقطة الثابتة × للتطبيق 8 . وبالتالي فإن : 
x‏ ح Ax‏ 
إن النقطة الثابتة هذه وحيدة لأن كل نقطة ثابتة للتطبيق 4 ثابتة أيضا 
للتطبيق المقلص 45 الذي لا يكن أن يقبل أكثر من نقطة ثابتة . 
لنثبت الآن أنه توجد قوة للتطبيق : 
Af(*) = ( ١ K(x, y) f) dy + q(x)‏ 
تقتع بخاصية التقلص . ليكن ١‏ و د تابعين مستمرين على القطعة [ط ,ه]. 
عندئذٍ : 
< إدة )£4 = K(x (f)‏ | نذا = a) af)‏ 
AIM — a) max |fı(x) — f(x)‏ > 
M = max K(x, y)|‏ 
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ومنه نستنتج أن : 


اضر - ور اعم كلك جك صو مراك امعورتم - ۱42۶9 
وبشكل أعم : 
n 2‏ ما < بر الفح مير اا > ایم ع4 - 469ا 


حيث ا(× )رگ - (×)ر/| max‏ = بم . 


من أجل كل قيمة ل2» يكن إختيار العدد « كبيراً بكفاية لنحصل 
على : 


ست يقد 14 
n:‏ 


عندئذٍ يكون التطبيق 4 تقليصاً. وبالتالي تقبل معادلة فولتيرا (14) 
حلاً» وهذا الحل وحيد» من أجل كل قي 1. 


8. الفضاءات الطوبولوجية 
1. تعريف وأمثلة للفضاءات الطوبولوجية 


أدخلت المفاهي الأساسية لنظرية الفضاءات المترية (نقطة ترام » نقطة 
ملاصقة » ملاصق جموعة» الخ) بواسطة مفهوم الجوار أو بواسطة مفهوم 
المجموعة المفتوحة وها مفهومان متشابهان. وكنا عرّفنا هذين المفهومين 
(الجوار والمجموعة المفتوحة) بواسطة المسافة المعطاة فى الفضاء المعتبر. 
لكنه بالإمكان إتباع طريقة أخرى: نتخلى عن إدخال أية مسافة على 
المجموعة المعتبرة ۸ ونعرّف في هذه الجموعة المجموعات المفتوحة مباشرة 
بواسطة مسلات. تؤدي هذه الطريقة» التي نجد فها حرية أكثر من 
السابق» إلى مفهوم الفضاء الطوبولوجي الذي يعتبر الفضاء المتري حالة 
خاصة منهء وهذا على الرغم من الأهية البالغة التي يمتاز بها الفضاء 

المتري . 
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تعريف . لتكن × مجموعة كيفية » نسميها حاملاً . نسمي طوبولوجيا ل كل 
جماعة + من المجموعات الجزئية © د× تحقق الشرطين التاليين : 

1. المجموعة × نفسها والمجموعة © تنتميان إلى >. 

2 كل إتحاد ,© ن (منته أو غير منته) وکل تقاطع منته ۽6 6 من 

a‏ ادع 

جموعات من ٠١‏ ينتميان إلى .٦‏ 

تسمى المجموعة ‏ المزودة بطوبولوجيا معطاة + (أي الثنائية (»,ج)) 
فضاء طوبولوجيا . 

نقول عن الجموعات المنتمية إلى الجماعة + أنها مفتوحة . 

کا أن الفضاء المتري مؤلف من جموعة نقاط («الحامل») ومن مسافة 
معرّفة على هذه المجموعة » فإن الفضاء الطوبولوجي مؤلف كذلك من جموعة 
نقاط وطوبولوجيا معرّفة على هذه المجموعة. إذن فإن تعيين فضاء 
طوبولوجي يتم بتعيين جموعة × وبتعيين طوبولوجيا + في هذه المجموعة» أي 
بتعيين المجموعات الجزئية من × المعتبرة مفتوحة. 

من الواضح أنه يمكن تعريف طوبولوجيات مختلفة على نفس المجموعة 
بحيث تستطيع هذه الجموعة أن تكون حاملاً للعديد من الفضاءات 
الطوبولوجية . ورغم ذلك سنرمز لفضاء طوبولوجي أي لثنائية من الشكل 
(2,) بحرف واحد مثلاً ب7 . وسنسمي عناصر فضاء طوبولوجي نقاطاً . 
الطوبولوجي 7 . ينتج من المسلمتين (1) و (2) بفضل علاقتي الثنوية (18» 
الفصل 1) » أن : 


1. المجموعة الخالية © والفضاء 7 بأكمله مجموعتان مغلقتان . 


2< كل تقاطع (منته أو غير منته) وكل إتحاد منته لمجموعات مغلقة 
جموعات مغلقة . 

نعتمد على هذه التعاريف لندخل بصفة طبيعية في كل فضاء طوبولوجي 
مفاهم النقطة الملاصقة والملاصق لجموعة» الخ. وعلى وجه التحديد: 
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سمي جوارا 0 لنقطة × 73 كل جموعة مفتوحة © د٣‏ تحوي النقطة 
×» ونقول عن نقطة ‏ 73 أنها نقطة ملاصقة لمجموعة ا د١‏ إذا كان كل 
جوار ل يحوي على الأقل نقطة من 86 ؛ ونقول عن +« إنها نقطة تراك 
للمجموعة 84 إذا كان كل جوار لع يحوي على الأقل نقطة من 4 تخالف 
»د. تسمى مموعة التقاط الملاصقة للمجموعة 6ه ملاصق 4ه ونرمز لما 
ي [8]. تبرهن بسهولة (ونترك ذلك للقارئ) على أن المجموعات المغلقة 
(المعتبرة» طبقاً للتعريف أعلاه» كنتممات للمجموعات المفتوحة) هى 
امجموعات الوحيدة التي تحقق الشرط 4 = 84). تلاحظ ا هو الحال في 
الفضاءات المترية أن [۸] هي أصغر جموعة مغلقة تحوي 6 . 

إن تعريف الجموعات البوريلية » الوارد في آخر الفقرة الرابعة من (18» 
القصل الثاني) والخاص بالفضاءات المترية يشمل الفضاءات الطوبولوجية 
بدون إجراء أي تغيير عليه . 


رين . أثبت أن علية الملاصقة [84] بواسطة الطوبولوجية تمتع بالخاصيات 
من 1) إلى ) الواردة في النظرية 1 من 28. 


أمثلة . 1. يتضح من النظرية 3 28 أن المجموعات المفتوحة لكل فضاء متري 
تحقق المسلمتين (1) و 2) الواردتين في تعريف فضاء طوبولوجي . وبالتالي 
فإن كل فضاء متري فضاء طوبولوجي . 


2< لتكن ۲ جموعة كيفية. نعتبر كل جموعاتها الجزئية كمجموعات 
مفتوحة . من الواضح أن المسلمتين (1) و 2) محققتان؛ إذن» نحصل بالفعل 
على فضاء طويولوجي . نلاحظ أن كل الجموعات الجزئية في هذا الفضاء 
جموعات مفتوحة ومغلقة في أن واحد. وبالتالي فإن كلا منها مساوية 
للاصقها. يعتير القضاء المتري الوارد في المثال 1ء 15 مثلاً لمذه 
الطوبولوجيا التافهة . 


3 تحصل على حالة متطرفة أخرى» بأن نعتبر على جموعة كيفية × 


() هناك من يعرف جوار نقطة × على أنه جموعة تحوى جموعة مفتوحة تنتمي الها ×. 
(المترجم) . 
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الطوبولوجيا المؤلفة من × وص لاغير. يكون ملاصق أية جموعة غير 
خالية » في هذه الحالة» مساويا إل × بأكمله . يكن أن نسمى هذا الفضاء 


4 لتكن 7 جموعة مؤلفة من نقطتين ۾ و8 . نعتبر الطوبولوجيا المؤلفة 
من الجموعة 7 والجموعة الخالية والمجموعة المكونة من النقطة 8. إن 
المسلمتين (1) و (2) محققتان . إن المجموعات المغلقة فى هذا الفضاء (المسمى 
عادة ثنائية نقطتين مترابطة) هي : 7 والجموعة الخالية والمجموعة المكونة من 
النقظة ع "اسيل أن ملاصق الجموعة الوخيدة الجن اة هو 5 بال 


تمرين . شيد كل الطوبولوجيات الممكنة لمجموعة × مؤلفة من نقطتين» ثلاث 
نقاط » أربع نقاط » خمس نقاط . 


نعتبر طو بولوجيتين 5 123 معرفتين على نفس الحامل X‏ (نخصل عندئذٍ 
على فضاءين طوبولوجيين (>,×) = 7 7,,(23)-32). نقول أن 
الطوبولوجيا ,+ أقوى (أو أدق) من الطوبولوجيا ر إذا كانت جماعة 
المجموعات «+ محتواة في ,ج . نقول أيضاً في هذه الحالة أن الطوبولوجيا :> 


ندخل بصفة طبيعية على جموعة كافة الطوبولوجيات الممكنة في جموعة 
× علاقة ترتيب جزني (تكون الطوبولوجيا رح سابقة ل إذا كانت يه 
أضعف من ,) . يوجد في جموعة الطوبولوجيات هذه عنصر أعظمي 0 
يمثل الطوبولوجيا التي تحوي كل الجموعات الجزئية من ×+ (المثال 2) » 
يوجد عنصر أصغري ذه امجموعة وهو يمثل الطوبولوجيا التي تحوي × وص 
لاغير (المثال 3) . 


اة کل تقاطع .+ 0 = + لطوبولوجيات ل × طوبولوجيا ل ×» 
والطوبولوجيا + أضعف من كل الطوبولوجيات ٠‏ . 
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البرهان . من الواضح أن .> 0 تحوي × و ® . من جهة أخرى ؛ لما كان كل 
إتحاد لعناصر من .> عنصراً من .2 وكل تقاطع منته لعناصر من »» عنصراً 
من ,+ فإن الأمر كذلك فيا يخص > = ۾ 6. 


نتيجة . لتكن 8 جماعة كيفية من أجزاء ‏ ؛ توجد عندئذٍ طوبولوجيا 


توجد بالفعل طوبولوجيات تحوي ۾ (مثل تلك التي تحوي كل 
وات احرف :3 دی إن کا كي هذ اروت سان 
الطوبولوجيا المطلوبة ٠‏ نقول عن هذه الطوبولوجيا أنها أصغرية ومولدة عن 
اجماعة 8 ونرمز طا ب: (1)8. 


لتكن × جموعة كيفية و4 مموعة جزئية من × . سمى أثر الجماعة 8 
على الجموعة الجرئية 4 الجماعة ,8 المؤلفة من أجزاء ‏ من الشكل 8 246 
حيث 8 3 8. من السبل أن نرى بأن الأثر (على 4) للطوبولوجيا + 
(المعرّفة على ) طوبولوجيا ,+ ل4. وهكذا يتضح أن كل جموعة 
00 4 من فضاء طوبولوجي هي نفسها فضاء طوبولوجي . يسمى 

ء الطوبولوجي (>,.4) فضاءً جزئياً من الفضاء الطو بولوجي الأول 
(X, 7)‏ . كا يتضح أنه يكن أن تولد طوبولوجيتان مختلفتان ,> و ر> ل نفس 
الطوبولوجيا ل 4 د× . تسمى الطوبولوجيا ,+ الطوبولوجيا المقتصرة من > 
على 4 . 


3 جمل الجوارات الأساسية . الأساس. مسلات قابلية العد 


كنا رأينا بأن تعريف طوبولوجيا على جموعة كيفية يعني تعيين جماعة 
المجموعات المفتوحة في هذه المجموعة . لكن من الملاحظ في المسائل الملموسة 
أنه يستحسن عادة تعيين جزء فقط من الطوبولوجيا؛ لمزيد من التوضيح 
نقول أنه يستحسن تعيين جماعة مموعات مفتوحة تسمح بتعيين كافة 
المجموعات المفتوحة للطوبولوجيا وذلك بطريقة وحيدة. فقي الفضاءات 
المترية مثلاً كنا أدخلنا في البداية مفهوم الكرة (اله- جوار) ثم عرفنا 
امجموعات المفتوحة كمجموعات تحوي مع كل نقطة م - جوارا هذه النقطة . 
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بعبارة أخرى تكون جموعة في فضاء متري مفتوحة إذا وفقط إذا كانت 
مساوية لاتحاد (منته أو غير منته) كرات مفتوحة. بصفة خاصة تكون 
جموعة من المستقيم العددي مفتوحة إذا وفقط إذا كانت تساوي اتحاد 
مجالات . تقودنا هذه الإعتبارات إلى المفهوم المام لأساس فضاء 
طوبولوجي . 


تعريف . تسمى جماعة © من المجموعات المفتوحة أساساً لفضاء طوبولوجي 
7 إذا كانت كل جموعة مفتوحة من 7 مساوية لإتحاد (منته أو غير منته) 
مجمؤعات من 4 . 


وهكذا ترى مثلاً أن جموعة الكرات المفتوحة (ذات مراكر وانصاف 
أقطار كيفية) في فضاء متري أساس لهذا الفضاء. يصفة خاصة تثل 
جموعة كافة الجالات المفتوحة أساساً للمستقيم العددي . نحصل أيضاً على 
أساس للمستقم العددي باعتبار الجالات المفتوحة ذات الأطراف الناطقة » 
لأن كل محال (وبالتالي كل جموعة مفتوحة من المستقيم العددي) يكتب على 
شكل إتحاد لجالات مفتوحة من النوع المذكور. 

ستطيع إذن تعريف طوبولوجيا + لفضاء ”7 بتعيين أساس © لذا 
الفضاء » تصبح الطوبولوجيا > مساوية جماعة الجموعات التي يمكن تمثيلها 
على شكل إتحادات مموعات من ©. 

إن كل أساس ي لفضاء طوبولوجي 8,2) = 7 عقتع بالخاصيتين 
التاليتين : 

1) كل نقطة × د × تنتمي حهاً إلى جموعة © 9523. 

© إذا اتقى × إلى تقاطع جموعتين ,6 و62 من © فإنه توجد جموعة و6 
من © تحقق : 

n G2‏ 6 © و6 ع 

ذلك أن الخاصية (1) تعني فقط بأن الجموعة ×» يصفتها مموعة 
مفتوحة» ممثلة باتحاد جموعات من ©» أما الخاصية (2) فهي تاتجة من أن 
ر6 0 ,© جموعة مفتوحة وعليه فهي مثلة باتحاد جموعات الأساس #. 
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يخصوص القضية العكسية » نعتير مجموعة × كيفية وع جماعة آجزاء من 
× تقتع بالخاصيتين (1) و 2) . عندئذٍ نلاحظ أن جماعة المجموعات التي يكن 
نثيلها على شكل اتحادات لمجموعات من © طوبولوجيا على × (أي أنها 

تحقق المسلمتين (1) (2) من القضاء الطوبولوجي) . 

لرؤية ذلك نعتبر الجماعة (©* التي تحوي الجموعات الجزئية من × التي 
يكن وضعها على شكل إتحادات لجموعات من ©. حينئذٍ ينتج أن الجموعة 
الخالية © والجموعة × بأكملها وكل اتحاد جموعات من (ي)» تنتمي إلى (©) . 
لنثيت أن كل تقاطع منته لمجموعات من (©» ينتمي إلى (©*. يكفي أن 
تتأكد من ذلك من أجل تقاطع جموعتين . لتكن : 


20 a 


40 B= U (GN GD 

كن 
بالاستناد إلى الخاصية 2) يأتي أن وي 6.۸ تنتمي إلى (©). ومنه: 
AN BE *©(‏ . 


وبذلك نحصل على النتيجة التالية : 


نظرية 2. لكي تكون جماعة © من الأجزاء © لجموعة × أساماً لطويولوجيا 
ل يلزم ويكفي أن تقتع ي بالخاصيتين (1) و (). 

لتكن الآن > طوبولوجيا معينة من الفضاء 7 . تعتير في 7 جماعة © 
مؤلفة من جموعات مفتوحة تحقق الخاصيتين 1) 203). تتخذ © أساساء 
نحصل عندئذٍ على طوبولوجيا (©)> ل7 مساوية للطويولوجيا الأول > أو 
أضعف متها. بودنا الآن أن تجد الشروط التي تجعل الماعة © تولد بالضبط 
الطويولوجيا المعطاة ع . 


نظرية 3. لكي تكون جماعة جموعات مفتوحة ع <> أساساً لطوبولوجيا > 
يلزم ويكفي أن تتحمق الخاصية : 
(1) يكن اعتيارها كاتحاد جماعة خالية من جموعات الماعة ©. 
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وال ل محر مر ور جل جز الو و 
,30 نحيث 6 G, C‏ 6 ¥ 
البرهان . إذا كانت الخاصية (3) حققة فإن كل جموعة مفتوحة © تكتب على 
الشكل : 8 ين 

xeG 

وهذا يعني أن 3 أسامن للطوبولوجيا tT‏ والعكس بالعكس » إذا کان 
انا الطوبولوجيا > فإن كل مموعة © 73 ساوي إتحاد جموعات من +» 
وعندئذٍ من أجل كل × 3 6 توجد جموعة ,6 دع بحيث © © ,6 € + . 


تمرين. ليكن ,© و رق أساسين لطوبولوجيتين ,> 23+ على التوالي في جموعة 
× (أي أن ,ق ور جماعتان تحققان الشرطين (1) و 2) الواردين أعلاه) . 
برهن على أن وه ح ,+ إذا وفقط إذا كان من أجل كل © 93 وكل نقطة 
»× 3 ,6 » توجد جموعة ر6 5 رق بحيث 7 © © 01 € × . 

نبرهن سهولة بواسطة النظرية 3 على أن جموعة الكرات المفتوحة في 
فضاء متري أساس لطوبولوجيته . وكذلك الشأن فيا يخص جموعة 
الكرات التي ها نصف قطر ناطق . نحصل على أساس في المستقيم العددي 
مثلاً إذا إعتبرنا جموعة الجالات المفتوحة الناطقة (أى ذات الأطراف 
الناطقة) . 1 

هناك صنف هام من الفضاءات المترية تكونه الفضاءات ذات الأساس 
القابل للعدء أي الفضاءات التي تحوي على الأقل أساساً يتألف من عدد 
ننه أو تعن سبعه. وقائل للع عن الجمرعاتك . شي التضناءات» ذات 
الأساس القابل للعد الفضاءات الحققة لمسلمة قابلية العد الثانية . 

إذا قبل فضاء طبوبولوجي 7 أساسا قابلاً للعد فإنه توجد جموعة قابلة 
للعد كثيفة أعخا كان في ء أي مموعة قابلة للعد ملاصقها يساوي 7 ٠‏ لرؤية 
ذلك نرمز ب(, 6)] لمثل هذا الأساس. نختار في كل عنصر من عناصره 
نقطة كيفية ,× . إن المجموعة [,+*) = × كثيفة أيغا كان في 7 » لأن عدم 
تحقيق ذلك يجعل الجموعة المفتوحة غير الخالية 20 - © لاتنتمي إليها 
أية تقطة من × » وهذا مستحيل نظراً لكون © إتحاداً لمجموعات من الماعة 
xn 3 {Gn}‏ 5 ,6 . 


114 


نقول عن فضاء طوبولوجي يحوي جموعة قابلة للعد وكثيفة أا كان أنه 
فضاء قابل للفصل» ۴ هو الشأن بالنسبة للفضاءات المترية . 


بخصوص الفضاءات المترية لدينا أيضاً النظرية العكسية للنظرية التي 
برهنا عليها آنفاً . 

إذا كان فضاء متري ۸ قابلاً للفصل فإن له أساساً قابلاً للعد. لرؤية 
ذلك نقول" أن لهد الأساس. حو :مغ «جوعة الات القتوسة 
(/1 ,,*«)8 حيث [,ء! مجموعة قابلة للعد كثيفة أيغا كان » أما م وَ ” فهما 
عددان كيفيان ومستقلان في جموعة الأعداد الطبيعية . لدينا إذن النظرية 
التالية : 


نظرية 4. يكون فضاء متري ۸ قابلاً لأساس قابل للعد إذا وفقط إذا كان 
قابلاً للفصل . 

بفضل هذه النظرية نرى أن الفضاءات المترية القابلة للفصل أمثلة 
للفضاءات المترية الحققة لسلمة قابلية العد الثانية . ليس للفضاء غير 
القابل للفصل المؤلف من المتتاليات الحدودة (راجع المثال 9» 18) أساس 
قابل للعد. 


ملاحظة. إن النظرية 4 ليست» عوماً؛ محققة من أجل الفضاءات 
الطوبولوجية الكيفية (غير المترية) : يمكن تقديم أمثلة لفضاءات قابلة 
للفصل يدون أساس قابل للعد. لنفسر هذه الظاهرة ‏ توجد فى قضاء متري 
8 » من أجل كل نقطة × » جموعة قابلة للعد 1 من الجوارات (مثلاً » مجموعة 
الكرات المفتوحة (/8)*,1) تقتع بالخاصية التالية : من أجل كل جموعة 
ختوحة © شو ات و يوعد ف ل جار لد تو في ۵ ق 


إذا كانت النقطة × من فضاء طوبولوجي 7 تقبل جملة جوارات 
أسامية تقول ع فد النقطة لها عمق اة الت الأول 0 ذلك 


من أجل كل نقطة من الفضاء 7 » تقول عن هذا الفضاء أنه يحقق مسلمة 
قابلية العد الأول . 
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إن كل فضاء متري » حتى ولو كان غير قابل للفصل » يحقق حت مسلمة 
قابلية العد الأولى . أما في فضاء طوبولوجي كيقي (حتى ولو كان قابلاً للعد) 
فإن المسلمة الأولى لقابلية العد ليست محققة في جميع الحالات . ولذلك نرى 
أن الإستدلالات التى سمحت لتا بالقول» فى حالة الفضاءات المترية» أن 
وجود جموعة قابلة للعد وكثيفة أا كان يستلزم وجود أساس قابل للعدء لا 
تقوم في حالة فضاء طوبولوجي كيفي . بالإضافة إلى ذلك تى لو كان 
فضاء طوبولوجي قابلاً للفصل ويحقق مسلمة قابلية العد الأولى فقد يخلو 
هذا القضاء من كل أساس قايل للعد. 

نقول عن جماعة الجموعات .384] أنها تغطية لمجموعة × إذا كان 
× = .8 لا. تقول عن تغطية فضاء طوبولوجي 7 مؤلفة من مموعات 
مفتوحة (مغلقة » على التوالي) أنها تغطية مفتوحة (مغلقة» على التوالي) . 
إذا كان جزء إنى»ة] من التغطية إ4] يمثل تغطية للفضاء 7 نقول أن [:م4ة) 
تغطية جرئية ل841]. 1 


نظرية 5. إذا كان 7 فضاءً طوبولوجياً له أساس قابل للعدء فإنه يكن 
إستخراج تغطية جزئية منتهية أو قابلة للعد من كل تغطية مفتوحة ل3 . 
البرهان . لتكن [,0] تغطية مفتوحة للفضاء 7 . عندئذٍ تكون كل نقطة 
× 73 منتمية إلى جموعة من [,0]. ليكن » من جهة أخرى » (,©] أساساً قابلة 
للعد ٣‏ . من أجل كل نقطة × 13 يوجد عنصر (»).6 من هذا 
الأساس بحيث .0 ع *),© ع ×. إن جماعة المجموعات (*),6© الختارة 
يهذه الطريقة » منتهية أو قابلة للعد وهي تغطي كل الفضاء ”7 . إذا اخترنا 

من أجل كل جموعة («).© جموعة .0 من بين المجموعات التي تحوي 
ll SC E‏ قابلة للعد من التغطية [,0]. 

اتتهى برهان النظرية . 

من تعريف فضاء طوبولوجي ياتي أن الجموعة الخالية والقضاء 7 
نفسه جموعتان مفتوحتان ومغلقتان في أن واحد. 

يسمى الفضاء الذي لا يحوى جموعات مفتوحة ومغلقة في آن واحد عدا 
المجموعة ۲ تقمها والمجموعة الخالية » فضاءً مترابطاً . يمثل المستقيم العددي 
116 


۲ أبسط مثال لفضاء مترابط ل ارول ا ار عد عاط بن ا 
فإن الفضاء المتبقي يصيح غير مترايط . 


4. المتتاليات المتقاربة في '3. 
من السبل تعمم مفهوم تقارب متتالية الذي رأيتاه في حالة القضاءات 
المترية ليشمل حالة الفضاءات الطويولوجية . 


نقول عن متتالية نقاط ... ..+.... ,× ,× من 7 أنها متقاربة نحو النقطة 
× إذا كان كل جوار للنقطة ‏ يحوي كل نقاط هذه المتتالية إيتداء من رتبة 
معينة . نشير بهذا الخصوص أن مفهوم التقارب لايلعب دوراً هاماً في 
الفضاءات الطوبولوجية مثلا يلعبه في حالة الفضاءات المترية . ذلك لأن 
في فضاء متري ۸ تكون نقطة × ملاصقة لجموعة 4ه د۸ إذا وفقط إذا 
وجدة ف 4 اة متقارية غو 4 أا ى القشساءات: الطويولوضة 
فالأمر ليس كذلك عوماً . إذا کان ۲ فضاء طويولوجياً فإن القرض بأن × 
نقطة ملاصقة للمجموعة 34 (أي [84] © ×) لايؤدي إلى وجود متتالية في 
4 متقارية نحو × . نعتبر على سبيل المثال القطعة [0,1] وتعدّف الجموعات 
المفتوحة فيها على آنا كل المجموعات الجزئية من [0,1] (ما في ذلك المجموعة 
الخالية) n‏ متتالية تقاط من [0,1]. من 
السبل أن نتأكد من أن شرطئ التعريف الوارد في الققرة الأول من 58 
محققان وهو ما يبين أن لدينا فضاءً طويولوجيا . إن المتتاليات المتقارية 
الوحيدة في هذا الفضاء هي المتتاليات المستقرة أي تلك التي لما حدود 
متساوية ايتداء من مرتية ما: .. = ,,.» = × (برهن على ذلك !) . من 
جهة أخرى لو تأخذ مثلاً [0,1) = 8 فإن النقطة 0 تصبح ملاصقة ليا 
(تأكد من ذلك !) رغم أنه لا توجد أية متتالية نقاط في 4ه متقارية في 
الفضاء المعتبر نحو النقطة 0. 

نلاحظ أن المتتاليات المتقارية 9تسترجع حقوقها» إذا كانت القضاءات 
الطوبولوجية غير كيفية وتحقق مسلمة قابلية العد الأولى أي إذا قيلت كل 
نقطة ‏ من الفضاء 7 جملة قايلة للعد من الجوارات الأساسية. في هذه 
ا و و را كتباية 
متتالية نقاط من 4 . 
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لرؤية ذلك نعتبر جملة قابلة للعد من الجوارات الأساسية للنقطة ×»› 
نرمز لهذه الجملة ب(,0] يکن أن نفرض دوماً بأن ,0 © ,0 (وإلا 
فنعوض ,0 ب 04 6 ). لتكن »× نقطة كيفية من #6 تنتمي إلى ,0 
(.. ,1,2 = ) . من الواضح أن مثل هذه النقطة موجودة ولولاه لما كانت × 
نقطة ملاصقة ل × . إن المتتالية [ء×) متقاربة نحو . 

ببق :وان قا بان كل الفضناءات اة عقي نة فا الد الأول 
وهو الأمر الذي سمح لنا بصياغة بعض المفاهيم مثل مفهوم الملاصق والنقطة 
الملاصقة» الخ .» بدلالة تقارب متتاليات في الفضاءات المترية. 


5. التطبيقات المستمرة. ال موميومورقيم 

نستطيع تعميم مفهوم التطبيق المستمر » الذي أدخلناه في 18 بخصوص 
تعريف . ليكن × و۲ فضاءين طوبولوجيين. نقول عن التطبيق f‏ من 
الفضاء × في الفضاء ۲ إنه مستمر عند النقطة م×» إذا استطعنا» من 
أجل كل جوار مدنا للنقطة “y0 = f) x0(‏ إيجاد جوار 7 للنقطة 0× بحيث 
E‏ تقول: عن التطبيق. ج انه تين إذا كان مستا 
عند كل نقطة × د×. بصفة خاصة إذا كان £ تطبيقا من الفضاء 
الطوءء لوحي × في المستقيم العددي فإننا نسمي ‏ تابعاً مستمراً على * . 

ناكد بسهولة من أن التعريف السابق يطابق» في حالة اعتبار فضاءات 
مترية » تعريف استمرار تطبيق من فضاء متري في أخر الوارد في 18. 

نلاحظ أن التعريف السابق ذو طبيعة «محلية» . ذلك أن تعريف 
استمرار التطبيق ۶ على كل الفضاء ‏ يتم بواسطة تعريف استمرار f‏ عند 
كل نقطة من × . نشير بهذا الصدد أن استمرار تطبيق من فضاء طوبولوجي 
في آخر يكن صياغته بدلالة المجموعات المفتوحة أي بدلالة طوبولوجيا هذين 
نظرية 6. لكي يكون تطبيق / من الفضاء الطوبولوجي × في الفضاء 
الطوبولوجي ۲ مستمرا يلزم ويكفي أن تكون الصورة العكسية (16-/ = ٣‏ 
لكل جموعة مفتوحة © د۲ مفتوحة (في *#). 
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البرهان. الشرط لازم . نفرض أن التطبيق f‏ مستمر ولتكن ي مموعة 
مفتوحة في لا . نبرهن على أن المجموعة (1)6-/ = 1 مفتوحة . لتكن × نقطة 
كيفية من 1 وَ(«)/ = ر. عندئذٍ يكون 6 جوا للنقطة بر. 

من تعريف الاستمرار يأتي وجود جوار ,۷ للنقطة × بحجيث: 
6 ,”كر أي C٣‏ ۷ . بعبارة أخرى» إذا كان × د 1 يوجد جوار ,۷ 
ل محتو في 21 وهذا يعني أن 1 جموعة مفتوحة . 

الشرط كافي. نفرض أن (6):-/ = ٣‏ مفتوح من أجل كل مفتوح 
6 د۲ . نعتبر نقطة كيفية × د × وجواراً كيفياً ,نا للنقطة (×)/ =ر. لما 
كان بر درن فإن »د د (رن)اسم. وبالتالي فإن المجموعة المفتوحة 
(, )اسم جوار للنقطة × التي تحقق: ,لا © («)/ر. وبذلك ينتبي برهان 
النظرية . ا 


ملاحظة. لتكن × و۲ جموعتين كيفيتين و تطبيقاً من × في ۲ . إذا 
عرفنا على ۲ طوبولوجيا > (أي جماعة مفتوحة تحوى © و۲ «مغلقة» من 
أجل كل اغا ول تقاط مته من امات نالفو الدكسية: ليذه 
الطوبولوجيا + (أي جماعة كل الجموعات (6)ا-f»‏ حيث © 63) 
طوبولوجيا إ × . 


لإثبات ذلك يكفي أن نتذكر النظريات حول الصور العكسية لإتحاد 
وتقاطع جموعات (راجع 28» الفصل 1) نرمز هذه الطوبولوجيا ب()1-/. 
إذا كان × 83 فضاءين طوبولوجيين» و .+ و ,+ طوبولوجيتهما على 
التوالي » فإن النظرية 6 تصاغ أيضاً کا يلي : 


نكو القليية” للامعرور ميهمر) إذا وففظل ]ذا كنك ا 
أقوى من الطوبولوجيا (,)1-/ . 

نظرأ لكون الصورة العكسية للمتمم تساوي متمم الصورة العكسية فإننا 
نستنتج النظرية التالية» الثنوية للنظرية 6. 
نظرية 6. لکي يكون تطبيق / من فضاء طوبولوجي × في فضاء طوبولوجي 


۲ مستمراً يلزم ويكفي أن تكون الصورة العكسية لكل جموعة مغلقة من ۲ 
جموعة مغلقة (في ×) . 
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نتأكد بسهولة من أن صورة جموعة مفتوحة (مغلقة على التوالي) بواسطة 
تطبيق مستمر ليست حتاً مفتوحة (مغلقة على التوالي) . 

تعتبر مثلاً تطبيقاً مستمراً من الجال نصف المفتوح [0,1] على دائرة. إن 
صورة الجموعة (1/2,1) المغلقة في [0,1] جموعة غير مغلقة على الدائرة 
(الرمم 11( - 


f(0) 


f(2) 
11 الرمم‎ 
لدينا النظرية التالية الخاصة بالتطبيقات المستمرة وهي تائل النظرية‎ 
. الشبيرة في التحليل الخاصة ياستمرار تابع مركب‎ 


نظرية 7. لتكن × و۲ و2 ثلاثة فضاءات طوبولوجية . إذا كان التطبيقان 
لا عات YZ‏ مستمرين فإن التطبيق ((«)/)ب+-» من × في 2 
نتم نضا 


تحصل على برهان لهذه النظرية -مياشرة من النظرية 6. 


إن مفهوم الموميومورفسم الذي أدخل في 18 بخصوص الفضاءات المترية 

يُعمَّم إلى الفضاءات الطوبولوجية . ويتم ذلك ايلي : نقول عن تطبيق f‏ من 
ا طوبولوجي × في فضاء طوبولوجي 7 إنه هوميومورقسم إذا كان تقايلاً 
ومستمراً وكذا تطبيقه العكسي » وتقول عندئذٍ عن الفضاءين × و۲ أنهما 
فضاءان هوميومورفيان . . قلع كل فضاءين هوميومورفيين بنفس الخواص 
الطوبولوجية . ومن وجهة النظر الطوبولوجية » نستطيع إعتبارها نسختين من 
نفس الفضاء . تمثل طوبولوجيتا قضاءين هوميومورفيين الصورة والصورة 
العكسية » الواحدة للأخرى. إن علاقة الموميومورفية علاقة انعكاسية 
ومتناظرة ومتعدية » وعليه ستطيع تقسيم كل جموعة فضاءات طوبولوجية 
إلى صفوف غير متقاطعة من الفضاءات الموميومورفية فيا بيتها. 
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ملاحظة. الجدير بالملاحظة أن الخواص المترية (أو المسافية) لفضاءين 
متريين هوميوهررة.ين يمكن أن تكون عنتلفة©. فثلاً يكن أن يكون الواحد 
متهما اما يأر" م غير تام . إن الجال (2/» ,2/ه -) مثلاً والمستقيم العددي 
هوميومو: ديار : a‏ هو مثلاً التابع +دع:->)ء في حين أن 
المستقيم ادي فضاء تامء أما الجال (2/× ,2/× -) فهو عكس ذلك . 


6. مسلات الفصل 


على الرغم من أن العديد من المقاهم الأساسية للقضاءات المترية يكن 
تعميمهاء» بدون عناءء إلى القضاءات الطوبولوجية الكيفية» فإن هذه 
الأخيرة تمثل كائنات عامة جداً بالمقارنة ما تتطليه مسائل التحليل 
الرياضي . فنحن نتعرض في معظم الأحيان إلى حالات» في هذه 
الفضاءات» تختلف إختلاقاً كيرا عن الحالات التي تجدها في القضاءات 
المترية . فقد رأينا فى هذا الصددء أن مموعة منتبية من التقاط و قافشا 
طوبولوجي قد لا 00 مغلقة (المثال 4» الفقرة 1 من١58)‏ 0 

ستطيع أن نختار من بين القضاءات الطويولوجية فضاءات تاز 
بطبيعة خاصياتها القريبة من خاصيات الفضاءات المترية . من أجل ذلك 
ينبغي أن نضيف إلى المسلمتين (1) و( الواردتين في تعريف القضاء 
الطوبولوجي بعض الشروط الأخرى . ذلك هو حال مسلمتي قايلية العد 
مثلاً ؛ فهما يسمحان بدراسة طوبولوجيا فضاء إنطلاقاً من مقهوم التقارب . 


هناك شروط أخرى من غط هام تعطيها مسلات القصل . تقدم فيا يلي 
مسلات هذا النوع حسب ترتيب ترايطها يبعضها. 

المسلمة ,7 (مسلمة الفصل الأولى) : مهما كانت النقطتان الختلفتان × 
وير من الفضاء ۲ يوجد جوار .0 للنقطة × لا يحوي ر» وجوار O,‏ 
للنقطة ر لا يحوي النقظة ×. 

نرمز للفضاءات الي تحمقق هذه المسلمة Tı‏ فضاءات . عمثل ثتائية 

() تعرّف مسافة فضاء متري ۸ (بطريقة وحيدة) طوبولوجيا ۸ » لكن القضية العكسية غير 
صحيحة : يمكن الحصول على نفس الطويولوجيا للقضاء (م .×) - ۸ بواسطة مساقتين عتتلقتين على  *‏ 
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النقطتين المترابطة فضاء طوبولوجياً غير محقق للمسلمة ,7 ري أنه ليس 
,7 - فضاء) . 

نلاحظ أن كل جموعة وحيدة العنصر في ,1 - فضاء جموعة مغلقة . 
ذلك أنه إذا كان برع × فإنه يوجد جوار ,0 للنقطة ر لا يحوي دء أي أن 
[[)] © ر. ولذا فإن إ×) = [(*)] . وبالتالي فإن كل جموعة منتبية من 
القاط ى 7 = فراع وة فة بالاضاقة إل ذلك تاك يدون غناء 
أن المسلمة ,7 تكاق الشرط القائل أن كل المجموعات من هذا النوع جموعات 


كنا عرّفنا نقطة تراك لمجموعة 84 من الفضاء الطوبولوجي 7 على أنها 
نقطة × د 7 بحيث 300 6 لاع ©4)» حيث زا جوار كيفي للنقطة × . 


إذا لم يحقق فضاء طوبولوجي المسلمة ,7 فإنه من الممكن أن تكون فيه 
جموعة منتهية قابلة لنقاط ترام . لرؤية ذلك نعتبر ثنائية نقطتين مترابطة 1 . 
يمثل هذا الفضاء طوبولوجياً الجموعات ©» إ5]» (5.ه]. إن النقطة ۾ نقطة 
ترام للمجموعة [(5] =1 . 


إن هذه الظاهرة مستحيلة في ,7 - فضاء . وعلى وجه التحديد لدينا : 


ويكفي أن يكون كل جوار نا لمذه النقطة يحتوي عدداً غير منته من نقاط 
.M‏ 

من الواضح أن هذا الشرط كفي . لنبرهن على أنه : زم . لتكن × نقطة 
ترام إ 4 ؛ نفرض وجود جوار لا للنقطة × لا يحوي سوى عدد منته من 
نقاط 34 . لتكن X1, X2, <s Xn‏ هذه النقاط عدا النقطة × (إن كانت هذه 
النقطة منتمية إلى 34) . عندئذٍ يكون (,: .... ,اانا = ۷ جوا × وَ: 

VN M\{x} = © 

كل فضاء متري هو حت Tı‏ فاع ولمذا قان مام هدم نقطة تراک 
لمجموعة في فضاء متري قد أدخل إنطلاقاً من إسناصية انار الها في 
التوطئة أعلاه . 
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تعتر المسلمة التالية تعزيرا لسلمة الفصل الأول 
المسلمة ر7 (مسلمة الفصل الثانية أو مسلمة هوسدورف (؟إەلaus۾#))‏ . 


من أجل كل نقطتين مختلفتين × وير من فضاء طوبولوجي 7 » يوجد 
جواران ,0 و ,0 غير متقاطعين. 

نرمز للفضاءات التي تحقق هذه المسلمة ب ر7 - فضاءات وتسمى أيضاً 
فضاءات هوسدورف . كل فضاء هوسدورف هو حي 2 - فضاء. لكن 
القضية العكسية غير صحيحة. كمثال ل ,7 - فضاء لايحقق المسلمة الثانية 
هو القطعة [0,1] التي نعرف طوبولوجيتها بأنها تضم الجموعة الخالية وكل 
المجموعات الحصل علا من هذه القطعة بإزالة مجموعة (منتبية أو قابلة 
للعد) من النقاط . 

المسلمة الثالثة ,7 (مسلمة الفصل الثالثة) : كل نقطة وكل مموعة مغلقة 
لاتحوي هذه النقطة تقبلان جوارات غير متقاطعة . 

نشير إلى أننا ضمي جواراً لجموعة 34 » في فضاء طوبولوجي 7 » كل 
مجموعة مفتوحة لا تحوي 14 . 

نستطيع صياغة هذه المسلمة على الشكل المكافى التالي : 
من أجل كل جوار لا لنقطة كيفية × يوجد جوار ل × محتو هو وملاصقه 
في لا. 

يكن للقارئ أن يبرهن على ذلك في إطار القارين . 

لا كان بالإمكان أن تكون مموعة ذات عنصر واحد في فضاء طوبولوجي 
كيفي غير مغلقة » فإن مسلمة الفصل الثالثة لا تكون ذات أهية إلا في حالة 
الفضاءات التي تحقق المسلمة الأولى . تسمى الفضاءات التي تحقق المسلمتين 
Tı 3 Tı‏ ق آن واحد الفضاءات النظامية. 
لاط اغا 0 الا أما فيا مخض النقطة 0 جواراتا هي كل 
الجالات نصف المفتوحة (ه ,0] التي نزيل منها النقاط من الفط + (. .(n=1,2,.‏ 

123 


إته قضاء لموسدورف غير نظامي لأن النقطة 0 والمتتالية 4 (التي عمثل 
جموعة مغلقة لا تحوي النقطة 0) لست ا رارت غت ما 


لانحتاج عادة في التحليل إلى فضاءات أعم من الفضاءات النظامية . 
يل إن الأمر عكس ذلكء فالفضاءات الأكثر أهية من وجهة نظر 
التحليل » هي تلك التي تحقق زيادة على ذلك الشرط القوي التالي المسمى 
شرط فناظمية» الفضاء: 1 


المسلمة ,7 (مسلمة التاظمية) : تقول عن ,7 - فضاء أنه فضاء 
ناظمى إذا إستطعناء من أجل كل جموعتين مغلقتين غير متقاطعتين من هذا 
القضاءء إيجاد جوارين لمما غير متقاطعين . 
ترى يصفة خاصةء أن كل الفضاءات المترية تاظمية . ذلك أنه إذا 
كانتت × 873 جموعتين مغلقتين غير متقاطعتين من القضاء المتري ۸ فإن 
كل نقطة × 3 × تقيل جواراً 0 لا يلتقي يب7ء وبالتالي فهي ت تقح على 
مسافة موجية .م من ¥ ٠‏ ا أن المسافة التي تفصل كل نقطة ر ۲ عن 
المجموعة × عدد موجب رم. تعثير الجموعتين المفتوحتين0) التاليتين : 
Ox. 93 2‏ ت 
كمه ب ۷( بن 
تلاحظ أن × د ں و۲ <7 . ولنثبت أن تقاطع نا و۷ خالٍ. من 
أجل ذلك تقرض أن هناك نقطة 2 د ۷ 0 نا . عندئذٍ توجد في × نقطة م« 
يحيث ۵/2 > (2 .,«)مء وتوجد فى ۲ نقطة وبر بحيث 2لوره > (9)2.,30 . 
لتكن مثلاً ,ره ک ,.ه. نجد حينئذٍ أن : 
,۾ > 85° ب 220 > @(xo.yo) > @(xo. 2( + @(2. Jo)‏ 


() ترمز هتا (8)».۶ كالعادة لكرة مفتوحة تصف قطرها + ومركزها × . 

© تقول عن خاصية أنها وراثية إذا كان تَتّع فضاء طويولوجي بها يستلزم أن كل القضاءات 
الجزئية من هذا القضاء تمتع بها أيضاً ‏ 

© هذه النتيجة (غير اليديهية) تأتي من النظرية التالية يب .س أورسون (مطمدهنا 0.5 : إذا 
كان 7 فضاء تاظميا و ۴1 و ۴2 جموعتين حرئيتين ومغلقتين وغير متقاطعتين من 7 » فإنه يوجد تابع 
/ مستمر على 7 يحقق الشرط 1 > (+)/ > 0 ومتعدم على ۴ وساوي 1 على ۴2 . 
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أي أن: (ررو.:)8 ٤‏ م×» لكن هذا يناقض تعريف مرمء وبذلك يتم 
البرهان . 

إن كل فضاء جحِرَيٍ من فضاء متري هو نفسه فضاء متريء وعليه 
فكل فضاء جزثئي من فضاء متري فضاء ناظمي . إن هذه النتيجة لا 
تصدق دوماً إذا تعلق الأمر بفضاءات ناظمية كيفية : فإنه لا يمكن القول أن 
كل فضاء جزني من فضاء ناظمى فضاء ناظمى . أي أن الخاصية التاظمية 
للقضاءات ليست خاصية وراثية© . 1 

تمثل القضاءات الطوبولوجية النظامية تماماً مثالا تتوفر فيه الخاصية 
الوراثية «للنظامية التامة» التي تعزز خاصية «النظامية» . تقول عن ,1 - 
فضاء أنه نظامي تاماً إذا كان من أجل كل جموعة مغلقة ۴ د1 001 
كل نقطة ويد من 1۱۴ » يوجد تابع حقيقي “ر مستمر على 7 ومتعدم عند 
ويساوي 1 على ۴ ويحقق الشرط 1 > (*/ > 0. إن كل فضاء ناظمي 
نظامي اما » لكن القضية العكسية غير حيحة . كل فضاء جزني من فضاء 
نظامي تاماً (قد يكون هذا الفضاء ناظمياً) هو أيضاً نظامي ماما . يعود 
مقهوم الفضاء النظامي تَاماً إلى أ. تيخونوف (A. Tikhonov)‏ الذي أت 


من جهة أخرى أن صف الفضاءات النظامية اما هو صف کل 
القضاءات الجزئية من الفضاءات الناظمية . 

من وجهة نظر التحليل » تلاحظ أن الفضاءات النظامية عام .هامة 
بفضل وجود توابع مستمرة «بكمية كافية» على مثل هذه الفضاءات» 
وبعبارة أدق» ترجع أهية هذه الفضاءات إلى الخاصية التالية : من أجل كل 
نقطتين × وير مختلفتين من فضاء نظامي تماماً 7 » يوجد تابع حقيقي / 
معرّف ومستمر على 7 بحيث (9) + (*)/ . 


7. طرق مختلفة لتعريف الطوبولوجيا على فضاء. قابلية المسافة . 


إن الطريقة المباشرة أكثر من غيرها لتعريف طوبولوجيا فضاء تمثل في 
تحديد الجموعات التي يجب اعتبارها مفتوحة. من اللازم أن تحمق هذه 
المجموعات الشرطين. (1) و (2) الواردين في تعريف الفقرة 1 من 58. هتاك 
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طريقة أخرى مكافئة للسابقة وثنويتها» وهي تقثل في تحديد جماعة وعات 
مغلقة تحقق المسلمتين (1) و (2) الواردتين في الفقرة 1 من 58. ر رع أن 
هذه الطريقة ليست جد علية . وهكذا يستحيل» حتى في حالة المستوى 
مثلة ؛ أن نعطى وصقا مباشرا لكل الجموعات الخحزئية المفتوحة [يخلاف حالة 
المستقيم (أنظر النظرية 5» 28)] . 

هناك طريقة معمول بها لتعريف الطوبولوجيا وهي تقثل في اختيار 
أساس » والملاحظ هو أن هذه هي الطريقة التي كنا استخدمناها لتعريف 
طوبولوجيا فضاء متري » حيث اخترنا انطلاقاً من المسافة المعطاة الأساس 
المؤلفة من مموعة الكرات المفتوحة . 

وهناك طريقة أخرى لتعريف الطوبولوجيا على فضاء وهي تمثل في 
إدخال مفهوم التقارب على هذا الفضاء. لكن إذا استثنينا الفضاءات 
المترية وجدنا أن هذه الطريقة ليست مستحسنة دوماً لأن الإنتقال من 
جموعة إلى ملاصقها لا يمكن أن نعبّر عليه في جميع الحالات بدلالة المتتاليات 
المتقاربة ا أشرنا لذلك ضمن الفقرة 4. بإستطاعتنا أن نجعل هذه الطريقة 
صالحة في جميع الأحوال شرط تعميم مفهوم تقارب متتالية نفسه تعمي) لائقاً 
(راجع » مثلاًء الفصل الثاني من [29) . 


نستطيع إدخال طوبولوجيا في فضاء بتعريف علية الملاصقة بطريقة 
تسليمية . نقول أننا عرّفنا في جموعة × علية الملاصقة إذا ألحقنا بكل 4 د × 
جموعة [4] د × » وتسمى [4] ملاصق 4 » بحيث يكون الإنتقال من 4 إلى 
[4] متمتعاً بالخاصيات (1) حتى (4) الواردة في نص النظرية 1» 28. نعرّف 
فيا بعد المجموعات المغلقة على أنها المجموعات 4 الحققة للمساواة [4] = 
نرى عندئذٍ بأن صف هذه المجموعات يحقق بالفعل الشرطين 1) و (2) 
الخاصين بالجموعات المغلقة في الفقرة الأول من 58ء وبالتالي فهو يعرف 
طوبولوجيا على × . 

إن تعريف طوبولوجيا بواسطة تعيين مسافة من ألم طرق تعريف 
الطوبولوجيات إلا أنها بعيدة عن صفة الشمول» فقد رأينا مثلاً أن كل 
فضاء متري فضاء ناظمى يحقق مسلمة قابلية العد الأول ؛ ونلاحظ أن كل 
فضاء غين ناطسن: وعير محقق ية قابلية العد. الأول ل هكن أيدا أن 
نعرّف طوبولوجيته بواسطة مسافة . 
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تعريف. نقول عن فضاء طوبولوجي 7 أنه قابل لمسافة إذا تمكنا من 
تعريف طوبولوجيته بواسطة مسافة. 

ا إلى ا د ا اعا قري أن فرطل الناطبية وة قان اليد 
الأول شرطان ضروريان ليكون الفضاء المعتبر قابلاً لمسافة . نشير من جهة 
اخ أن الكرظت السافن جن :له كان قو القضاء ماف 
وبهذا الخصوص لدينا النظرية التالية ٍب . س أوريسون (صطهومت .۴.8) : 
لکي يقبل فضاء طوبولوجي » له ساس قابل للعد» مسافة يلزم ويكفي أن 
يكون هذا الفضاء ناظمياً . 

من الواضح أن هذا الشرط لازم . أما البرهان على كفايته فنجده مثلاً في 
[2]. 


8. التراص 


1. مفهوم التراص . تلعب النتيجة التالية في التحليل دور أساسياً وهى 
تعرف بتوطئة هاين - بوريل ([80:6-همنه]©) : 


يمكن » من كل تغطية لقطعة [a, b]‏ للمستقم العددي بواسطة مجالات 
تبقى هذه النتيجة حيحة عند تعويض الجالات المفتوحة بالمجموعات 
المفتوحة . 
من كل تغطية مفتوحة للقطعة [ط,ه] يكن استخراج تغطية جزئية 
إنطلاقاً من هذه الخاصية المامة التي تقتع بها قطع المستقيم العددي, 
تعريف . نقول عن فضاء طوبولوجي 7 أنه فضاء متراص إذا احتوت كل 
تغطية مفتوحة ل7 على تغطية جزئية منتهية. ٠‏ 
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المتراص هو تغريفاً فضاء طوبولوجي متراص يحقق مسلمة الفصل 
لموسدورف . 


سترى » مستقيلة مستقبلةٌ ن التراص خاصية ممتع ب بها زيادة على قطع المستقيم 
كل المجموعات ا 0 والمحدودة من كل ف إقليدي بعده منته . في 
حين يثل المستقيم والمستوى والفضاء ذي ثلاثة أبعاد أيسط الأمثلة 
للقضاءات غير المتراصة . 


نقول عن جماعة أجزاء (4] من جموعة 7 أنها مركزة إذا كان كل تقاطع 
فة 4 من جموعات هذه اجماعة غير خالٍ. من تعريف القضاءات 


المتراصة نستنتج » بفضل علاقات الثنوية » النظرية التالية : 


ية 1. لكي يكون فضاء طويولوجي ٣‏ متراص) يلزم ويكفي أن يحقق 
الشرط : 


(۸) كل جماعة ممركزة من الجموعات الجزئية المغلقة في 7 تقبل تقاطعاً 
غير خالٍ . 

لرؤية ذلك نعتبر جماعة [.] ممركرة من الجموعات الجزئية المغلقة في 
7 » وليكن 7 فضضماءً متراصا ٠‏ إن ا G, = NF‏ مفتوحة ولا كان 
كل تقاطع منته 0F‏ غير خالي فإننا ستطيع أن تنتج بأنه لا توجد 
جماعة مموعات Gi = “TNF,‏ تغطي ۲ يأكمله . لكن ذلك يؤدي (إستنادا إلى 
تراص 7) إلى أن كل جموعة كل الجزاء .6 لا يمكن أن تشكل تغطية ل7 » 
وهذا يعنى أن © + ۴ ۸ . إذن فإن تراص 7 يجعل هذا الفضاء يحقق 
الخاصية (۸) . 

بخصوص القضية العكسية » نفرض أن 7 يحقق الثرط (۸) ولتكن إىه) 
تغطية مفتوحة 7 . بوضع NG.‏ = ۴ نحصل على © = ۴ ۸ ومنه يأتي 
(إستناداً. إلى الشرط (8)) أن الجماعة م لا يکن أن تكون ممركزة . توجد 
إذن مموعات ”...5 يحيث: © د بر 6 عندئذ تلاحظ أن 
المجموعات المفتوحة ,۸۴ - ,6 تشكل تغطية جزئية منتهية من التغطية 
!ه16 وبالتالي فإن الشرط (8) يكاقى تراص 7 . 
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شبح أنه بل ينض اا اا لات اة 


نظرية 2. إذا كان 7 فضاءً متراصاً فإن كل جموعة جزئية غير منتهية من 7 
تقبل على الأقل نقطة تراك . 


البرهان . إذا إحتوت 7 جمبوعة غير منتهية ‏ لا تحوي نقاط تراك فإنه يكن 
استختراج جيوعة جزئية قابلة للعد : (.. روبد ..«) < × من × لا توي نقاط 
ترام . عندئذٍ تشكل المجموعات (....,.*.,+) > ,لا جماعة مركزة من 
اه الجزئية المغلقة في 7 » تقاطعها خالٍ» وهذا يعني أن 7 غير 
اس 


نظرية 3. كل جموعة جزئية مغلقة من فضاء متراص » فضاء متراص 


البرهان . لتكن م جموعة جزئية مغلقة من الفضاء المتراصض 7 ولتكن إ۴) 
جماعة مركزة كيفية من الجموعات الجزئية المغلقة من الفضاء الجزئٍ 
۴ د7 . لما كانت كل مموعة .5 مغلقة في ۴ جموعة مغلقة أيضاً في 7 فإن 
] جماعة ممركزة مؤلفة من الجموعات الجزئية المغلقة في 7 . وبالتالي 
© + ۴ م . ستنتج من ذلك تراص ۴ بفضل النظرية 1. ش 

لما كان كل فضضاء جزفي من فضاء هوسدورف هو نفسه فضاء 
لموسدورف فإن : 


نتيجة . كل جموعة جزئية مغلقة من متراص هي نفسها متراصة . 
نظرية 4. إن كل متراص مغلق في أي فضاء لموسدورف (يحوي هذا 
ا 


البرهان , لتكن 8 جموعة جزئية متراصة من فضاء لموسدورف 7 » ولتكن 
رد ×. عندئزء من أجل كل × د ۸ يوجد جوار ,نا للنقطة × وجوار 
,7 للنقطة بر بحيث : 


© د يرز مون 
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تشكل الجوارات ,نا تغطية مفتوحة !× . من تراص × نستنتج انه يمكن 
ا ستخراج تغطية جزئية منتهية ,رلا و ووولا ورلا من هذه التغطية . نضع : 


V= طبرلا‎ Vay N mm Vey 

إن ۷ جوار للنقطة ر وهو لا يلتقي ب ,لالا ... لار ےل نارءلا © ۸ 
ومنه يأتي [5] »© ر» وهذا يعني أن × مغلق. بذلك يتم البرهان على 
CET‏ ش 

تبين النظريتان 3 و4 أن خاصية التراص في صف فضاءات 
هوسدورف خاصية «ذاتية» أي أن كل متراص يبقى متراصاً مما كان فضاء 
هوسدورف الذي يحويه . 
نظرية 5. كل متراص فضاء ناظمى . 


البرهان . لتكن × و۲ جموعتين جزئيتين مغلقتين وغير متقاطعتين من 
متراص × . بتطبيق إستدلالات برهان النظرية السابقة ندرك بسهولة أنه » 

من أجل كل نقطة ر د ۲ » يوجد جوار رل ل( وجموعة مفتوحة ,0 × 
نحيث © = ,0 ۸ رلا . ومنه ينتج أن كل متراص فضاء نظامي . نقفرضص 
الآن أن ر يرسم كل المجموعة بر . نعتبر تغطية جزئية منتهبية ورلا ,... ورل 
من التغطية إرنا! للمجموعة 7 . تحقق الجموعتان المفتوحتان : 


O = Oy, N.N Oy, 
02 = U, نا ... نا‎ Uy 


الثروط : × د 000 و۲ د ©0 وص = 0۵ ۸ 0۵ » ومنه ينتج أن 12 


ناظمي . 


2. التطبيقات المستمرة 3 الفضاءات المتراصة 

س تمتع كل اله ل قات ا ق الفضاءات المتراصة (وخاصة ف 
E‏ بخواص هامة ومفيدة. 
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نظرية 6. إن صورة فضاء متراص بواسطة تطبيق مستمر فضاء متراص 


البرهان. ليكن × فضاء متراصاً وم تطبيقاً. مستمراً من × في فضاء 
طوبولوجي ۲ . نعتبر تغطية كيفية [.7] لصورته (7)78 بواسطة مجموعات 
مفتوحة في ()/. نضع 1)3-ر = ىلا . إن المجموعات ,لا مفتوحة (بصفتها 
صورا عكسية لجموعات مفتوحة بواسطة تطبيق مستمر) وتشكل تغطية 
للفضاء × . من تراص × نستنتج إمكانية استخراج تغطية جزئية منتهية 
ل ,... ,رل ورلا من التغطية السابقة. ومنه يتضح أن المجموعات : 
١,‏ .... ,72 ,۷ حيث (زلا)/ = ۷ » تغطي الصورة 30)/ من الفضاء × 


نظرية 7. كل تطبيق تقابلي ومستمر م من متراص × على فضاء موسدورف 
۲ تطبيق هوميومورفي . 


البرهان . يكفي أن نثبت بأن شروط النظرية تستلزم استمرار التطبيق العكسي 
١-م.‏ لتكن م جموعة مغلقة في × و (۴)م -م صورتا في ۲ . 

بالإستناد إلى النظرية السابقة يتضح أن م متراص وبالتالي فإن م مغلق 
في ۲ . إذن فإن الصورة العكسية لكل جموعة مغلقة ۴ د × بواسطة التطبيق 
0-١‏ مغلقة. ومنه يأتي استمرار التطبيق 1-ب. 


3. التوابع المستمرة ونصف المستمرة المعرفة على فضاء متراص . 


تطرقنا ف الفقرة السابقة إلى التطبيقات المستمرة من ا ف فضاء 
طوسدورف . هناك حالة خاصة 0 من هذا النوع وهي التطبيقات 
من متراص ف الستقم العددي » أ ي ي التوابع العددية المعرّفة على متراض : ٠‏ تمتع 
هذه التوابع بالخواص الرئيسية للتوابع المعرفة على قطعة. مستقيم المعروفة في 
دروس التحليل . 


نظرية 8. لیکن 7 فضاءً متراصاً وم تابعاً مستمرا على 7 . إن ۶ محدود على 
1 ويبلغ فیا حده الأعلى وحده الأدنى. 
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البرهان ٠‏ القول بأن ۶ تابع مستمر على 7 يعني أ نه تطبيق مستمر من 7 في 
المستقيم العددي ۸١‏ . من النظرية العامة 6 يأتي أن صورة 7 في !8 مموعة 
متراصة . ثم من دروس التخليل (راجع الفقرة 2» 78) نعم أن كل جموعة 
جزئية متراصة من المستقيم العددي مغلقة ومحدودة. 


إن مثل هذه الجموعة تقبل حدا أعلى وحدا أدنى ينتميان اليها. بذلك 
ينتبي البرهان . 


قرين. لیکن × فضاءً مترياً متراصاً و4 تطبيقاً من × في نفسه بحيث 
(م ,)ع > 6(4x, Ay)‏ من أجل برع ×. أثبت أن التطبيق 4 يقبل في × 
نقطة ثابتة وأن هذه التقطة وحيدة . 

تقبل النتيجة النظرية السابقة تعميا يجعلها تشمل صنفت أكبر من التوابع 

تسمى التوايع تصض المستمرة . 

نقول عن قابغ كر أنه نصف مستمر من الأدنى (من الأعلى على 
التوالي) عند نقطة ,× » إذا استطعنا من أجل كل ء > 0 إيجاد جوار ل كم 
بحيث إذا کان × د ں فإن م- f)‏ < #كر (ع + («)ر > («كر على 
التوالي) . 

على سبيل المثال فإن التاب بع «الجزء الصحيح إ ×) (*«)8 = (×)/ نصف 
مستسر سن الأ على Rs‏ القيمة (0)/ لتابع مستمر عند 
نقطة كيفية م نحصل على تابع نصفب مستمر من الأعلى (أو من الأدنى) . 
إذا كان التابع (*«لر نصف مستمر من الأعلى فإن التابع (٭)f‏ = تصفبت 
مستس من الآادق. 

يتضعم من هاثين الملاحظتين أن هناك إمكانية إنشاء عدد كبير من 

لندراسة خواص نضف - استعرار التؤابع الحقيقية » من اللائق أن نصطلح 
على أنها تستطيع أخذ قيم غير منتهية . إذا كان ه - = («)/ نعتبر أن التابع 
نصففى مستمر من الأدنى غند النقطة ,+ ؛ إذا قكنا » زيادة على ذلك » من 
أجل كل # > 0 ن إيجاد وار نا لم محيث: ۸ - >(*/ر ہما کان 
× 3 ناء نقول أيضاً أن / نصف مستمر من الأعلى عند النقطة م×. 
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إذا كان » + -(»#ي نعتبر التابع مر نصف مستمر من الأعلى عند 
النقطة م« ؛ إذا تمكناء إضافة إلى ذلك» من أجل كل ۸ > 0 من إيجاد 
جوار ا لم+* بحيث « < («/ر مهما كان × د ں نقول أيضاً أن هذا التابع 
نصف مستمر من الأدنى عند النقطة م«. 


ليكن (*)/ تابعاً حقيقياً معرّفاً على فضاء متري ۸ . النباية العليا ۶)0 

للتابع («)/ عند النقطة ,د هي تعريفاً الكمية (المنتبية أو غير المنتبية) 

[ ار مو ] انعرف النباية الدنيا (معار بطريقة مائلة وذلك. بتعويض 
0جع 0 


x £ 0£) 


الحد الع ا الأدنى . ليسمى سمى الفرق ®f(xo) = f (xo) - (x0)‏ (عندما 
يكون له معنى» أي إذا لم يكن »)۶ و 0×)؟ غير منتبيين ومن نفس 
الإشارة) تذبذب التابع («/ر عند النقطة م×. من السہل أن نرى بأن 


إستمرار التابع (»)/ عند النقطة م« يكاى 0 = (م»)/ره» أي أن : 
f(xo) = f (xo) > ©‏ < ¬ . 


من أجل كل تابع (»)ر معرّف على فضاء متري » فإن التابع («)/ نصف 
مستمر من الاعلى والتابع 10 نصف مستمر من الآدنى.. ينتج ذلك مباشرة 
من تعريف النباية العليا والنباية الدنيا. 


نعتبر الفضاء المتري 86 المؤلف من التوابع الحقيقية الحدودة )نب = × 
المعرفة على القطعة المستقيمة [ط ,ه]» وأما مسافته فهى معرّفة بالمساواة: 


(x,y) = (ساره)ع‎ = sup | ع )م‎ w(t) 
عه‎ ١5 
جرت العادة , تابعيات وذلك للتميير‎ 5 cM لسمى التوابع المعرقة عل‎ 
. 36 بينها وبين التوابع 0)م التي تمثل عناصر‎ 
لنعتبر مثالاً هاما لتابعية (أو تابعي) نصف مستمرة.‎ 


دعنا سمي طول المتحنى (*»ر در (8 > ع« > ه) التابعية 


)0 عل — FF + (Rai)‏ 6 سد Sup 0 e‏ = وآ 


ial ؟*‎ 


13 





حيث أخذنا الحد الأعلى (الذي يكن أن يساوي »+) على جموعة كل 
التقسيات الممكنة لمجال .[]a, b]‏ إن هذه التابعية معرّفة على كل الفضاء 384 . 
إذا تعلق الأمر بتوابع مستمرة فإن هذه التابعية تصبح مساوية لقيمة النباية : 


lim ا‎ | - xı-0? + (fx) — (x:-0) 


maxlx; - Xi — 1ع ماو‎ 


أخيراً إذا تعلق الأمر بتوابع قابلة للاشتقاق باستمرار ستطيع أن نكتب هذه 
التابعية على الشكل : 


٣ 1ل[‎ + f(x) dx 


إن التابعية (/)5.ة نصف مستمرة من الأدنى في 34 » وهذا ناتج مباشرة 
من تعريف التابعية نفسها. 


تشمل النظرية 9 التي أثبتناها سابقاً التوابع المستمرة. 


نظرية هه. كل تابع منته ونصف مستمر من الأدن (من الأعلى على 
التوالي) على 7 - فضاء متراص 1 تابع محدود من الأدنى (من الأعلى على 
التوالي) على 7 

لرؤية ذلك نفرض أن : -ه- = (×)/۴ه!. توجد فى هذه الحالة متتالية 
اا حبك نرت > ور ا كان القضياء ون ماما قان جرع اة 
غير امنتبية !.*) تقبل (حسب النظرية 2) على الأقل نقطة ترام مد بما أن 
التابع م منته ونصف مستمر من الادنى. فرضاء يوجد جوار لا لم 
بحيث : 1 - (0*«كر < («كر عندما × 3 ان ملك شان 8 في هذه الخحالة لا , 
يكن أن يحوي سوى عدد منته من نقاط المجموعة [«)» وهذا يتناقض مع 
كون وبد نقطة ترام لهذه المجموعة. 

فيا يخص حالة تابع نصف مستمر من الأعلى فإن البرهان ماثل 
للسابق . 


نظرية «8. كل تابع منته ونصف مستمر من الأدنى (من الأعلى على 
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التوالي) على ,7 - فضاء متراص 7 » تابع يبلغ على 7 حده الأدنى (الأعلى 
على التوالي) + 

ليكن (*)/ تابعاً نصف مستمر من الأدنى . من النظرية 88 يأتي أنه يقبل 
حداً أدنى منتهيا وأنه توجد في 7 متتالية [,*] بحيث : 

. fxn) > Inf f(x) + 

لما كان الفضاء 7 متراصاً فإن الجموعة [,») تقبل نقطة ترام و×. لا 
يكن أن نجد: ۴دا < (م»)ر لأن نصف إستمرار / من الأدنى يؤدي عندئذٍ 
إلى وجود جوار نا للنقطة مد وعدد 6> 0 بحيث 8 + رك؛م1 < («)كر من 
أجل كل × د ر . لكن مثل هذا الجوار نا لا يكن أن يحتوي على جموعة 
جزئية منتهية من [,×]. إذن : /ر مم1 = (م×)/ وهو المطلوب . 


4. التراص القابل للعد (أو العدودي) 

ندخل المفهوم التالي : 
تعريف . نقول عن فضاء 7 أنه متراص عدودياً إذا قبلت كل جموعة جزئية 
غير منتبية من.7 نقطة تراكم على الأقل . 

من النظرية 2 المثبتة في الفقرة 1» ينتج أن كل فضاء متراص فضاء 

متراص عدوديا . أما القضية العكسية فهي غير صحيحة عوماً. سوق الآن 
مثالا «تقليديا» لفضاء متراص عدودياً وغير متراص . نعتبر المجموعة × لكل 
الأعداد الترتيبية 0 الأصغر من أول عدد ترتيبي غير قابل للعد 01 . 
سمي جال (8) في × مجموعة كل الأعداد الترتيبية ب الحققة 
>Y >6‏ ». 

سمي مال مفتوحا في × كل إتحاد مجالات . من الميل أن اتاق 
الفضاء المحصل عليه متراص عدوديا» لكنه غير متراص 


توضح النظرية التالية الصلة بين مفهوم التراص ومقهوم التراص العدودي 
(أو القابل للعد) . 
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نظرية 9. لكي يكون فضاء طوبولوجي 7 متراصاً دود يلزم ويكفي أن 
تحفو تحدمو حك ان 
1) تحتوي كل تغطية مفتوحة قابلة للعد للفضاء 7 على تغطية جزئية 


© تقبل كل جماعة مركزة وقابلة للعد من الجموعات المغلقة في 7 تقاطعاً 
غير خال . 
البرهان إن تكافؤ الشرطين E AE)‏ مبائرة من علاقات الثنوية 1 
CE‏ 
امجموعات المغلقة تقاطعها خالٍ . هذا يثبت أن الشرط (2) (وبالتالي الشرط 
()) كافي. لنثبت أن الشرط (2) ضروري . نفرض أن الفضاء 7 
متراص عدوديا ولتكن [, ! جماعة مركزة قابلة للعد من امجموعات المغلقة في 
. 

علينا أن نثبت بأن © + ,م 6 . نضع : 

O, = AF, 
k=l 


من الواضح م أن كل ا مجموعات ,© مغلقة وغير خالية (لأن الجماعة | Fn}‏ 
مركزة) وتتكل متتالية غير متزايدة (متناقصة) : 


...032 2 !ا 

: وأن‎ 
n O, =n F, 
8 2 


هناك إحتالان : 


1) لدينا : 
Pa 0+1 eê‏ ع وه 


ابتداء من مرتبة م« . يتبين في هذه الحالة أن © + ى,© = ر 6. 


1536 


ا اب ا ل 
مثنى . م 


تشكل المتتالية (,»ا جموعة غير منتبية من النقاط الختلفة المنتمية إلى 7 ؛ 
من خاصية التراص العدودي التي عقتع يبا 7 ينتج أن (,*] تقبل نقطة ترام 
على الأقل» نرمز هذه النقطة 0× . . لكن» لما كان ,© يحوي كل النقاط 
...بم فإن م تقطة ترا ل ,© أيضاً ء ثم إن ,© مغلق ومع د ,©. 
وبالتالي : ,© xo EN‏ أي أن | + ,© م. 


وهكذا يتضح أن الفضاءات المتراصة مثل الفضاءات المتراصة 
عدودياً تقيز ب «سلوك» تغطياتها المفتوحة . والملاحظ في كلتا الحالتين أن من 
تغطية مفتوحة يكن إستخراج تغطية منتهية » لكن التغطية في الحالة الأول 
تغطية كيفية » أما في الحالة الثانية فيجب أن تكون قابلة للعد. 

على الرغم من أن التراص العدودي لا يؤدي عوماً إلى التراص » فإن لدينا 
النظرية التالية : 
نظرية 10. في حالة الفضاءات ذات الأساس القابل للعد هناك تطابق بين 
مفهوم التراص ومفهوم الثراص العدودي . 

ذلك أنه مما كانت التغطية المفتوحة لفضاء 7 ذي أساس قابل للعد» 
يمكن استخراج تغطية جزئية قابلة للعد (راجع النظرية 5ء و5) . إذا كان 
7» إضافة إلى ذلك» متراصاً عدودياً نستطيع من التغطية الأخيرة 
استخراج تغطية جزئية منتهية بالاستناد إلى النظرية السابقة . ومنه يأتي أن 
الفضاء 7 متراص 


ملاحظة . تبعن » ف الحقيقة › أن مفهوم التراص العدودي لفضاء طو بولوجي 
مفهوم ليس جد طبيعي ول ينجح مثلا نجج مفهوم التراص . والواقع أن هذا 
المفهوم قد ظهر «عفويا» . ويرجع ذلك إلى كون الفضاءات المترية (کا هو 
الحال بالنسبة للفضاءات ذات الأساس القابل للعد) تجعل هذين المفهومين 
متطابقين (سنبرهن على ذلك في البند الموالي) . من جهة أخرى كان مفهوم 
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التراص قد أدخل في البداية» بالنسبة للفضاءات المترية» للتعبير عن 
الخاضية القائلة أن كل ار ر غير امي من مل هذا ا 
نقطة تراكم » وذلك هو حال مفهوم التراص العدودي . إن التوسيع «التلقائي» 
لمذا 4 من حالة الفضاء المتري إلى حالة فضاء طوبولوجي» هو 
الذي أدى إلى بروز مفهوم الفضاء الطوبولوجي المتراص عدودياً . نجد 03 
المؤلفات الرياضية » وخاصة غير الحديثة منباء لفظ «التراص» يقصد به 
عادة «التراص العدودي» أما الفضاءات الطوبولوجية» المتراصة طبقاً 
لفهومنا هناء أي الفضاءات التي تحتوي كل تغطية مفتوحة لما على تغطية 
منتبية فتسمى في تلك المؤلفات الفضاءات «المتراصة ثنوياً» ۴ تسمى 
الفضاءات المتراصة لموسدورف (أي المتراصات) «لمتراصات ثنوياً» » 
حيث ي#خصص مصطلح «متراص» لفضاء متري متراص . ستعمل هنا 
المصطلحين الواردين أعلاه (التراص والتراص العدودي) ؛ وبالإضافة إلى 
ولاك سي الفا ات اة ارا مو سات اه 316 سات 
مترية» إذا وجبت الإشارة إلى وجود مسافة . 


5. الجموعات شبه المتراصة 


إذاذ كانت 0 د لموسدورف :1 E‏ 
: وا کک ومتراصة 5 نفس الوت ورم ذلك 0000 
يكون الملاصق [98] لمثل هذه الجموعة 4د في 7 ا اا 
ذلك هو حال کل جموعة جزئية محدودة ق المستقيم العددي أو ق فضاء 
ذي « بعداً. وهكذا نصل إلى التعريف الموالي : 
تعريف . نقول عن جموعة 34 محتواة في فضاء طوبولوجي 7 إنها شبه متراصة 
(أو متراصة بالنسبة ل7) إذا كان ملاصقها في 7 متراصاً. ۴ نقول عن 
جموعة 96 إنها شبه متراصة عدودياً في 7 إذا كانت كل جموعة جزئية غير 
منتبية 4 د 4 تقبل على الأقل. نقطة ترام (تنتمي أو لا تنتمي إلى ما) . 
إن مفهوم شبه التراص (على العكس من مفهوم التراص) مرتبط بشكل 
واضح بالفضاء 7 الذي نضع فيه المجموعة المعطاة. إن مموعة الأعداد 
الناطقة مثلاً » المنتمية للمجال (0,1) شبه متراصة» إذا اعتبرناها مجموعة 
138 


جزئية من المستقيم العددي » لكا ليست شبه متراصة إذا اعتبرناها جموعة 
جزئية من فضاء الأعداد الناطقة . 


إن مفهوم شبه التراص ذو أهية كبرى في حالة الفضاءات المترية التي 
سنتعرض للا في البند الموالي . 


8. التراص في الفضاءات المترية 
1. الجموعات المحدودة كلية 


ا كانع المفنارات القرية ا اة دن المكناءات ال رة 
فإن كافة التعاريف والنتا المعروضة في البند السابق قائمة في الفضاءات 
المترية . نحن ا خضوض الفضاءات المترية إلى أن مفهوم التراص مرتبط 
ارتباطاً قوياً بمفهوم الجموعة الحدودة كلية والذي ندخله فها يلي : 


لتكن 34 جموعة كيفية من فضاء متري #ء وليكن م عدداً موجباً 
كيفياً . نقول عن المجموعة 4 د۸ انها ه- شبكة في 34 إذا استطعنا من 
أجل كل نقطة × د۸ إيجاد نقطة م ديمء على الأقل» تحقق 
۾ > (,»«يع. (ليس من الضروري أن تكون المجموعة 4 محتواة في 84 » بل 
يكن لا ألا تلتقى ب ۸ ؛ ومع ذلك إذا وجدت م- شبكة 4 في 34 فإنه 
يكن إنشاء ع 2-شبكة 8 د 36) . 


فثلاً نلاحظ أن نقاط المستوى التي لما إحداثيات صحيحة تشكل 
و - شبكة لهذا التو تقو عن وة يز إن وة كلية إذا اطعا 
من أجل كل ع > 0» إيجاد م - شبكة منتبية في 24 . 

من الواضح أن كل جموعة محدودة كلية جموعة محدودة (محتواة في كرة) » 
بصفتها اتحادا منتبياً مجموعات مخدودة. إن القضية العكسية غير صحيحة 
عوماً» ا يبين ذلك المثال 2 التالي . 
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من المفيد عادة أن نضع نصب أعيننا الملاحظة البديهية التالية : إذا 
كانت جموعة 84 محدودة كلية فإن ملاصقها محدود أيضاً كلية . 

من تعر يقب جموعة محدودة كلية ينتج مباشر: 5 أنه إذا کان الفضاء المتري 
و الخد كار لكك باد د فقن . لرؤية ذلك ننشئ في ۸ ۾ - شبكة 


من أجل كل قيمة لل : إن إتكاد هذه الي - شيكةء من أجل کل قم «» 


لقصل قبل اتا قاب اللعد ,ا المظيية 104 ب ان ع ناه 
متري Es‏ 


مثال 1. إن القول في فضاء إقليدي ذي ۸ بعد بأن جموعة محدودة كلية 
يكاى القول أنه محدودء أي أنه نه يكن وضع هذه المجموعة في مكمب كبير 
بكفاية . ذلك أننا إذا جرأنا هذا ا إلى مكعبات صغيرة طول أضلاعها ع 
فإن رؤوس هذه المكعبات نشكل م شبكة منتبية من أجل المكعب 
الأول» وبالتالٍ » من أجل 1-7 وة تقع داخل هذا الكعب. 
مثال 2. يئل سطح الكرة 5 التي نصف قطرها 1 جموعة محدودة في الفضاء 
و » لكنها ليست محدودة كلية . لرؤية ذلك نعتبر في 5 النقاط : 

(... ,0 ,0 و... و0 ,0 ,1( = e,‏ 

%.. ,0,0 ,... ,1,0 ,0) = يع 


إن المسافة التي تفصل كل نقطتين ,© و م٠(‏ + ") من هذه النقاط 
تساوي 12. يثبت ذلك أنه لايوجد في 5 أية ه - شبكة من أجل ا > ء. 
مثال 3. نعتبر في را المجموعة × المؤلفة من النقاط : 
)***< وو < X = (X1, X2,‏ 


التي تحقق الشروط : 
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...يو > امعاى..., ف > اوها ,1 > ارا 

تسمى هذه المجموعة متوازى السطوح الأساسي (أو «البلاطة 
ال ميلبيرتية» ) للفضاء ا . وهو يقدَّم كمثال جموعة بعدها غير منته ومحدودة 
كلية . لليرهان على آنا حدودة كلية ز e‏ التالية : 


لتكن م > 0 . نختار م بحيث 5 > د . نلحق بكل نقطة : 
X = (Xi, X2, <s Xn <°)‏ )1( 
من » نقطة : 
(Xj, X2, < Xp, 0, ..(‏ = *ير )2( 


من نفس الجموعة ». عندئذٍ يأتي : 








5 > طبر > + Q(x, x*) = a ١‏ 
k=n +1 k=n‏ 
ا E‏ جموعة 0 ذي ۸ 0 . نختار في 77 5 - 
شبكة منتهية . من الواضح TT‏ اجرف 


7 


2. الفضاءات المحدودة كلية والتراص 
نظرية 1. إذا كان الفضاء المتري ۸ متراصاً عدودياً فإنه فضاء محدود كلية . 
البرهان ٠‏ نفرض أن الفضاء ۸ غير محدود كلية . هذا يعني أننا ستطيع » من 
أجل عدد وء > 20 إيجاد ره - شبكة منتهية في ۸ . لتكن ره نقطة كيفية في 
R‏ . توجد على الأقل نقطة في ۸ » نرمز طا بيه »2 تحقق مه < (ره 006 
(وإلاً فإن النقطة ,© تشكل مه - شبكة من ۸) . بنفس الطريقة يكن أن نجد 
في 8 نقطة وه بحيث : م6 > as)‏ ,,@(@ 3 مع > (وه »)ل ؛ ولو لم يكن الأمر 
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كذلك لكانت ثنائية النقطتين 4 » d2‏ مجم — شبكة من R8‏ . إذا كانت 
النقاط @k‏ ءءء و81 مثبتة نختار نقطة R3 dk+1‏ بحيث : 


0)© : , 4 م6 > (رب+ع‎ , Vi = 1,2, ak 


نحصل بہذه الكيفية على متتالية غير منتهية ... ,ره ,» ليست لا أية 
نقطة تراك » وذلك لأن: مه < (ره ,»)ج من أجل ر+:. لكن الفضاء م 
لايصبح فضاءً متراصاً عدودياً في هذه الحالة . إنتبى البرهان . 


وهكذا بيناء بالنسبة للفضاءات المترية» أن التراص العدودي يستلزم 
خاصية الحد كلية التي تستلزم بدورها وجود أساس قابل للعد. 


من النظرية 10» 68 نستنتج ما يلي : 


نتيجة . كل فضاء متري متراص عدودياً فضاء متراص . 


كنا برهنا على لزوم توفر خاصية الحد كلية في فضاء متري حتى يكون 
متراصاً . إن هذا الشرط غير كاف ؛ نلاحظ مثلاً أن جموعة النقاط الناطقة 
5 قطعة المستقيم ]1 ,0[ المزودة بالمسافة المعتادة فضاء محدود كلية » لكنه 
غير متراص : متتالية النقاط : 
;4142 ,0 :0,414 :0,41 ;0,4 ;0 
المنتمية لهذا الفضاءء أي متتالية القيم العشرية التقريبية بقيم أصغر 
للعدد : 1 - ٠۷2‏ متتالية ليست لها نقطة تراك في هذا الفضاء. لدينا رغم 
ذلك النظرية التالية : 


نظرية 2. لي يكون فضاء متري ۸ متراصاً يلزم ويكفي أن يكون في آن 
واحد : 

1) محدوداً كلية . 

2 تاماً . 
البرهان. برهنا سابقاً على ضرورة الشرط (1). أما ضرورة الشرط 2) فهي 
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بديبية » ذلك أنه إذا كانت (,*) متتالية لكوشي غير متقاربة في ۸ فلا يكن 
أن تكون لطا في ۸ نقطة ترام . 

لتقيف الآ أنه اذا كن الفا 8 دود كلد وتام فاته مرا 
ل ا ب أن نبرهن على أن ۸ متراص 
عدوديا » أ ي أن كل متتالية (,*) من نقاط ۸ تقبل على الأقل نقطة ترام . 

ين ل ا ی خوك لاإ و كر ملم ت کا 
كان قدة "هذه الک ات مقي وغد الكات تغطي كل الفضاء 8 فإن 
هناك واحدة منها على الأقل» نرمز لما ب 8 » تحوي متتالية جزئية غير 
منتهبية ... ,)× .... ,× من المتتالية ا نختار بعد ذلك فى ,8 
2 - شبكة ونحيط كل نقطة منها بكرة مغلقة نصف قطرها 3. هناك على 
الل لها ديه »> تحوي متتالية جزئية غير منتهية 
... ,© ,م« ,... ,2× من المتتالية (00,*]. بنفس الطريقة نجد متتالية جزئية غير 
منتبية ثالغة ... و60 بر ,... x,‏ من fe.)‏ 3 اه 


نعتبر الآن مع كل كرة ,8 كرة مغلقة ,4 لما نفس المركز ونصف قطر 
,4 أكبر مرتين من نصف قطر ,8. ندرك حيئئذٍ أن الكرات ,4 
متداخلة . ا أن القضاء 8 تم فإن التقاطع 4 06 غير خالل ويحوي نقطة 
وحيدة 0< . 

إن هذه النقطة نقطة ترام للمتتالية الأولى (,*] لأن كل جوار لم 
يحوي كرة +8 » وبالتالي » متتالية جزئية غير منتهية 0,*] من المتتالية 
{xn}‏ 


3. الجموعات شبه المتراصة فقي فضاء متري 


الجزئية من ا طوبولوجي كيغي قائم بصفة ا بالنسبة اا 
الجزئية من فضاء ماري . بالإضافة إلى ذلك » يتصح في حالة الفضاءات 
المترية أن هناك تطابقاً بين مفهوم شبه التراص ومفهوم شبه التراص العدودي . 
ندر ينا أن فن إل القطنية: البسيطة .والماعة: الثالية:, 
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نظرية 3. لكي تكون جموعة 4 محتواة في فضاء متري تام ۸ شبه متراصة 
يلزم ويكفي أن تكون هذه المجموعة محدودة كلية . 

يأتي ذلك مباشرة من النظرية (2) ومن كون كل جموعة جزئية مغلقة في 
فضاء متري جموعة تامة . 

تكمن أهية هذه النظرية في سهولة ام أن مجموعة معطاة محدودة 
كلية بالمقارنة مع البرهان المباشر على أنها شبه متراصة » وهذا في أغلب 
الحالات. ومع ذلك إذا تعلق الأمر بالتطبيقات في التخليل الرياضي فإن 
شبه التراص أهم عادة من الحد الكلي . 


4. نظرية آرزيلا (فمسم) 

إن مسألة معرقة ما إذا كانت جموعة ما في فضاء متري جموعة 
متراصة أم لا ليست نادرة في التخليل وو و E‏ 
النظرية 2 قإن هناك عراقیل تواجهنا في ذلك . ولذا من المفيد بالنسبة 
'للمجموغات الحتوية فى فضاءات ملموسة أن نبحث عن معايير خاصة 
وعملية نحدد بها 0 (أو شبه التراص) . 

إذا كان الفضاء المعتبر إقليدياً بعده ۾ فإن القول بأن جموعة شبه 
متراصة يكاف  »‏ رأينا مسابقاً » القول أنها جموعة محدودة. لكن هذه النتيجة 
خاطئة عوماً في الفضاءات المترية الأخرى . 

من أه الفضاءات المترية المستخدمة فى التحليل هو الفضاء [6.ه]ن . 

هناك مقياس هام وكثير الإستعمال لمعرفة ما إذا كانت جموعة جزئية من 
[8.ه]© شبه متراصة أم لاء وهو يكن في نظرية آرزيلا . 

لصياغة هذه النظرية ل بد هن تقدم المفهومين التاليين . 

نقول عن جماعة © من التوابع م المعرّفة على قطعة المستقيم [ط ,ه] أنه 
محدودة بإنتظام إذا وجد عدد × بحيث: 


lool > K 


وذلك من أجل كل × 3 [ط,ه] وكل تابع م 3 ©. 
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نقول عن جماعة إه) = © إنها متساوية الإستمرار إذا استطعنا من أجل 
كل ع > 0 إيجاد عدد 8 > 0 بحيث : 
ع > د)م - lox)‏ 


وذلك من أجل کل نقطتين X1‏ و2 من ]ذb [a,‏ تحخققان : 8 > 0(x1, X2)‏ ومن 
أجل 2 تابع م 3 © . 


نظرية 4 (آرزيلا) . لكي تكون جماعة © من التوابع المستمرة المعرّفة على 
قطعة المستقيم [6.8] شبه متراصة في [4.5]© يلزم ويكفي أن تكون هذه 
اجماعة محدودة بانتظام ومتساوية الاستمرار. 


البرهان . الشرط لازم . نفرض أن الجماعة © شبه متراصة في [4.5ه]© . 
ينتج من النظرية السابقة » 7 أجل كل ع > 0» وجود 5 شبكة منهية منتهية 
عه ,... روب ,رب من اججماعة ©. أن كل تابع رب من هذه التوابع محدود بصفته 
تابعاً مستمرا على القطعة المستقيمة [5,©]؛ 

Ki‏ = )رما 


نضع د + max Kı‏ = × . من تعريف ال د - شبكة يأتي من أجل کل 
م 3 @» وحود تابع :م على الأقل يحيث : 


(e, 9) = max p(x) — o; (*) < 


واا 
lp(| + $ > K; + 3 = K‏ = اما 


وبالتالي فإن الجماغة © محدودة بانتظام . 
على القطعة [5.ه] وعليه فهو مستمر بانتظام على هذه القطعة. إذن من 
أجل كل ِ يوحد ,8 نبحيث : 
ِ > 2×( - )با 
5 حالة : ;6 > أو - |x‏ 
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نضع ,8 هنم = 8. وليكن م كيفياً تابعاً من الجماعة ©. نلحق بهذا التابع 
تابعاً :4 يحمق د > (:% ,0(0 . عندئذٍ » من أجل 5 > أوعد - ,دا لدينا : 


e; +‏ - )يها + (x‏ - )ا > )م - رهما 
8= 3 + 3 + 3 > :)م - 2«)رما + 


ومنه يأتي الإستمرار المتساوي لجاعة ©. 

الشرط كفي . لتكن © جماعة توابع محددة بانتظام ومتساوية الإستمرار. 
إذا استندنا إلى النظرية 3 وجدنا أن لإثبات شبه تراص هذه الجماعة في [ط ,۾]° 
يكفي أن نثبت » من أجل كل ع > ٠0‏ وجود ع - شبكة منتهية ف C[a, b]‏ . 
ليكن : 
K‏ > أمد)ما 

من أجل كل التوابع م د ©» وليكن 6 > 0 بحيث يكون : 

> )م = (*)ما 

من أجل ة > ارد - ,ا ومن أجل كل م د ©. نقسم القطعة [ط,ه] من 
الحور × بواسطة النقاط 8 = ۾× > ... > × > × > ره = و× إلى مجالاات 
أطوالما أصغر من 8 ونرسم عبر هذه النقاط مستقيات شاقولية . نقسم بعد 
ذلك القطعة 8 K,‏ -] من احور بر بواسطة النقاط : 

Jo= — K< yı < J2 < ...< Jm = K 
إلى مجالات أطوالما أصغر من < ونرسم عبر هذه النقاط مستقيات أفقية‎ 
منقسهًا إلى مستطيلاات‎ - K> ر‎ > K » as <> 85 : وهكذا ر يصبح المستطيل‎ 
مك أطوال :أضلاعها. الأفقية اعيضر فن :واطزال. اضلدعها. العاترلية‎ 
أصغر من ج . نلحق بكل تابع ۾ د © خط متكمراً )ب رؤوسه هي النقاط‎ 
(مد)با من أجل‎ - v(x) <2 أي حَقَدُ د الشبكة المشيدة » نحيث يكون‎ (Xk, YI) 
ج > المع)ب - رعهما‎ 
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W(x« +|-<‏ - (ربععها 
lp(x) - q(x 4Î >‏ 


عد > le) - v4‏ 
لا كان التابع («)ب خطياً بين النقطتين ع« و »× فإن: 
ع < p(x) - w(x)‏ 
وهذا من أجل كل × 3 [إبم×,ء×]. 
نعتبر الآن نقطة × كيفية من القطعة [ط,ه] و »× النقطة من 
«*,... ,رود الأكثر قربا من × من جهة اليسار. لدينا عندئذٍ: 
ع ك الس)س- x)‏ )را + (x +) (= yp) x‏ - )ما ک اس)ب- دعسا 


وبالتالي فإن الخطوط المنكسرة (×)س تشكل ع - شبكة في ص . من الواضح 
أن عددها منته . ومنه يأتي أن الجماعة © محدوده كلية . وبذلك ينهي 
البرهان . 


5. نظرية بيانو (م«هة۴). لنبين كيف يكن تطبيق نظرية آرزيلا باعتبار مثلاً 
نظرية الوجود التالية الخاصة بالمعادلات التفاضلية العادية ذات الطرف الثاني 
ال 
نظرية 5 (بيانو) . لتكن المعادلة التفاضلية : 
d‏ 
(2.*)/ = يعو (03 
إذا كان التابع f‏ مستمراً في ساحة محدودة ومغلقة © فإننا نستطيع من 
أجل كل نقطة (مر,م») داخل هذه الساحة إيجاد منحن تكاملي (على 
الأقل) للمعادلة المعطاة يمر يبذه النقطة . 


البرهان . لما كان التابع ر مستمرا في ساحة محدودة ومغلقة فهو محدود: 
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ثابتا = 84 > ا( ,)۸ا 


نردم عبر النقطة (مر,م×) مستقيمين معاملاها الزاويان 4 ]8 -. ثم 
نرسم شاقولين ۾ =× وط =× بحيث يكون المثلثان المشتركان في الرأس 
(مر.ه×) والمعينان بهذين المستقيمين والمستقيمين السابقين واقعين بأكملهما 
وا الاج 


مل ثنائية “هديق المتلتين: رة فة 4 

نرسم من أجل المعادلة المعطاة خط منكسراً يسمى خط أولر (موان8) 
وذلك ا يلي : نرسم عبر النقطة (مر,م×) مستقياً معامله الزاوي (0نز.و«)ر» 
الزاوي در رع«كرء وعبر نقطة كيفية (رر,ر×) من هذا المستقيم نردم مستقميا 
جديدا معامله الزاوى (بر.ر«)/ء الخ. نعتبر الآن متتالية خطوط أولر 
المنكدرة بد :ولا رولا: رط المتارة بالتقطة: ورم .ومست يكون اکر طول 
»1 سعى إلى الصفر عندما يسعى + إلى ٠‏ . نرمز ب بم للتابع الذي يثل 
البيان »1 . إن التوابع .....م .... ,د .... ١,‏ تمتع بالخواص التالية : 

1) انها معرّفة على نفس القطعة المستقيمة [5,.ه]. 

2 انها محدودة بانتظام . 

8 اتا متساونة ال را 


بالإستناد إلى نظرية آرزيلا فإننا شتطيع استخراج من المتتالية (.م) 
متتالية متقاربة بانتظام نرمز لما ب ... ,۳ 9 ,2م ,م . 


۰ ۳)×( = e 10 : نصح‎ 


من الواضح أن : مر = 0*)ب. يبقى أن نتأكد من أن التابع ۾ يحقق على 
[ط ,ه] المعادلة التفاضلية المعطاة. من أجل ذلك يجب أن نثبت» من أجل 
كل ۾ > 0غ أن لدينا : 


p(x") - )م‎ 
x — Xx 


00 "62 (x) <€ 
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بمجرد أن يكون الفرق |× - ”دا صغيراً بكفاية . لهذا الغرض ينبغي أن نبين 
أولاً بأن لدينا المتراحة التالية من أجل © كبير بكفاية : 


(K(x) — 0و‎ 
0 o) ~9 «4 0 - f(x, (x) > ع‎ 





بمجرد أن يكون الفرق |× - “دا صغيراً بكفاية . 
ما كان التابع م مستمرا في الساحة © فإننا شتطيع» من أجل كل 
ع > 0 إيجاد ٠‏ > 0 بحيث ((«)ب = 'ر) : 
ع + زر , “)1 < f(x,y)‏ > ع - f(x,y)‏ 
وذلك عندما يكون : 
2 > ار ديرا 
MH‏ 4 > ابر برا 
إن جموعة النقاط (ر») د م الحققة لماتين المترااحتين تمثل مستطيلاً © . 
لیکن ع عددا كبيراً بكفاية بحيث » من أجل Kk‏ > 2 نجد: 


p(x) > 485‏ + دعسا 


ونجد أطوال الأجزاء من الخط المنكسر كلها أصغر من 8. حينئذ 
تكون الخطوط المنكسرة لأولر )نو (مع ۸ > )K‏ من أجل 20 > اد -عراء 


واقعة كلها داخل 0 . 
ومن جهة أخرى» لتكن (رب ۸ط ,ب,4) ,... ,(رط ,,ه) ,(0ظ .40) رؤوس الخقط 
المنكسر +2 وليكن : 


do ع‎ <' > dı > d2 > ... > 947 > <'"' ع‎ darı 


(نفرض للتوضيح أن × < ”يد؛ إذا كان # > ”× فإن الاعتبارات ماثلة 
لحالة د < ”») . عندئذٍ» لدينا من أجل التوابع م الموافقة لذلك : 

g(a) - p(Kx') = ,وهال‎ 60)» - x’) 

Xar ع زرع )ام - نب‎ fai, bI(airı ~ (به‎ ;i =1,2,..,n — 1 

lp0(x") = p(K(a,) = f(an, bn)(x" — an) 
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ستنتج من هذه العلاقات من أجل > أ را 


f(x,y) — ea — x) < pKa) — p(x) < [f(x', y”) + ea — x) 


[f(x', yJ) — e @i+ı — a) < QFK(@; +) - (F(a; ) 
< f(x’, y) + ear, — a;)ji= 1,2, ...,n —1 
f(x,y”) — e](x”" — an) < p(x") — pan) < [f(x', y') + ex" — an) 
: بجمع هذه المتراجمحات طرفاً طرفاً نحصل على‎ 
] (ابز, بال‎ — e(x" — x) < p(x") — p(x) < f(x", y’) + ex" — x”) 
. وهو المطلوب‎ 
نشير إلى احتال تقارب متتاليات جزئية مختلفة من خطوط أولر المنكسرة‎ 


نحو حلول مختلفة للمعادلة (). ومنه ستخلص أن الحل المار بالنقطة 
(وبرءه*) للمعادلة (بر.,«//ر = 'ر ليس وحيدا عوما. 


6. الإستمرار المنتظ . التطبيقات المستمرة في المتراصات المترية . 


هناك فيا يخص التطبيقات من فضاء مترى فى آخر» وبصفة خاصة 
التوابع العددية المعرّفة على فضاء متري » بالإضافة إلى مفهوم الإستمرار 
مفهوم آخر له معنى ويلعب دوراً هاما في التحليل . هذا المفهوم هو مفهوم 
الإستمرار المنتظم . نقول عن تطبيق ۴ من فضاء متري × في فضاء متري 
لا إنه مستمر بانتظام إذا استطعنا» من أجل كل ع > 0» إيجاد 6 > 0 بحيث 
Qı(xı, x2) > 6‏ يستلزم ع > F(x), F(x2))‏ )يه (يرمز هنا ,م للمسافة على × ` 
و بع للمسافة على 7) » يتعلق هنا العدد 6 فقط بء ولا يتعلق ب« ور×: 


رين . انت أن التابع اي [(09- وفك EO‏ اعرف على الفضاء 
C{a, b]‏ تابع مسكمم بانتظام 


لدينا النظرية التالية فيا يخص التطبيقات المستمرة في المتراضات الترية؛ 
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قطلعة س 


نظرية 6. كل تطبيق مستمر من متراض متري في فضاء متري تطبيق مستم 
بانتظام . 
ٍ مم 


البرهان . لیکن ۴ تطبيقاً مستمراً وغير مستمر بانتظام » من متراص متري × 
ف :قضاء متري ا . هذا يعني أن من أجل »> 0 ومن أجل كل عدد 
طبيعي ٠۸‏ يكن أن نجد في × نقطتين ,× و ,× بحيث: 


1 
م6103‎ x) < n 


على الرغم من أن 


@(F(xn), F(x4)) >€ 


(يرمز بم للمسافة على × و رع للمسافة على 384) . بالإستناد إلى تراص 
× » نستخرج من المتتالية [,*] متتالية جزئية [.,*] متقاربة نحو نقطة 
× د ۸ . حينئذٍ تتقارب المتتالية [,,'*) نحو نقطة × . من جهة أخرى» من 
أجل كل قيمة » تحقق إحدى المتراححتين على الأقل : 


(F(x), (ل,)”‎ > > 

F(*), F(a) < 3‏ )يو 
وهذا يناقض الفرض القائل أن التطبيق ۴ مستمر عند النقطة × . 
7. نظرية آرزيلا المعممة . 


ليكن × و۲ متراصين متريين و بر٣‏ مموعة التطبيقات المستمرة f‏ من 
× في ۲ . ندخل في بر٤‏ مسافة بواسطة الدستور: 


(f, £) = sup 0)), (()ع‎ 
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نظرية 7 (نظرية آرزيلا المعممة) . لكي تكون جموعة 2 د بر١‏ شبه متراصة 
يلزم ويكفي أن تكون التوابع ۶ المنتمية إلى 8 متساوية الإستمرار . 
يعفي ذلك أن من أجل كل ع > 40 يوحد 5 > 0 بحيث : 
(x, x”) < 8‏ )4( 
تستلزم : 
ع < g(f(x),f(x"))‏ )5( 
مہما كانت التوابع f‏ د « وممما كانت النقطتان '× و“*ا في . 


البرهان . نبرهن على ضرورة الشرط ۴ ورد في النظرية 4. 
< لنثبت أن الشرط كافب. من أجل ذلك قدد ممح في الفضاء ب۸ 
المؤلف من كل التطبيقات من المتراص × في المتراص 7 » ونزوده بنفس 
المسافة المزود بها © : 

QU: 8) = sup e(f(), g(x)) 


لندرهن على أن الجموعة 2 شبه متراصة في بي . لما كان برت مغلقاً 
٤‏ × 1( فإن شبه تراص المجموعة D‏ ف M xy‏ يستلزم شبه تراصها ق Cxy‏ . 
ليكن ء > 0 كيفياً » نختار 5 بحيث تنتج المتراحة (5) من المتراجحة ) 
وذلك من أجل كل f‏ د ه و × » ”× في . من السبل أن نرى بأن × 
يكتب على شكل إتحاد منته لجموعات غير متقاطعة ,8 بحيث يكون: 
8 > ,سين عند إتقاء × و ”د إلى :5 . لرؤية ذلك يكفي اختيار النقاط : 
.... .»د بشكل يجعلها تكون 3 - شبكة في آء ثم نضع مثلاً : 


8 
E; = (x:5) لا‎ 2) 3 
2 م‎ 2 


() ذلك لأن نهاية متتالية متقاربة بانتظام من التطبيقات المستمرة تطبيق مستمر . إن هذه 
القضية تعميم لنظرية معروفة في التحليل» والبرهان علها يتم بالضبط كبرهان النظرية المشار اليها. 
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حيث (8)<:,8/2 كرة نصف قطرها ٍ ومركزها ,*«. 


نعتبر الآن في المتراص ۲ ع - شبكة منتهية كيفية : برر... .وبر .وبر ولتكن 
جموعة التوابع (»)ي التي تأخذ على المجموعات ,م القم رر. من الواضح 
أن عدد هذه التوابع منته. لنثبت أنها تؤلف 28 - شبكة ل2 في +4 . 
من أجل ذلك نعتبر f‏ 3 2 . بكل نقطة ,د من [م×...,,«) نلحق نقطة رر 
من إررز.... ,1بز] نحيث : 


e‏ > (ز«,(:*)ل)ع 


ليكن ۾ 3 1 التابع الختار بحيث رر = ( »)۾ . عندئذٍ إذا كان ¡ غفتاراً بجيث 
يكون ‏ 3 ,85 فإن : 


C(O, £00) = g(Ax). fx) + gfx), ((:«)ع‎ + g(g(x:), g(x)) < 2 


ومنه يأتي أن الجموعة المنتبية 1 تشكل 28 - شبكة للمجموعة « بحيث 
أن « شبه متراصة في ,»8 » وبالتالي» في بر٥‏ أيضا. 


P= )كر‎ 

من القطعة م >: كى في فضاء متري ۸ . عندما (يردم» ۽ القطعة 

للذكورة من 6 إلى 5 فإن النقطة م الموافقة ل اتريم) ف الفضاء ۸ 
«منيجنياً مستم راا . سنمطي تعاريف متينة للأفكار المعروضة هنا بصفة 
سطحية . إن الإتجاه الذي تتبعه نقطة أثناء رسمها لمنحن هام. وهكذا فإن 
المجموعة الممثلة في الرسم 12 والمرسومة في الإتجاهين المعينين على الرسمين 13 
هه ا ات جور لهل وا عاو قاري ان نيلها إن تناح لك 
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و14 سنعتبرها مئل منحنيين مختلفين خضل عل كال فان وعتبان: الان 
الحقيقي اعرف على القطعة [0,1] والممثل في الرسم 15. يعرف هذا التابع 
«منحنياً» يقع على القطعة [0,1] من المحور برء لكنه يخالف هذه القطعة . 
وهو مرسوم مرة واحدة من النقطة 0 إلى النقطة 1 لأن القطعة [8 ,4] 
مرسومة ثلاث مرات (مرتين من الأسفل إلى الأعلى ومرة من الأعلى إلى 


الأسفل) . 
٩%‏ 
5 ص 
الرسم 12 الرسم 13 الرسم 14 


ورغم ذلك إذا كان اتجاه الرسم ثابت فإننا نعتبر اختيار «الوسيط» + ا 
لو لم تكن له أهية . فالتابعان الممثلان على الرسمين 15 و 16 مثلاً يعرّفان نفس 
«المنحنى» الواقع على احور ر رغم أن قم الوسيط ؛ الموافقة لنقطة 8 

من المنحنى يمكن أن تكون مختلفة في حالتي الرسمين 15 و 16.وهكذا نلاحظ 
ن النقطة 4 توافقها على الحور ؛ نقطتان معزولتان في الرسم 15» وتوافقها 
في الرسم 16 نقطة معزولة وقطعة مستقيمة على يين هذه النقطة (إذا رم » 
هذه القطعة فإن نقطة المنحنى تبقى ثابتة) . (إن قبول مثل هذا القطع 
المستقيمة التي تب تثبت عليها النقطة )/ = م سيكون ذا فائدة لدى دراسة 
تراص جماعة منحنيات) . 
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لننتقل إلى التعاريف الشكلية . نقول عن تابعين مستمرين : 
P= f'( )‏ و f"(1”)‏ > 
معرّفين على التوالي » على القطعتين 'ط > ۲ > ٢ف‏ و “8 > ”ا > ”6 ويأخذان 
قيمهما في الفضاء المتري 8 » نقول أنها متكافئان إذا وجد تابعان مستمران 
)و = ۲ و )"و = "1 
معدفان على قطعة ط >؛ كه ويحققان : 
Ç'(b) = b’‏ ,له = (a)‏ 
a’, ¢"(b) = b'"‏ فت '(a)‏ ¢ 
f(o'(9) = f"(0"(9)‏ 
مبما كان + 3 [ط,ه]. 
من السبل أن نرى بأن علاقة التكافؤ المعرفة بهذه الطريقة علاقة 
انعكاسية (/ ي“ /) وتناظرية (إذا كان م مكافتا ل" فإن "ر یکا ر) 
0 000 7 وق "ر و "۶ يستلزم تكافؤ / و”/) . ولذا فإن 


التوابع : تنقسم إلى صفوف توابع متكافئة فيا بينها. يعرف كل 
د ال ا و ا 


E EY‏ بير دم المعّف على قطعة كيفية [6',80]» يمكن أن 
نلحق به تابعاً + : له ومعرفاً على القطعة [0,1] -[”8.”ه]. لرؤية ذلك 
يكفي أن نضع() : 
“هلجع (Û = (b' - a)‏ = 1 
t‏ = )1(" = "1 


وبالتالي فإنه الإ : تمثيل كل منحن وسيطياً بواسطة تابع معرّف على 
القطعة [0,1]. 


(1) نقرض ط >4 . م e‏ التي تكون فیا «المنحنيات» مؤلفة من نقطة 
واحدة » وهى المنحنيات حر أ علما إذا كان التابع ۶)١‏ ؛ثابتاً على [5.]. مع الملاحظة أن ذلك 
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ولذانه نتن لقيش أن نمقي O‏ رق الولف عن E E E‏ 
f‏ من القطعة [1 ,0] = 1 ٤‏ 8 » والمزود بالمسافة : 


(2)ع g8) =sup e(KD,‏ :)و 
نقول أن متتالية المنحنيات ... , ,5 .... ,ر1 ,1 متقاربة نحو المنحنى 18 » 


إذا كانت المنحنيات ,1 و1 تمثل وسيطياً بالتوابغ : 


P= f(D 0> 1> [1 
P= f) ,0> > [1 


بحيث 0+ (/رم)و لا هه جام . 


بتطبيق نظرية آرزيلا المعممة (النظرية 7» 78) نبرهن بسهولة على 
النظرية الموالية . 


نظرية 1. إذا كانت متتالية المنحنيات ... , و1 .... ,د1 ,£ المنتمية إلى المتراص 
× تقثل وسيطياً بتوابع متساوية الإستمرار على القطعة [0,1] فإنه يكن 
استخراج متتالية جزئية متقاربة من هذه المتتالية . 
نعرّف الآن طول منحن وسيطياً بالتابع : 
5 > كه , P= f)‏ 


على أنه الد الأعلى للمتجاميع : 
(f(t -0, 1(1)‏ ۶ 


i =1‏ 
حيث + نقاط تخضع للشروط التالية لاغير : 
b‏ = وا ع* ... &S‏ ثم > ... >> 1غ ع مغ > م 

سن السبل أن نرى بأن طول منحن لا يتعلق بتشله الوسيطي . 
بالاقتصسار عن القثيلات الوسيطية بواسطة توابع معرّفة على انقطعة 1 ٠0,‏ 
يكن أن نبرهن بسبولة على أن طول منحن تابعية نصف مستمرة من الأدنى 
تتعلق در (قي الفضاء (Cı‏ . إذا استعملنا اللغة اطندسية ستطيع التعبيير 
على هذه النتيجة من خلال النظرية التالية المتعلقة بنصف الاستمرار : 
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نظرية 2. إذا كانت متتالية المتخنيات [,28! متقاربة نحو منحن 28 »2 فإن 
طول المنحنى 5 أصغر (أو يساوي) من النباية الدنيا لأطوال المنحنيات 
IL‏ 
نعتبر الآن» بصفة خاصة» المنحنيات ذات الأطوال المنتبية . ليكن 
منحن قابل للتمثيل الوسيطي : 
> >دم, PAD‏ 


إن التابع مر» المعتبر على القطعة [7 ,ه] فقط » حيث 5 >7 كه» يعرف 
«القطعة الابتدائية» لهذا المنحنى من النقطة : 


Pa = f(a) 
: إلى النقعلة‎ 

Pr = f(T) 
: لیکن‎ 

(6)7 عاو 


طول هذا المنحنى . نتأكد سمولة من أن : 
[1)5-م1/ = P= g(4)‏ 
قثيل وسيطي آخر لنفس المنحنى . ويرمم الوسيط الجديد ء القطعة : 
3 5د >6 
حيث يرمز 5 لطول المنحنى المعتبر بأكمله . يحقق هذا القثيل الشرط : 
ار - روا ك (5)ع ,لرى)ع)ع 
(القوس لا يقل طولاً عن الوتر) . 
بالانتقال إلى القطعة [1 ,0] نحصل على القثيل الوسيطي : 
FO = g9) , t=‏ سم 
الذي يضق شرط ليعشيتز : 
EF‏ 


e(F(D, F(t)) > Sle, — أيه‎ 


نرى إذن أن كل المنحنيات ذات الطول 5 <۸ » حيث 36 ثابت » تقثل 
وسيطياً بالتوابع المتساوية الإستمرار المعرّفة على القطعة [0,1]. وبالتالي 
تنطبق النظرية 1 على هذه التوابع . 

لنبرز أهية النتاج العامة المحصل عليها في البرهان على النظرية المامة 
التالية : 


نظرية 3. إذا استطعنا في متراص × وصل نقطتين 4 و8 بمنحنيات مستمرة 
طولما منته فإنه يوجد من بين هذه المنحنيات منحن ذو طول أصغر: 


لرؤية ذلك نرمز ب۲ لحد الأدنى لأطوال المنحنيات التى تصل النقطتين 
A‏ و8 ف المتراص × . لتكن ... ,م1 ,... ,د1 ,1 متتالية ات تصل 4 
8 أطوالما تؤول إلى × . اعمادا على النظرية 1» يكن من هذه المتتالية 
استخراج متتالية جزئية متقاربة . بفضل النظرية 2» نرى أن منحنى نهاية 
هذه المتتالية الجزئية لا يكن أن يكون له طول أكبر من ۲ . ٠‏ 


نشير إلى أنه حتى في الحالة التي يكون فيها > طا مغلقا صقو (قابلة 
للمفاضلة عدداً كافياً من المرات) من الفضاء 1 لإقليدي ذي الأبعاد الثلاثة 
فإن هذه النظرية لا تأتي مباشرة من النتاغ المئبتة ف دروس ال مندسة 
التفاضلية » حيث نلجأ عادة إلى الحالة التي ع فا النقطتان 4 و8 
قريبتين بكفاية الواحدة من الأخرى . 
يصبح عرضنا هذا أكثر وضوحاً لو زودنا جموعة منحنيات الفضاء 
المتري ۸ ببنية فضاء متري . إن هذا الأمر قابل للإنجاز» ويتم بتعريف 
المسافة بين منحنيين ,1 و را بواسطة الدستور : 
L2) = Inf e( f, f2)‏ ,ورا )ع 
حيث تأخذ الحد الأدنى على مموعة كل ثنائيات القثيلات الوسيطية 
للمنحنيين ,ا و را المعرّفة بالتابعين التاليين» على التوالي : 
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P= f(D), 0> 1> [1 
P= 0)/ر‎ 0> 1> 1 


إن البرهان على. أن المسافة الواردة أعلذه محقق المسلات المعتادة جد 
يسير باستثناء النقطة التالية : نتعرض لبعض الصعوبات في البرهان على أن 
المساواة : 
C(Lı, L2) = 0‏ 


ستلزم تطابق المنحنيين ,ا و م1 . يرجع ذلك إلى كون الحد الأدنى ف 
الدستور الذي يعرف المسافة (ر1,,1)م يُبلغ من أجل اختيار لائق 


للتمثيلات الوسيطية رر و وم . لكن البرهان على ماقلناه آنفاً ليس هو الآخر 
من البساطة بمكان. 
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الفصل الثالث 
الفضاءات الشعاعية النظيمية والطوبولوجية 


8. الفضاءات الشعاعية 


إن مفهوم الفضاء الشعاعي 11 المفاهيم الرياضية . وسيلعب هذا المفهوم 
دور بارا سواء في هذا الفصل أو في تز الموالية . 


1. تعريف وأمثلة لفضاءات شعاعية 


تعريف 1. نقول عن جموعة غير خالية 1 من العناصر ... ,2 ,نز ,د أنها فضاء 
شعاعي (أو خطى) إذا حققت الشروط التالية : 


) نلحق بكل عنصرين × وير من 1 (بواسطة قانون معين) عنصراً 
وحيدا 2 L3‏ يسمى جموعهما» ورمز له بر +× وتمتع هذه الصلة 
بالخواص التالية : 

1) × جير ير +× (التبديل) 

2 + (ر + )x‏ = (2 + ر) + x‏ (التجميع) 


0 يوجد في 1 عنصر 0 بحيث × = 0+ × من أجل كل × 13 
(وجود عنصر منعدم) . 

4 من أجل كل ×د1» يوجد في 1 عنصر ×- بحيث : 
x +) x) =0‏ (وجود عنصر مقابل أو نظير) . 


11) هبما کان العدد » والعنصر × 23 » يكن أن نلحوٌ بهما (بواسطة 
قانون معين) عنشرا وحيدا 23:6 يسمى جداء العنصر × والعدد 260 
وتمقتع هذه الصلة بالخواص التالية : 
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a(x) = (a Bx (1 
1.x= x 2 
(a + B)x = ax + Bx (G3 


a(x + y) = ax + ay (4 


إذا كانت مموعة الأعداد المعتبرة تضم كل الأعداد العقدية نقول 
الفضاء الشعاعي عقدي» وإذا ضمت الأعداد الحقيقية فقط نقول أ 
الفضاء الشعاعي حقيقي<). ستكون كل اعتباراتنا صالحة للفضا 5 
الحقيقية والعقدية في آن واحد إلا إذا أشرنا لعكس ذلك 

نلاحظ أن كل فضاء شعاعى عقدي يصبح فضاء شعاعياً حقيقياً إذا 
اقتصرنا على الأعداد الحقيقية بدل الأعداد العقدية. 

لنعتبر بعض الأمثلة لفضاءات شعاعية» ونترك للقارئ مبمة التأكد من 
أن كلا منها يحقق المسلات المعروضة أعلاه. 

1. يشكل المستقيم العددي <R!‏ أي جموعة الأعداد الحقيقية مع عليتي 
ا مجع والضرب الحسابيتين المعتادتين فضاء شعاعياً . 


2< تشكل جموعة امل المرتية لم عدداً حقيقياً ( (x1,‏ = × مع 
عليتي المع والضرب بعدد حقيقي » المعرفتين بالدستورين : 


(Xi Xas Xn) وز ).ع‎ sYn) = (X1 + روبز‎ X2 + Y2... Xn + Yn) 
Q(X, X2, XA) = (CX, X2, .. OX) 
فضاءً شعاعياً. يسمى هذا الفضاء الفضاء الحسابي (أو العددي)‎ 
الحقيقي ذو ۾ بعداً© ونرمز له ب ”8. بصفة ماثلة نعرّف الفضاء الحسابي‎ 
العقدي ذو هم بعد © عار هذه المرة جموعة الجمل المرتبة ذات م عددا‎ 
. عقدياً (مع الضرب في أي عدد عقدي)‎ 


() يكن أيضاً اعتبار فضاءات شعاعية على حقل تبديلي كيفي . 
@ سيأتي تفسير هذه الكلمة. 
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3 تؤلف التوابع (الحقيقية أو العقدية) المستمرة على القطعة [ط,ه]» مع 
العمليتين المعتادتين الخاصتين بجمع تابعين وضرب تابع في عدد» تؤلف فضاءً 
شعاعياً (وهو من أم الفضاءات في التحليل) نرمز له ب [ط,ه]٤‏ . 

4 إن الفضاء را المؤلف من المتتاليات غير المنتبية لأعداد (حقيقية أو 


. عقدية)‎ 
X = (Xl, Xs عه‎ gs o) 

بحيث : 5 

44 لآ‎ |x > o 

ادم 
F OPV Yps o) =‏ )< وم (X1 X25 es‏ 
(Xx + J X2 FF Y2, Xn FF Yps <<.)‏ = 
)...< م0 5 X2, ss Xas <) = (CX, X2,‏ 060361 


فضاء شعاعياً . إن جموع متتاليتين يتوفر فما الشرط (1) هو متتالية تحقق 
أيضاً هذا الشرط » وذلك يأتي من المتراحة البديهية ٠‏ 


7 + 247 > :ره + (aı‏ 
5. إن جموعة المتتاليات المتقاربة (.. ,ر×,ر×) = × تشكل مع عليتي ا جمع 
والضرب بعدد (المعرفتين في المثال السابق) فضاء شعاعياً. نرمز له ب». 
> تشكل المتتاليات المتقازبة نحو 0 فضاءً شعاعياً نرمز له بم»» 
(عليتا امع والضرب بعدد ها المعرفتان في المثال 4) .. 
7 المجموعة س المؤلفة من المتتاليات العددية الحدودة تشكل أيضاً فضاءً 
شعاعياً » (عليتا المع والضرب بعدد ها المعرفتان في المثال 4) . 
#. أخيراً نحتفظ دوماً بنفس العمليتين» ونلاحظ أن المجموعة +2 المؤلفة 
من كافة المتتاليات العددية تشكل هى الأخرى فضاءً شعاعياً. 
للا كانت خواص فضاء شعاعي ناتجة من خواص جمع عناصره وضريها 
في عدد» فمن الطبيعي أن نقدم التعريف التالي : 
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تعريف 2. نقول عن فضاءين شعاعيين 1 و *1 انهما متشاكلان إذا أمكن 
يعني أنه إذا كان : 
*ير جه X‏ 
و *ر جه بر 
(حيث × ور في ا و*× وخر في *1) فإن: 
*ر + *× جر +× 

و * دن + aX‏ 
. (حيث » عدد كيفي) . 

يمكن أن 'نعتبر فضاءين متشاكلين كأنهما يمثلان نفس الفضاء . كمثال 
عن الفضاءات الشعاعية المتشاكلة يكن اعتبار الفضاء الحسابي ل« بعداً 
(سواء كان حقيقياً أو عقدياً) وفضاء كثيرات الحدود من درجة < 1- م 
(ذات معاملات حقيقي أو عقدية على التوالي) مع عليتي جمع كثيرئي 
حدود وضرب كثير حدود في عدد المعتادتين (برهن على وجود هذا 
التشاكل !) . 


2. الإرتباط الخطي . تقول عن العناصر : س ,... ,ر × المنتمية لفضاء 
شعاعى 5 إنها مترابطة (أو غير مستقلة) خطياً إذا وجدت أعداد 
(,...,, ليست كلها منعدمة بحيث : 

(2, ax + By + ... +Aw =0 

إذا كان الأمر غير ذلك نقول أن هذه العناصر مستقلة خطياً . بعبارة 
أخرى نقول أن العناصر « .... ,× مستقلة خطياً إذا كانت المساواة (2) 
تستلزم العلاقات : 

0= 1۸=.. د مق 0 

نقول عن جملة غير منتبية من العناصر ... ,ر »× المنتمية لفضاء شعاعي 
ا إنها مستقلة خطياً إذا كانت كل جملة جزئية منتبية من هذه اجملة 
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إذا استطعنا إيجاد « عنصراً مستقلة خطياً في الفضاء الشعاعي 1 
امال اهاد :1خ وز عفرا مستفلة خط تقول عد أن عد القضاء 2 
يساوي ۸ (أو أن 5 ذو بعد م) . أما إذا تمكنا من إيجاد جملة تحوى عدداً 
منتبياً كيفياً من العناصر المستقلة خطياً نقول عن الفضاء 1 إنه ذو بعد 
غير هنته . اشاس فضاء شعاعن 2 بعده 8 هو كل جملة غو م عتضرا 
فة خط من ها الفغناء .من العبل أن تاك من أن الفضاءين :85 
وَ © يساوي «ء وهذا يبرر تسميتها. 

تدرس في الجبر الخطي الفضاءات الشعاعية التي لما أبعاد منتبية فقط . 
وغل المكس من ذلك" ندرين :فق هذا الكتاب + اساسا فضناءات: ذانت 


أبعاد غير منتبية لأنها أكثر أهمية من وجهة نظر التحليل . نقترح على القارئ 
أن يتأكد من أن كل الفضاءات الواردة في الأمثلة 3 إلى 8 ذات أبعاد غير 


منتبية . 
3. الفضاءات الشعاعية الجزئية 


نقول عن مموعة جزئية غير خالية 1 من الفضاء الشعاعى 5 أنه 
فضاء شعاعي جزني من 1 إذا كان :1 فضاءً شعاعياً بالنسبة لعمليتي المع 
والضرب في عدد المعرفتين على 1 . 

بعبارة أخرى» يكون 1 دى فضاءً شعاعياً إذا نتج من × 3 1 
ورد 6# أن برع + × د ع من أجل كل عددين » 83. 

يقبل كل فضاء شعاعى 1 فضاءٌ جزئياً خاصا مؤلفاً من عنصر واحد 

هو العنصر المنعدم إه) في 1 . من جهة أخرى يكن اعتبار الفضاء 1 نفسه 
كفضاء جزثي من 1. سمي كل فضاء شعاعي جزثني يخالف 1 و) 
فسا جنا انا من 2 

سوق الآن بعض الأمثلة لفضاءات جزئية ذاتية . 

SS 
جموعة الجداءات [×» حيث يتجول 1 في جموعة الأعداد (الحقيقية أو‎ 
العقدية) » تشكل بطبيعة الخال -قضاءٌ شعاعياً جريا بعده 1. إنه ا‎ 
.1 جزثي ذاتي من 1 عندما يكون 5 ذا بعد أكبر (تماما) من‎ 
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2< نعتبر الفضاء الشعاعي المؤلف من التوابع المستمرة [5.ه]©6 (راجع 
المثال 3» الفقرة 1) ونعتبر في هذا الفضاء 0 ت الحدود : [5 ,]۲ . 


من الواضح أن [ط ,۶]4 فضاء شعاعي جزني في [ط ,ه]٤‏ (بعدهاء مثل 
بعد [ط,ه]٤‏ » غير منته) . من جهة ا فإن الفضاء [12,6]© يمكن 
اعتباره » بدوره» كفضاء جزني من الفضاء الشعاعى الذي يحوي کل التوابع 
(المستمرة وغير المستمرة) المعرفة على [ط,ه]. 


3 نعتبر أخيراً الفضاءات راء مه » ء» »م » »2 (الأمثلة 4 إلى 8 الفقرة 
1) . من الواضح أن كلا منها فضاء جزفي ذاتي للفضاء الذي يليه . 


لتكن إ») جموعة غير خالية كيفية من عناصر الفضاء الشعاعي 8 . 
ا ا اي أصغري (يمكن أن يتطابق مع 1) يحوي 
المجموعة إ.د] ذلك أنه يوجد على الأقل فضاء جزني من 2 يحوي إ.«اء 
مثلاًء الفضاء 1 نفسه Ss‏ ,)من 
الفضاءات الجزئيةمن ا فضاء جز من ا1 . يرجع ذلك إلى أنه إذا كان 
L* =0 L,‏ و × وير في *1 فإن رم + ×ه د *م من أجل كل 0 0 
وَ8. نعتبر الآن كل الفضاءات الجزئية من 1 التي تحوي الجملة إ,) 
تقاطع هذه الفضاءات هو الفضاء الجزي الأصغري الذي يحوي [.<] 0 
عن هذا الفضاء الجزني أنه مولد عن المجموعة (.»] أو أنه المغلف الخطى 
ل.*]. نرمز لهذا الفضاء الجزثئي ب ((ى×)) . ۰ 


تقارين . نقول عن جملة مستقلة خطياً إى×) من عناصر الفضاء الشعاعي 1 
أغها أساس هامل ((اءسة) إذا كان مغلفه الخطي يساوي 1 . برهن على 
القضايا التالية : 


) يوجد في كل فضاء شعاعي أساس لمامل. 

إشارة إلى الحل. استخدم توطئة زورن. 

© إذا كان لم«) أساساً لمامل في 1 فإن كل شعاع × د1 يكن تثيله 
بطريقة وحيدة على شكل عبارة خطية منتبية من أشعة اجملة (.*). 
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SS إن كل أاساسين لمامل في فضاء شعاعي متساويا‎ Ga 
أساس لمامل في فضاء شعاعي » أحياناء البعد الجبري لهذا الفضاء‎ 


4© لكي يكون فضاءان شعاعيان متشاكلين يلزم ويكفي أن يكون لما 


4. فضاءات النسبة 

ليكن 1 فضاءً شعاعياً و 1 فضاءً شعاعياً جزئياً من 1. نقول عن 
غتضرين »اوو من 2 إا متكافتان إذا كان الفرق برب« ينتمي إلى ر : 
إن هذه العلاقة إنعكاسية وتناظرية ومتعدية » وهي بالتالي تجزئة ذا إلى 


صفوف تكافؤ سميها الصفوف الملامسة (وفق 1) . تسمى مجموعة كل هذه 
الصفوف فضاء النسبة إا على £ ونرمز ها ب 1/1. 


ندخل على كل فضاء سبة عليتي جمع وضرب في عدد وذلك بصفة 
طبيعية . وعلى وجه التحديد» ليكن € و * صفين أي عنصرين من /1,/13 . 
نختار في كل صف من هذين الصفين مثلا كيفياً : ليكن ‏ مثلا لعٍ وَ بر 
مثلا ل. لنعرف الجموع "+ع على أنه الصف © الذي يحوي العنصر 
ر + ٠×‏ ونعرّف جداء الصف ٤‏ في العدد » الصف الذي يحوي العنصر +« . 

من اقول أن سام عق أن ال رة ادها الل ا ود 
ا “ير لهذين الصفين. وهكذا عرفنا عمليتين 
خطيتين على عناصر فضاء النسبة 1/1 . نتحقق سرعة من أن هاتين 
العمليتين تقتعان بالشروط الواردة في تعريف الفضاء الشعاعي (تأكد من 
دل بغار ارج فان كل فضا ا ا (مع عليتي المع 
والضرب في عدد المعرّفتين آنفاً) يشكل فضاءً شعاعياً . 


إذا كان 5 فضاءً شعاعياً بعده م 1.3 فضاء جرئياً بعده م » فإن فضاء 
النسبة :1/1 ذو بعدٍ م م (برهن على ذلك !) . 


ليكن 1 فضاءً شعاعياً كيفيا وَ 1 فضاءًٌ جزئياً من 1. يسمى بعد 
فضاء النسبة 1/٤‏ البعد المرافق للفضاء الجرئي :1 بالنسبة للفضاء 1 . 


اذا كان الفضاء الجزئي L٤‏ 5[ ذا بعد مرافق منته ۸" فإننا نستطيع إيجاد 
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۸ عنصراً: ,و ورا في 1 بحيث يكن كتابة كل عنصر × د1 
(بطريقة وحيدة) على الشكل : 


X = 01 61 + .. + dp Xp + لل‎ 


حيث .».... ..» أعداد وير د 28 . لرؤية ذلك نفرض أن فضاء النسبة 


1 ذو بعدٍ «. نعتبر في هذا فضاء النسبة أساساً : 
E sss‏ 


ونختار في كل صف بع ممثلاً »× . ليكن الآن × عنصراً كيفياً من 1 وَج 
الصف من 1/1 الذي يحويه .لدينا إذن : 


مم Cn‏ + ... + وق 0 = ع 


يعني ذلك » تعريفاً» أن كل عنصر من »؛ وبصفة خاصة ٠×‏ لا يختلف عن 
نفس العبارة الخطية للعناصر : ,*,... × إلا بعنصر من اء أي أن : 


XxX = 0 X1 ع ...ل‎ ©, Xn +Yy , عر‎ © E 


نترك البرهان على وحدانية هذه الكتابة للقارئ . 


5. التابعيات الخطية 


نسمي تابعية كل تابع عددي ۶ معرّف على فضاء شعاعي 1 . نقول عن 
تازعية .2 إا فة إا کان: 


f(x + زر‎ = f(x) + f(y) 
: وذلك من أجل × وير في 1 ونقول أنها متجانسة إذا كان‎ 
دول‎ = 57 
وا ا “اف كن قدو دما کن الا‎ 


متحاسة إذا 5 aA‏ = وهال حيث يرمز © راق العذة 0 
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قن كن اة ي وا اة خط وت ا د 
وتف متحاسة” تابعية > خطية : 


سوق فيا يلي بعض الأمثلة للتابعيات الخطية : 


1. لیکن ۸۰ الفضاء الحسابي الذي يعده 7 والذي تكتب عناصره على 
النحو ۰X = (X1, <s Xn)‏ لتكن (م4,... (d1,‏ = م جملة م عدد) مثبتة 
وكيفية . إن : 

e 
i=1 
: تابعية خطية على *8. کا أن‎ 
JO) = ( ai 
i=1 


تابعية نصف خطية على ”€ . 


2 يمثل التكاملان » على التوالي : 
b_ b‏ 5 
tx = | 201‏ ك il = | x(Ddt‏ 
تابعية خطية وتابعية نصف خطية على الفضاء [ط ,ه]٤‏ . 
3 نعتبر مثال أعم من السابق. ليكن مر تابعاً مستمراً على [5,ه] 
و من أجل كل تابع C[a,b] 3 x‏ “< نضح : 
b‏ 
FON = | x(D yo(D dt‏ 
إن خطية هذه التابعية تأق من الخواص الأساسية للمكاملة. أما 


5 


bb _‏ ف 
F (x) = 1 x(Dyo(t) dt‏ 


فهى نصف خطية (على الفضاء العقدي [ط,ه]٥٤)‏ . 


169 


4. نعتبر على نفس الفضاء [8,85]© تابعية خطية من نط آخر. وعلى 

وجه التحديد » نضع من أجل كل تابع x‏ 3 [ط ه01 : 
(10)< = (×) ,8 

بحيث أن قيمة التابعية ,,8 الموافقة للتابع × تساوي قيمة هذا التابع عند 
نقطة مثبتة م1 . 

كي عاد هده اقابفية عل الكل 

0 
وررة‎ = | x(D&( - dt 

حيت يرمل 8 ل ايع متعذع .ما عدا عند التقظة 890+ وتكامله 
يساوي 1 (وهو التابع 8 لديراك 0هم:©)) . إن ل «التوابع» من هذا النوع 
تعريفاً متيتا يرد في إطار نظرية التوزيعات التي سنعرض بعض عناصرها من 
48 من الفصل الموالي. 

5. نعتبر مثالاً لتابعية خطية على الفضاء را . ليكن » عدد) صحيحاً 
موجبا مثبتا وكيفيا. من أجل كل عنصر : 

X = ) 361 sos وو‎ o) 
: من الفضاء ر1» نضع‎ 
f(x) = xk 

إن خطية هذه التابعية خاصية بديهية . يكن «توسيع» هذه التابعيات إلى 
فضاءات أخرى من المتتاليات العددية» مثلاً إلى »م »م » “2 (انظر 
الأمثلة من 5 إلى 8 في الفقرة 1) . 


6. التفسير المندسي للتابعيات الخطية 
لتكن ‏ اة خعطية كيفية: لا اوي التابعية المتعلاعة»» مرف عل 
فضاء شعاعى 1 . إن جموعة العناصر × د الحققة للشرط : 
f(x) = 0‏ 
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تشكل فضاءٌ شعاعياً جزئياً من 1 يسمى الفضاء الجزني للأصفار أو نواة 
التابعية . ذلك أنه إذا كان 0 = ()ر = (»)/ فإن : 


fax + By) = af(x) + Bf) = 0 


نرمز هذا الفضاء الجزفي 4 DKer f‏ . 


إن الفضاء الجزني رع له بعد مرافق يساوي 1. لرؤية ذلك نعتبر 
عنصرا كيفيا ,× لا ع إلى ٣ءء‏ أي بحيث 0 + (#«ر. نلاحظ أن 
العنصر × موجود لأن 0 + (*)/ . نستطيع » بدون المس بعمومية المسألة» أن 
نفرض بأن : 1 - ندر لأننا ستطيع في غير هذه الحالة تريس ون بج . 
(من الواضح أن 1 = )7{ اتش و لحل كل .عنصل 
x:‏ (٭) =× = ر؛ حينئذٍ : 0 = 0«( )/ - f)‏ = زور أي أن eke‏ ر. 


إن كتابة × على الشكل : 


x = Q0 xo + Y 


(حيث ر د /ءه») من أجل م« مثبت» كتابة وحيدة. لتوضيح ذلك 
x=axo+y , yJ E Kerf‏ 


x = a xo + y',y' © Ker f 


(u - (xo = ر - اير‎ 


من الواضح أن هذه المساواة تعطى ر - ”ر من أجل به = ». أما إذا 
كان بو + » فإن ٣م‏ ع لحك = × وهذا يناقض اختيار × . 


ل 





من ذلك نستنتج أن عنصرين × و + ينتميان إلى نفس الصف الملامس 
وفق الفضاء الجزني ×٠ f‏ إذا وفقط إذا كان (,«ر = »)۸ . ذلك أن من : 


xı = f(x) ° xo + Y1 
x2 = f(x2) ٠ xo + y2 





) من الكلمة الإنكليزية همع التي تعني نواة. 


GL 
$C 


x = x2 = (Kx) - دار‎ (xo + (در = ر)‎ 


ومنه نرى بأن 5 Ker‏ © يد - بعد إذا وفقط إذا كان معامل × (أي : 
(«كر - (×)/) يساوي 0. 


إن كل صف 5 وفق الفضاء الجزئي #07 معرّف بُمثل كيفي من 
مثلاته . نستطيع اختيار هذا الممثل من الشكل م×».نرى عندئذٍ أن الفضاء 
الجزني ګ L/Ker‏ ذو بعل يساوي 61 أي أن البعد المرافق ل“رءهع1 يساوي 1. 

إن التابعية الخطية المنعدمة على الفضاء الجزئي »× معينة بهذا 
الفضاء الجزني بتقدير عامل ثابت . 


للتأكد من ذلك نفرض أن للتابعين الخطيين ۶ وع نفس النواة: 
م Ker f = Ker‏ . نختار عنصراً م« يحققّ 1 = (م») . من السبل أن نرى بان 
0 + )ع . من أجل ذلك نلاحظ أن : 
y € Ker f = Kerg‏ , بز + x= f(x) xo‏ 
و g(x) = f(x) g(xo) + g(y) = f(x)8(xo)‏ 


وهذا من أجل كل × د 5 . لو كانت قيمة »)ع منعدمة لكانت التابعية ۽ 
منعدمة تطابقياً (أي تساوي التابعية المنعدمة) . تعبر المساواة (»)/(م×)ع = (×)ع 
عن تناسب التابعيتين ۾ 3م. 

ستطيع » من أجل كل فضاء جزني 28 بعده المرافق 1» إيجاد تابعية f‏ 
بحيث 1 -/ه#. يكفي لبلوغ ذلك اختيار عنصر كيفي ,× 13 وان فثل 
كل عنصر × 3ا1 على الشكل ر + مد » = «. إن هذا القثيل وحيد. بوضع 
ه - («)ر نحصل على تابعية خطية f‏ بحيث 1 =× (تأكد من ذلك !) . 

لکن قضاء جرا كفا عه المرافق. من القكناء الشاعى ع 
فو شی كل صت جام الا ع ون الفقاءالتعاعئ 7 
مستوياً مصعداً موازياً للفضاء الجزنى :1 (بصفة خاصة › فإن الفضاء الجزثئي 
ا نفسه مستو مصعد يحوي 0 أي أنه «يمر بنقطة البدء») . بعبارة أخرى » 
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فإن مستوياً مصعدا “4 موازي) للفضاء الجزني 1 هو جموعة يكن الحصول 
علا من 78 بواسطة إسحاب شعاعه ,+« 13 : 


M'= 1 + بزاع ود‎ :y= ع <*<, 0« +ع«‎ E} 


من الواضح أنه إذا كان مد د 1 فإن :1 = مةء أما إذا كان م« ® 1 
فإن 7 + 4 . إذا كانت ثم تابعية خطية غير تافهة على .5 فإن المجموعة : 


{x: f(x) = 1}‏ = رلا 


مستو مصعد مواز ء الجرئي Kerf‏ (ذلك أنه إذا إخترنا عنصراً x0‏ 
بحيث 1 - 0« فإننا مثيل كل شعاع × د ,مه على الشكل 
x= xo + y‏ مع بر 3 (Kerf‏ . من جهة أخرى إذا كان ١۲‏ مستويا مصعدا 
كيفياً موازياً للفضاء الجزئي 1 (بعده المرافق 1) لا يمر بنقطة البدء فإنه 
توجد تابعية خطية وحيدة ‏ بحيث [1 = («): *) = 4 . لرؤية ذلك نعتبر 
مد + 8 = 34 » حيث م« 13 ؛ عندئذٍ يمكن ثيل كل عنصر »× 1L3‏ 
بطريقة وحيدة على النحو ر + x‏ = ×» حيث ر 3 2 . بوضع » = (*«)ر 
كا سبق » نحصل على التابعية الخطية المطلوبة ؛ أما الوحدانية فهي ناتجة من 
أنه إذا كان 1 - (×)ع من أجل × د 30 فإن 0= (ر)ع من أجل بر د 1 
f(a xo + y)‏ = به = 8(u xo + y)‏ 

وهكذا حصلنا على تقابل بين كل التابعيات الخطية غير التافهة المعرفة 
على الفضاء الشعاعي .1 وكل المستويات المصعدة في 2 التي لا تمر بنقطة 
البدء . 


قرين . لتكن «ر.... ...تبر تابعيات خطية على الفضاء الشعاعي 1 بحيث 


من 0 = (×)؟ - ... -(«)ثر ينتج 0 = (×)ر. أثبت وجود ثوابت ,4 .....1ه 
نبحيث : 


Y ax fe(»)‏ = وار 


ادع 
من أجل كل × 3 ,1 . 
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8. المجموعات الحدبة والتابعيات المحدبة . 
نظر ية هان - باناخ (Hahn-Banach)‏ 


1. المجموعات الحدبة والحقول المحدبة 


يعتبر مفهوم التحدب أساس العديد من مسائل نظرية الفضاءات 
الشعاعية . وهو يعتمد على اعتبارات هندسية حدسية لكن بالإمكان صياغته 
صياغة تحليلية صرفة . 
ليكن 5 فضاءٌ شعاعياً حقيقياً» ولتكن «ءير نقطتين من هذا الفضاء. 
نسمي قطعة (أو ال ل ا 
العناصر من الشكل : 
a x + By‏ 


au+B=1 9 0 >83 0> » 


إذا حذفنا من الجال المغلق طرفيه × ور نحصل» تعريفاً. على مجال 


نقول عن مموعة 84 د1 إنها محدبة إذا كان المجال الذي يصل النقطتيز 
× ور محتوياً في 34 وذلك مما كانت النقطتان × وير في 24. 


النواة (8)ر لمجموعة م 5 1 هي تعريقاً جموعة النقاط × د ع التي تمتع 
بالخاصية التالية : 


من أجل كل نقطة ر 13 يوجد عدد (ر)ع = ع > 0 بحيث 
نم +ع د م من أجل ع > اما . 


تسمى كل مموعة محدبة نواتها غير خالية حقلاً محدباً. 


أمثلة 1. في الفضاء الإقليدي ذي الأبعاد الثلاثة » نجد أن المكعب والكرة 
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ورباعي الوجوه ونصف الفضاء حقول محدبة . ونجد في نفس الفضاء أن 
القطعة المستقيمة والمستوى والمثلث مموعات: محدبة وليست حقولاً محدبة . 
2 نعتبر في فضاء التوابع المستمرة على القطعة [ط ,ه] مجموعة التوابع التي 
تحقق : 
1 > ا9ا 
إن هذه المجموعة محدبة» ذلك أنه إذا كان: 1 > اوا و 1ك |م)ها فإن 
لدينا: 1= 8 +» > ام)ج8 + )رها من أجل 1 - 8+» وه» 8> 0. 


رين . هل هذه المجموعة حقل محدب . 


3. إن كرة الوحدة ف “hb‏ أي جموعة النقاط (... رولب )x,‏ = × الي 
تحقق: 1 > 2× < » حقل محدب . تتألف نواتها من النقاط × الحققة للشرط 
1[ > 2< . 


حتاو خيليا . ذف ناذا تكلبع + د » فعناه 3 TET‏ ر = E‏ من 5 ۳ 


Jo = (1, 1/2, .., 1/8: ..)‏ 
ليكن و +× 3 » أي أن : لوا 


1 1 1 
لح + ملي > ابا + اک + مهدا > ا٤ا‏ 





: عندئذ‎ lx + 








n =2 


ا 


ومنه 0 = ٠١‏ وبالتالي فإن نواة المجموعة »× خالية . 


رين . لتكن © جموعة النقاط (..,م×,..,,×) = × المنتمية للفضاء: ر 
والمحققة للشرط 1 > 2× < . برهن على أن © مموعة محدبة لكا ليست 


إذا كانت 34 جموعة محدبة فإن نواتها (71)24 محدبة أيضاً . لرؤية ذلك 
نعتبر × ور في (7)34 وبر + ×ه=z‏ حيث » 83> 0 8-13 +ه. 
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من أجل ۾ 13 معطى » يكن إيجاد عددين بع > 0 وره > 0 بحيث تكون 
النقطتان ه1 +× وه« +ير في الجموعة «١‏ من أجل: e‏ > ايا 
ويه > أوما» وبالتال فإن النقطة : 


a(x + ta) + B(y + ta) = 2 + ta 
: تمي إلى 4 أيضاً من أجل‎ 
. JM) 5 2 أي إن‎ «ltl > ع‎ = min(e,, £») 


نبت الآن خاصية هامة تعد تمتع بها الجموعات المحدبة . 
نظرية 1. إن تقاطع كل جماعة مموعات محدبة مجموعة محدبة. 


البرهان . لتكن .34 6 - 34 » حيث ,۸ مموعات محدبة . نعتبر من جهة 
أخرى نقطتين × ور كيفيتين في 4 . إن الجال الذي يصل هاتين النقطتين 
ينتمي إلى كل جموعة من المجموعات ۾« » وبالتالي فهو ينتمي إلى 4 . إذن 
فإن 34 جموعة محدبة. 


نلاحظ أن تقاطع الحقول الحدبة (الذي يمثل جموعة محدبة) لا يسوي 
بالضرورة حقلاً عدبا (إبحث عن مثال لذلك) . 


من أجل كل جموعة 4 في فضاء شعاعي 1 توجد جموعة تمثل أصغر 
جموعة محدبة تحوي 4 » وهذه المجموعة هي تقاطع كل الجموعات الحدبة التي 
تحوي 4 (نلاحظ أنه توجد دوماً جموعة محدبة على الأقل تحوي 4 ؛ مثلاً ؛ 
الفضاء ا بأكمله) . تسمى أصغر جموعة محدبة تحوى 4 المغلف الحدب 
للمجموعة 4 . 


نعتار مثالا هاماً للمغلف المحدب . لتكن : و وک و 1.3 نقاطا من 
فضاء شعاعي كيفي . نقول عن هذه النقاط ہا مستقلة إذا كانت الأشعة 
وان و 6 وج س 2 6 x‏ م مستقلة خا (إن ذلك یکا 


n +1 n +1 
J 1= ۸: ×: = 0 : القول بأن العلاقتين‎ 


i=l ڪا‎ 


نستلزمان : 1+ An‏ = ا 
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يسمى المغلف الحدب للنقاط المستقلة ,,,*.....,» بُسَيَطا ذي بعد مع 
تسمى النقاط ,+× .... ...+ رؤوس البسيّط. نلاحظ أن سيّطا بعده 0 
عبارة عن نقطة ؛ وأن بسيّطاً بعده 1 مجال» وأن سيّطاً بعده 2 مثلث» وأن 
بسيّطا بعده 3 رباعي وجوه . 


إذا كانت التقاط ...× مستقلة فإن الأمر كذلك قبا يخص كل 
جموعة جزئية من هذه النقاط » فإذا أخذنا 1 + # نقطة من هذه النقاط 
(۸ <م) نجد أنها تولد سيّطا بعده #» يسمى وجهاً بعده # للبسيّط المولد عن 
ال ۾ نقطة المعطاة . نرى مثلة أن رباعى وجوه رؤوسه 4 ,و e,٤,‏ له أربعة 
وجوه أبعادها2 معرّفة » على التوالي » بثلاثيات الرؤوس 0 .ده ,:©) » 20 ,وه ,,») » 
٠)2, 4‏ (وه ,يع رر»)» وله ستة وجوه أبعادها 1 (وهي حروف أي 
أضلاع) وله أربعة وجوه أبعادها 0 (وهي رؤوس) . 


نظرية 2. إن البسيّط المعررف برؤوسه : 1+ ,< ,... ,× هی جموعة كل النقاط 
الي. کن كتابتها على الفكل : 
n +1‏ ألم 
uk xk Cx <O, J ar =1‏ أ = (DD x‏ 
اداع 1= k‏ 


البرهان . من السبل أن نتأكد من أن الجموعة 5 المؤلفة من النقاط التق 
تكتب على الشكل (1) تشكل جموعة محدبة تحوي النقاط ,,*.... ,× . من 
جهة أخرى › فإن كل جموعة محدبة تحوى هذه النقاط تحوي حتاً كل 
النقاط ذات الشكل (1). وبالتالي» فإن 5 يمثل أصغر جموعة محدبة تحوي 
النقاط رر وي رول ,رك . , 


2. التابعيات المحدبة . يرتبط مفهوم الجموعة الحدبة ارتباطاً قوياً بمفهوم 
التابعية المحدبة البالغ الأهية . 


تعريف . نقول عن تابعية غير سالبة م » معرّفة على فضاء شعاعي حقيقي 
» إغنبا محدبة إذا كان : 
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) )م + («)م > (ر +×)م من أجل كل عنصرين × وبر في ا1. 

© )مه = (×»)م من أجل كل × 13 و» > 0. 

إننا لا نطلب أن تكون القيمة («)م منتبية من أجل كل العناصر 
× 3 1» بعبارة أخرى فإننا نقبل أن تكون ٠‏ + = «)م من أجل بعض 
العناصر × د ر . نسوق فيا يلي أمثلة لتابعيات محدبة . 

1. يمثل طول شعاع في الفضاء الإقليدي ذي « بعداً “8» تابعية محدية . 
ذلك أن الشرط الأول يعني بأن طول جموع شعاعين أصغر من جموع طوليهما 
(المتراحة المثلثية) ؛ أما فيا يخص الشرط الثاني فهو ناج مباشرة من تعريف 
طول شعاع في #7 . 

2 ليكن ۸ فضاء التوابع الحدودة × على جموعة كيفية 8 ولتكن مه 

)×| = («)روم 


3. ليكن م فضاء المتتاليات العددية المحدودة > و2 (X1‏ = د إن 
التابعية : 
p(x) = sup lx,‏ 
محدية . 


3. تابعية مينكوفسكي Minkowski)‏ 
ندرس الآن الصلة الموجودة بين التابعيات المحدبة والمجموعات الحدبة. 


نظرية 3. إذا كانت م تابعية محدبة على الفضاء الشعاعى 5 و« عدداً 
موجباً فإن المجموعة : 

E = {x, p(x) > Kk} 
محدبة . إذا كانت التابعية م منتهية أا کان فإن ع يصبح حقلاً محدباً نواته‎ 
: هي المجموعة‎ 
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{x, p(x) > 8 


( وهذه النواة تحوي حا النقطة 0. 


البرهان . إذا كان × وير 3 م و1-ق8+»» حيث » و0>8 فإن: 
p(ax + By) > a p(x) + Bp(y) = k‏ 


أي أن 8 مموعة محدبة. نفرض الآن بأن التابعية م منتهية» # > (*«)م ؛ 
عندئذٍ من أجل 1 > 0 وير 53 لدينا: 


p(x ¥ ty) ع‎ p(x) + )م‎ y) 
إذا کان : 0 = (ر)م = (ر )م فإن: 5 سن + × من أجل كل ؛ ؛ أما‎ 
إذا كان واحد من العددين » على الأقل» (ر)م وَ(ير -)م يخالف 0 فإننا‎ 
: من ع « من أجل‎ © E نجد‎ 


k ¬ p(x) 
° max(p O), -)م‎ »)) 


نختار قيمة معينة ل*#» مثا .k=1‏ عندئذٍ تعرّف كل تابعية محدبة 
ومنتبية م حقلاً محدباً (1 > («)م »! = 8 يحقق 0 د (ع)[» وذلك بطريقة 


وحيدة في 1 . بخصوص القضية العكسية» نعتبر حقلاً محدياً 8 نواته تحوي 
النقطة 0. حيئئذٍ تصبح : 


(2 )وم‎ = Inf {r: € Er > 0( 


تابعية محدبة ومنتهية . نسمى هذه التابعية تابعية مينكوفسكي لحقل الحدب 
.E‏ 


لنثبت أن تابعية مينكوفسكي (2) محدبة. من أجل كل × در نجد أن 
العنصر = ينتمي إلى 8 إذا كان م كبيراً بكفاية ؛ وبالتالي فإن قيمة )رم 
المعرّفة بالمساواة (2) غير سالبة ومنتهية . إذا كأن + > 0 وعم در فإن : 


6) p,(y) = Inf {r > 0: € E} = Inf (r > 0:& € E} = 
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= Inf {f > 0:5 € E} = +١ Inf {7 < 0:2 € E} 


= tpp(x) 
EET a ؤعة والققاء.‎ ESS OS 
: حیث‎ 


Pg(Xi) < Fi < Pg(x;) + €‏ 
ا Xi‏ 10 ا me‏ وس 
عندئذٍ : +3 3 8 . نضع : ,م + ,م حم ؛ فتصبح النقطة : 


X1 X2 _ 11*1 ۴2 X2 
r rr 7 


منتمية إلى القطعة ذات الطرفين : و - 
من خاصية تحدب × ستنتج أن هذه القطعة محتواة في ع ؛ بصفة خاصة 
فإن النقطة ا تنتمي إلى 8 . وبالتالي : 
ع2 + Pg(xı + x2) > r= Fı + r2 < pg(x1) + Pp(x2)‏ 
لا كان العدد ۾ > 0 كيفياً » فإن : 
Pg(x2)‏ + )وم > pg(xı + x2)‏ )4( 
نلاحظ أن العلاقتين (3) 4 تعنيان بالضبط أن التابعية («).م محدية. 


إذا كانت المجموعة ع محدبة وتحوي النقطة 90 فإن المساواة (2) تعرّف 
تابعية (*«) رم محدبة لكا ليست حا منتهية . 


تمرين . نقول عن مموعة 4 من الفضاء الشعاعى ا إنها ماصة إذا 
استطعناء من أجل كل × در إيجاد عدد » > 0 بحيث : 4 xe‏ من 
أجل كل العناصر ۸ > ». برهن على أن كل جموعة محدبة 4 تكون ماصة إذا 
وفقط إذا كانت تابعية مينكوفسكي لهذه المجموعة منتبية . 
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4 نظر ية هان - باناخ (Hahn-Banach)‏ 


ليكن 1 فضاءً شعاعياً حقيقياً و 1 فضاءً جزئياً كيفياً من 1 . لتكن » 
من جهة أخرى » م تابعية خطية معرّفة على الفضاء الجزني م1 . نقول عن 
تابعية ۶ معرّفة على الفضاء 5 بأكمله أنه قديد أو امتداد للتابعية ور إذا 
5 
ل : 


f(x) = f(xo) , ¥ x € Eo 


تطرح مسألة تمديد تابعية » في الكثير من الأحيان » في التحليل . تلعب 
النظرية الثالية دوز اساسا فى كل هذه المسائل: 


نظرية 4 (هان - باناخ) . لتكن م تابعية محدبة ومنتهية » معرّفة على الفضاء 
الشعاعي الحقيقي 5 » وليكن ,1 فضاءً جزئياً شعاعياً من 1 . 

إذا كانت ور تابعية خطية على م1 محدودة من الأعلى (في م1) بالتابعية 
p(x)‏ أي : 

65) fox) = p(x) Vx © Lo 

فإنه يكن ديد م بطريقة تجعلنا نحصل على تابعية خطية f‏ على 1 » محدودة 
من الأعلى ب )م أا كان فى £ 
البرهان . لنثبت أنه إذا كان 1ط + م1 فإننا ستطيع ديد التابعية م إلى 
فضاء جزني L‏ يوي Lo‏ مع الإحتفاظ بالشرط )65( . لیکن 2 عنصا كيفياً 


من ا لاينتمي إلى م1 وليكن 78 الفضاء الجزئي المولد عن م5 وَءَ . أن كل 
عنضر من :20 يكتب عل الشكل : 


tzZ+ x , ع ع‎ Lo 
: إذا رمزنا ب / للتمديد المطلوب للتابعية مء إلى الفضاء 1 » فإن‎ 
f(tz2 + x) = ff'(z) + fox) 
: /)2( = » أو » إذا وضعنا‎ 
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f(t2 + x)= tc + fox) 
نختار الآن م بحيث يكون الشرط (5) محققاً على اء أي بحيث:‎ 
fox) + te = p(x + t2) 
. + من أجل كل العناصر ×د ,1 وكل الأعداد الحقيقية‎ 
: إذا كان + > 0 فإن هذه المتراححة تكن الشرط‎ 
4 ام ده + ام‎ + *) 
= [كام- [ه + )م‎ 
: أما إذا كان ؛ < 0 فإنها تكاف الشرط‎ 


1 


أو : ام -[: - 5 - )م - e<‏ 


زه - 5 -ام - د + )3( 0 


لنثبت وجود عدد ء يحقق هذين الشرطين. ليكن “بر و ”ر عنصرين 
كيفيين من م1 . عندئذٍ : 


(8) - fo(y") + p(y" + 2) > — fo(y') — p(— y' ح‎ 2( 


fy”) — fo(y’) > p(y" — y') = p(y” + 2) - (y' + 2(( 
> p(y" + 2) + -)م‎ y' — 2) 


ce" = Inf (— ورور‎ + p(y” + 2)) 


2 


sup ) - )م - جور‎ - y - 2(( 
7 


لما كان العنصران “بر و ”ر كيفيين ينتج من () أن - < ك .باختيار » 
بحيث : 
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كن كج :ف E‏ 
نعف التابعية ثم على 1 بالدستور: 
)ور tc+‏ ع x)‏ + ج1) ل 

وهي تابعية تَحقَى الشرط (5). 

وهكذا نكون قد بيّنا أنه إذا كانت تابعية م معرّفة على فضاء جزني 
مة د 1 وحققت على و1 الشرط (5) فإننا ستطيع تديدها إلى فضاء جزني 
ا أكبر من م5 مع الاحتفاظ بالشرط (5). 

إذا استطعنا إختيار جملة قابلة للعد من العناصر sae‏ وا 26 2-2 2601:2627 ف 
5 » تولد الفضاء ى بأكمله فإننا ننشئ التابعية على 58 بالتدرع » باعتبار 
متتالية الفضاءات الجزئية : 


L(D = {Lo, xı}, LD = {LOD, xa}, .. 


(يرمز إبب»×,1)0] هنا لأصغر فضاء شعاعي جزني في 1 يحوي ()1 
و ب»×) . لما كان كل عنصر × 53 يقع في فضاء جزني ()1 فإن التابعية 
تعد إل كل التهحاء £ 


في الحالة العامة (أي عندما يستحيل إيجاد جموعة قابلة للعد من العناصر 
المولدة للفضاء 2) يستعمل هذا البرهان توطئة زورن . 


إن المجموعة * المؤلفة من كل امتدادات التابعية / الحققة للشرط (5) 
جموعة مرتبة » وتقبل كل جموعة جزئية مرتبة كلية و د حدا أعلى . إن 
الحد الأعلى هذا ليس سوى التابعية المعرّفة على اتحاد ساحات تعريف 
التابعيات ”/ر د م» والطابقة لكل تابعية "ر على ساحة تعريفها. إذا 
اعتمدنا على توطئة زورن وجدنا أن المجموعة * تقبل عنصراً أعظمياً ؛ إن 
العنصر الأعظمى هذا هو بالضبط التابعية المطلوبة . ذلك أن هذه التابعية 
تمدد بالفعل التابعية المعطاة م وتحقق الشرط (5) وهي معرفة على كل 
الفضاء 1ء لأنه لو لم يكن الأمر كذلك لمددناها (بالطريقة المشار اليا 
أعلاه) إلى فضاء جزني أكبر من الفضاء الجزني الذاتي المعرّفة عليه» الأمر 
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الذي .يجعل ۶ غير مساوية للعنصر الأعظمي ل . بذلك ينتبي البرهان على 
النظرية . 

نعتبر الآن نظرية هان - باناخ في حالة فضاء شعاعى عقدي. نة 
عن تابعية غير سالبة م معرّفة على الفضاء الشعاعى العقدي 5 أنها محدب 
اذا کان : : 
0 ل 


14 


p(x + y) = p(x) + p(y) 
)م‎ 2x) = | )م‎ 


من أجل كل × وير في 1 وكل عدد عقدي ۸. 


ولتكن مر تابعية خطية معرّفة على فضاء جزني كيفي مة د 1 تحقق على 
هذا الفضاء الجر الشرط : 


f(x) = )م‎ , ¥ x € Lo 
: توجد عندئذٍ تابعية خطية / معرّفة على كل الفضاء 1 وتحقق الشرطين‎ 
fC > p(x) ١ > L 


J(x) = fox) Vx ع‎ Lo 


الرهان. نرمز ب ما و مم1 للفضاءين ا وم1 بإعتبارها فضاءين 
شعاعيين حقيقيين . من الواضح أن م تابعية محدبة ومنتبية على ما وأن 
(«)كر82 = («)جمم تابعية خطية حقيقية على مه1 تحقق الشرط : 

p(x)‏ > ا(مد)ممرا 
ولذا فهى تحقق الشرط : 

Jfor(x) = p(x) 

اف آل النظرية ج لو حط أن وجه تابعية خطة حقيفية ع 

معرفة على كل الفضاء ما وتقتع بالشرطين : 
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L)‏ عامط ع p(x) Vx‏ > وول 
Vx © Lor(= Lo)‏ امم fr(x)=‏ 
من الواضح أن (×)م = (× - )م ك (× - )مم = (×) ۾ - بحيث أن : 
Vx e Lr( = L)‏ , ممم > او)عما 07 O)‏ 
لنعرّف تابعية f‏ على 1 بوضع : 
)ملا - )ع = f)‏ 


(ستعمل النتيجة التي تنص على أن 1 فضاء شعاعي عقدي» ولذا فإن 
الضرب في عدد عقدي معرّف في هذا الفضاء) كن سرعة شو أن فر 
تابعية خطية عقدية على 1 تحقن : 


f(x) = fo(x) , ¥ x ع‎ Lo 
Ref(x) = frR(x) , VxE€e L 
يبقى أن نبين بأن (©)م > (*)را من أجل كل × د 1 . لنفرض العكس ؛‎ 
/)<0 عندئذٍ نجد : )م < الما مركم م« 3 1 . لنكتب العدد العقدي‎ 
: على الشكل 06:0 = كر مع ۾ > 20 ونضع وده: -ه  مر . لدينا عندئذٍ‎ 
fr(yo) = Ref(yo) = Re [e-'? f(xo)] 
= @ < p)xo( = (وبزام‎ 


هذا تاق الشرط. وو انى | النرهان:: 


تمرين . اثبت أنه يكن إهمال الشرط القائل أن التابعية م منتهية في نظرية 
هان - باناخ . , 


5. فصل الجموعات المحدبة في فضاء شعاعى 


ليكن 1 فضاءً شعاعياً حقيقياً؛ 243 و جموعتين جزئيتين من 1 . 
نقول عن تابعية خطية f‏ معرفة على £ أنها تفصل 346 1 إذا وجد عدد © 
بحيث : 
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VxEM‏ 0 < هار 
fO)( SC VxEN‏ 


لهذا اريف تفج مباخرة طاتين القن 


1) تفصل التابعية الخطية ۶ المجموعتين 24 83 إذا وفقط إذا فصلت 
المجموعتين × -34 01! (أي جموعة العناصر من الشكل بر × حيث 
»> د يه وير دN)‏ والنقطة 0) . 


2) تفصل التابعية الخطية ۶ المجموعتين 4ه #3 إذا وفقط إذا فصلت 
المجموعتين × - 1 و× N-‏ من أجل كل × 83 . 


من نظرية هان - باناخ نحصل بسهولة على النظرية التالية الخاصة بفصل 
امجموعات الحدبة في فضاء شعاعى » مع الملاحظة أن هذه النظرية العديد 
من التطبيقات. 


نظرية 5. لتكن 34 و N‏ #موحتين د بين عير مان في قضاء اي 
حقيقي 1 . اذا كانت إحداتما على الأقلء 14 مثگ› تقبل نواة غير 
خالية (أي إذا كان يه حقلا محدباً) E‏ 


معرّفة على 1 تفصل 234 173. 


البرهان . يمكن أن نفرض أن النقطة 0 تنتمى إلى نواة المجموعة 4 » وهذا لا 
يس عومية النظرية (إذا كان الأمر عكس ذلك نعتبر المجموعتين ,× - ۸١‏ 
EES E E‏ ا . لتكن مر نقطة كيفية من 
المجموعة 8 ؛ إن مر - تنتمي إلى نواة المجموعة ۸ -86 » و0 تنتمي إلى نواة 
المجموعة وبر K= M- N+‏ - ا كانت الجموكتان ةو غير متقاطكين: 
فإن 30 N‏ -86 ومر 3 × . لتكن م تابعية مينكوفسكي للمجموعة × . 
عندئذٍ «بر)م ك1 (لأن مر 3 ) . ندخل التابعية الخطية : 


yo) = a p(Yo)‏ عاو 


إنها معرفة على الفضاء الجزثي ذي البعد 1» المؤلف من العناصر ذات 
الشكل مر » والحققة للشرط : 
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yo)‏ 6)م = yo)‏ هامر 


لأن وبرم » = وبر »)م من أجل » > 0 وَ : (ر »)م > 0 > )ويه = زمر مول 
من أجل » <0. من نظرية هان باناخ نرى أن التابعية م يمكن تمديدها 
بشكل يجعلنا: تخصل عل تابعية خطية ۶ معدفة على كل الفضاء 8 وتحقق 
على الشرط )م > (ر)/. ومنه ينتج أن 1 > (ركر من أجل بر 3ء 
و زر >1 . وهكذا يتضح أن التابعية / تفصل الجموعتين × و إمر) وبالتالي 
المجموعتين N‏ - ۸ و(]. إذن فإن ثم تفصل المجموعتين 24 83 . انتبى 
برهان النظرية . 


8 الفضاءات النظيمية . 


كنا قد درسنا في الفصل الثاني الفضاءات الطوبولوجية وبصفة 
خاصة الفضاءات ا أي الفضاءات التي عرفنا من أجل عناصرهاء 
بطريقة ماء مفهوم «القرب» . ثم تعرضنا في الفقرات الأولى من هذا الفصل 
إلى دراسة الفضاءات الشعاعية . اعتبرنا هذه المفاهيم لحد الآن منفصلة عن 
بعضها البعض . إلا أن ما يجري في التحليل عوماً هو أننا لا نعتبر فضاءات 
مزودة بعمليتي جمع وضرب في عددء لحسبء بل نعتبر في نفس الوقت 
طوبولوجيات حى هذه الفضاءات» أى فضاءات شعاعية طوبولوجية. 
ناف مقي ها حن فة النشتارات عدن ف القتضاءاك التطمية, 
تطورت نظرية هذه الفضاءات بفضل أعال س . باناخ وأعال العديد من 
الرياضيين الآخرين . 


1. تعريف وأمثلة !:.ضاءات نظيمية 


تعريف 1. ليكن ؟ أضاءًٌ شعاعياً . نقول عن التابعية المحدبة والمنتهية م» 
المعرفة على .5 أع. نظم إذا تمتعت بالشرطين الإضافيين التاليين : 
p(x) = 0 (1‏ إذا وفقط إذا كان 0 ع عر 
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‘a هام من أجل کل‎ x) = lal p(x) (2 


إذن فالنظيم على ا هوء بالرجوع إلى تعريف التحدب » تابعية منتبدة 
فن الفروظ القلاقة اثتالية:: 


1) (×)م > 0 والعنصر الوحيد الذي يحقق المساواة 0- )م هو 
0 ع .×x‏ 
© «ر)م + (٭)م > (ر + )م من أجل × وير في 1. 


3 («)م أها = (« »)م من أجل كل عدد ». 


تعريف 2. يسمى الفضاء الشعاعي 28 المزود بنظيم فضاء نظيمياً . نرمز 
لنظيم عنصر × 1,3 ب ادا 8 


يمكن اعتبار كل فضاء نظيمي كفضاء متري مزود بالمسافة : 
ار - مدا = (ر )م 


0 صحة نادت المتري م من الخواص 0 ٠‏ 2 )3 الو دة 
0 الثاني الخاصة بالفضاءات المترية تشمل أيض)ً الفضا َك النظيمية . 

يسمى كل فضاء نظيمي تام فضاء باناخ أو 8 - فضاء إذا رغبنا في 
الاختصار. 

أمثلة للفضاءات النظيمية . هناك العديد من الفضاءات المعتبرة في 
الفصل الثانى كأمثلة لفضاءات مترية (وكذا في 18 من هذا الفصل من 
الأمثلة لفضاءات شعاعية) التي يمكن تزويدها ببنية طبيعية لفضاء 


1. المستقم #١‏ يصبح فضاءً نظيمياً إذا وضعنا |*ا = ااا من أجل كل 


. 181 3x 
: 8” إذا وضعنا في الفضاء الحقيقي ذي « بعداً‎ 2 
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0) | 0 
k=1 


من أجل كل عنصر (,«.....,») = × 3 28 نلاحظ أن كل خواص 
النظيم متوفرة. ا يتضح أن الدستور: 


J (xk - ye)‏ /- ار - ا = (ر ,)ع 
k=1‏ 


يعرف على ۸١‏ نفس المسافة التي إعتبرناها على هذا الفضاء . يكن في هذا 


الفضاء إدخال النظم : 
ايها لا - رادا 0 
k=1‏ 
أو النظم : 
max |x|‏ = وعدا )3( 


ك6 1 


يعرف هذان النظيان على ”۸ مسافتين كنا اعتبرناها ضمن المثالين 4 وَ5 
من الفقرة 1» 18» الفصل 2. ليست هناك أية صعوبة في التأكد من 
مسلهات النظيم في هاتين الحالتين . 


نستطيع في الفضاء العقدي ذي « بعدا ”© إدخال النظم : 


مما )| - لا 
k=1‏ 
أو أحد النظيمين (2) 33). 





3 ندخل في الفضاء [5,»]© المؤلف من التوابع المستمرة على القطعة 
أا ا اة الدشكو ر :: 
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max |9|‏ = ارا )4( 
5 > كه 


إن المسافة الموافقة ة لمذا النظيم كانت قد اعتبرت ضن المثال 6“ الفقرة 61 
18 الفصل 2. 


4 ليكن ب« فضاء المتتاليات العددية المحدودة : 


X = (X1, X3, <s Xp“) 
(5) xl = sup lx,| 


من الواضح أن الشروط الثلاثة الواردة في تعريف النظيم محققة 


إن المسافة المستخرجة من هذا النظم على " تطابق تلك التي اعتبرناها 
( المثال 9» الفقرة 1» 18ء الفصل 2) . 


2. الفضاءات الجزئية من فضاء نظيمي . 

كنا سمينا فضاءً جزئياً من فضاء شعاعي 1 (غير مزود بطوبولوجيا) 
كل جموعة جزئية غير خالية ممة د 1 بحيث يكون : رم + × 3 مآ من 
١‏ . في حالة الفضاءات النظيمية» نجد. أن الفضاءات 
الجزئية الأكثر أمية هي الفضاءات الجزئية المغلقة» أي الفضاءات الجزئية 
التي تحوي كل نقاط تراكمها . نشير إلى أن كل فضاء جزني من فضاء نظيمي 
ذي بعد منته فضاء مغلق حي (برهن على ذلك !) ا 0 
ذي بعد غير منته فإن الأمر ليس كذلك . فالفضاء [ط ,۾]٤‏ » مثا » المؤلف 
من التوابع المستمرة على [5.ه] والمزود بالنظيم (ب)» نجد فيه بأن كثيرات 
الحدود تشكل فضاءٌ جرئياً غير مغلق©. 
8 بالاستناد .إلى نظرية فرعتراش ومصفةم القائلة أن كن ايم متم عل قطعة تة 


يساوي خهاية متتالية من كثيرات الحدود متقارية بانتظام » يتضح أن ملااصق الفضاء الجر المؤلف 
من كثيرات الحدود في ( ,]> يساوي (١‏ ,ه]0. 


190 


مثال آخر: نلاحظ في الفضاء « المؤلف من المتتاليات العددية 
المحدودة أن المتتاليات التي لا تحوي سوى عدد منته من الحدود غير المنعدمة 
تشكل فضاءً جزئياً إلا أن شهدا الفضاء خرن اليس ما من أجل النظم 
(6. لأن ملاصقه يحوي » مثلاً » المتتالية (... ,«/1 ,... ,1/2 ,1) ٠‏ 

سنقتصر في معظم الحالات على الفضاءات 00 المغلقة ۽ ولذلك فإنه 

بن اطي أن قري ا في المصطلح الذي تبنيناه في 18. سمي من 
الآن فصاعداً فضاءات جزئية من فضاء نظيمي الفضاءات 0 المغلقة 
لا غير؛ بصفة خاصة سمى فضاءً جزئياً مولدا عن جملة معطاة من 
العناصر (,*) أصغر الفضاءات الجزئية المغلقة التي تحوي إ.*). نقول أيضاً 
أن هذا الفضاء الجزئي هو الملاصق الخطي لجملة إ.*]. تسمى جموعة (غير 
مغلقة) العناصر التي تمتع بالخاصية التالية : إذا اثقى لما عنصران × وير فإن 
كل عبارة خطية رم + ×ه لهذين العنصرين تنتمي لما افا تس هده 
المجموعة منوعة خطية . 

نقول عن جملة عناصر منتمية لفضاء نظيمي × إنها تامة إذا كان 
الفضاء الجزني (المغلق!) الذي تولده يطابق × . من الواضح» مثلاًء أن 
الاستناد إلى نظرية فيرشتراس يبين بأن جملة التوابع ... ”7 .... ,1,4,2 تامة في 
فضاء التوابع المستمرة [5,©]© . 1 


ارين 1. لیکن ۸ “فضاء لباناخ وَ... د ,8 د ... د و8 د ,8 متتالية كرات 
مغلقة متداخلة في 8 . أثبت أن هذه المتتالية ذات تقاطع غير خالٍ (لا 
نلزم أنصاف Sy‏ ا القرين 3» الفقرة 2» 
5 الفصل 2) . أعط مثالاً لمتتالية جموعات غير 05 ومتداخلة ومحدية 
ومغلقة ومحدودة وتقاطعها خالٍ. 


2. لیکن ۸ فضاء لباناخ بعده غير منته . أثبت أن بعده الجبري (راجع 
القرين 3» الفقرة 3» 18ء الفصل 3) غير قابل للعد. 
3. لیکن ۸ فضاء لباناخ 24 فضاء جزئياً مغلقاً من ۸ . نعتبر فضاء 
النسبة 8/84 -م وندخل على هذا الفضاء نظياً بوضع : 
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Inf ll‏ = أوّا 
ع © 


وذلك من أجل كل صف ملامس ع 2 أن التابعية المعرفة مهذه 
الطريقة نظيم على م وأن الفضاء م تام من أ جل هذا النظيم . 

4. ليكن 8 فضاءٌ شعاعياً نظيمياً» برهن على القضايا التالية : 

1) كل منوعة خطية ذات بعد منته في ۸ مغلقة. 

© إذا كان 34 و8 فضاءً جزئياً كيفياً وفضاءً جزئياً بعده منته على 
التوالي » في ۸ » فإن جموعهما: 

M+N={x: x=y+z,yEM, ZEN} 

فضاء شعاعي جزني (وبالتالي فإن ا +84 مغلق!) » أعط مثالا 
لفضاءين شعاعيين جزئيين من را جموعهما غير مغلق. 

3 لتكن 0 جموعة محدبة مفتوحة في ۸ ولتكن ,× 3 © » يوجد عندئذٍ 

5. نقول عن نظيمين ,اء و راء معرفين على الفضاء الشعاعي ۸ إنهما 
متكافئان إذا وجد ثابتان ۾ وط > 0 بحيث ,عدا > ااا > ,اداه وذلك من 
أجل كل × د ۸ . نفرض أن الفضاء ۸ ذو بعدٍ منته » أثبت عندئذٍ أن كل 
النظيات المعرّفة على ۸ متكافئة . 


8. الفضاءات الإقليدية 


1. تعريف فضاء إقليدي . هناك طريقة شهيرة لتعريف نظيم على فضاء 
شعاعي وهي المتمثلة في تعريف جذاء سلمي على هذا الفضاء. نذكر أن 
الجداء السلمي على فضاء شعاعي حقيقي ۸ هوء تعريفاًء تابع حقيقي 
(.*) معرّف من أجل كل ثنائية عنصرين × وير في ۸ ويحقق الشروط 
التالية : 
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.)x,ر(‎ = )y, ×( )1 
.)xإ‎ + ×xر,ر(‎ = )xر,7(‎ + (,و*)‎ 2 
.Ox,ر(‎ = x.y) 3 


)x.×( 4‏ > 20 والمساواة 0 = (×,») لا تتحقق إلا إذا كانت 0= *×. 


يسمى كل فضاء شعاعي ميزود بجداء سلميَ فضاءً إقليدياً . ندخل على 
كل افضاء إقليدي ۸ نظه) بؤاسظة الدستور : 


xl = V(x, x) 
من السبل أن نتأكد من أن مسلات النظيم محققة هناء وذلك انطلاقاً‎ 
. من الخواص (1)» 2)؛ (3)» (4) للجداء السلمى‎ 


نرى فعلاً بأن المسلمتين (1) و (3) للنظم (الفقرة 1» 38) بدهيتان ؛ أما 
فيا يخص المسلمة (2) (المتراحة المثلثية) فهي ناتجة من متراءمحة كوشي - 
بونياكوفسكي : 
أأدرا ٠‏ ااا > اإنرج)ا 1( 
التي نبرهن عليها فيا يلي . 
لیکن ۸ عددا حقيقياً كيفياً . نضع : 
x) + 2), + (7, (‏ ,)22 = )ر + 1x‏ يبر + Ax‏ = 90 
#أبراا + ۸رر ,)2 + ۸2 2اا - 


نلاحظ أن هذه العبارة ثلاثي حدود من الدرجة الثانية في ۸. ويا أنها 
تساوي المربع السلمي لشعاع فإن لدينا دوماً (0/ > 0. وبالتالي فإن مميز 
كثير الحدود هذا سالب أو منعدم» تلك هبي النتيجة التي تعبر عليها 

متراجحة كومسي - بونياكوفسكي(1). 
نشير إلى أن المع والضرب في عدد والضرب السلمي في فضاء إقليدي 


عليات مستمرة؛ بعبارة أوضح إذا كان ترم م» و رح ,نر .(يمفهوم 
التقارب النظيمي) و ۸+ ,2 (كمتتالية عددية) فإن: 
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مزج جح Xn + yp‏ 
عدي جح An Xp‏ 
(Xn Yn) — (x, y)‏ 
يعتمد البرهان على هذه النتاج على استعال متراحة كوشي - 
بونياكوفسكي (1)؛ نترك ذلك للقارئ في سياق القارين . 
يسمح تواجد الجداء السلمي في ۸ بتعريف نظم (أي طول) شعاع وكذا 


زاوية شعاعين ؛ وعلى وجه التحديد فإن الزاوية م لشعاعين × ور معرفة 
بالدستور : 


(2 ع _ 
عا = مومه 5 
بالإستناد إلى متراجمحة كوشي - بونياكوفسكي (1) فإن الطرف الأيمن من 
المساواة (2) له قيمة مطلقة أصغر من 1 أو تساويه» وهو الأمر الذي يجعل 
الدستور 2) يعرّف بالفعل زاوية ©» 2 > م > 0) مهما كان الشعاعان غير 
المنعدمين × وّبر. 
إذا کان 0 = (x, y(‏ فإن الدستور )2( يعطي 3= ب نقول ف هذه الحالة 
أن الشعاعين xX‏ ور متعامدان . 
نقول عن جملة أشعة غير منعدمة ل,«! من ۸ أنها متعامدة إذا كان : 
(Xa, xg) = 0 , a + PB‏ 
إذا كانت أشعة الملة [,*) متعامدة فإنها مستقلة خطياً. ذلك لأن من 
المساواة : 
dı Xu + d2 Xa) + ... + ©, Xa, = 0‏ 
0 = زود (Xa; @1 Xa + + dn Xan) = @i(Xu;,‏ 
وذلك لأن المجملة {Xo}‏ متعامدة . لکن : 0 ۴ (ب»*<,بع<*<) ومنه: 0 = ره من 
أجل .i=1,2,...,n‏ 
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إذا كانت الجملة المتعامدة [م*) تامة (أي إذا كان أصغر فضاء جزثي 
مغلق يحوي هذه الجملة يساوي ۸) فإننا ضمي هذه الجملة أساساً متعامدا . 
إذا كان » بالإضافة إلى ذلك » نظيم كل 'عنصر يساوي 1 نقول أن الجملة (.د) 
افاس متعامد ومتجانس . بصفة عامة» كل جملة ل,«) (تامة أو غير تامة) 
0,a +86‏ 


aa = Û 


58 جملة متعامدة ومتجاسة . من الواضح أنه إذا كانت إى») جملة متعامدة 
لسمى ر من :الوا ص 
فان الع 

xall 


لا مامد و اة : 


2. أمثلة . نعتبر بعض الأمثلة لفضاءات إقليدية ولأسس متعامدة في هذه 


الفضاءات . 

1. يمثل الفضاء الحسابي الذي بعده 8٠:۸‏ المؤلف من جمل الأعداد 
الحقيقية : 

X= 1s X2, RA) e 
فضاءً إقليدياً عند تزويده بالعمليتين المعتادتين لجمع والضرب في عدد‎ 
: وبالجداء. السلمى‎ 
G) (xy) = DY xı Yi 
i=1 

مثل الأشعة : 


(0 ,... ,0,0 ,1( = €1 
(0,... ,0 ,1 ,0) = يم 


(1 ,... ,0 ,0 ,0) = 
أساساً متعامداً ومتجانسا . 
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و النساء م الولف من العتامتر + 


X = (Xs X2, < Xas ) 
: حيث‎ 
3 x < مه‎ 
iw} 
+ والزوة يلخدا السلس‎ 
4 (ey) = DY xy: ۰ 
1-1 


فضاء إقليدي . ذلك أن تقارب السلسلة الواردة في الطرف الأيمن من 
(4) ناتج من المتراجححة (4) من ٠٠8‏ القصل ٠2‏ أما الخاصيات من (0 إلى 
لليداء السلمي فهي محققة هنا مباشرة . إن أبسط أساس متعامد ومتجافس في 
را هو الأساس المشكل من الأشعة. 
(. ,1,0,0( = يم 
(.. ,1,0 ,0) = وم 
)5( 
(.. ,1 ,0 ,0) = وعم 
من السيل التأكد من تعامد وتجانس هذه اجملة . بالإضافة إلى ذلك فإن 
الجملة (5) تامة . لرؤية ذلك نعتبر شعاعا كيفيا (..,..*......«) = × من اء 
3( 00و روك ررو) = بد عند يكون 00ل عبارة خطية في الأشعة 
ور©.... و[© 9 ١‏ 
وج lx) - xl‏ 


لما coo‏ »¬ 77م 


3 إن الفضاء C%Xa, bj‏ المؤلفب من التوابع الحقيقية المتماة على [a,b‏ 
والمؤوف با دات الل 0 


Cd = j KO 4‏ 2 
فضاء إقليدي . من بين الأسس المتعامدة ذا الفضاء هتاك ساس هام 
ثل في ا ملة المثلثية للتوابع : 
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(n = 1,2,..( 





(D > لت بر ووم‎ 5 sin 7 
I EO E فين أن‎ EA 


إذا اعتيرنا توايع مستمرة على قطعة مستقيمة ا 22 على x, r]‏ —{ 
مثلاً» فإن الجملة المثلثية الموافقة لما تتشكل من التوابع 


gy COS Rf „ Sin Hf »« = 1,2, .) 


إن المملة (© تامة . ذلك لأن نظرية فيرشتراس تبين أن كل تابع ۾ مستمر 
على [4.8] ويأخذ نفس القيمة عند 4ه وة يكن الحصول عليه كباية 
متتالية متقاربة بانتظام مكونة من كثيرات حدود مثلثية » أي عبارة خطية 
' لعناصر امملة (7). إن مثل هذه المتتالية متقاربة حتاء يمفهوم النظيم » نحو 
و ق الفضاء [8,ه21ن) . 


إذا كان ير تابعاً كيفياً من [ه ,ه2٥‏ فإنه يكننا إعتباره كتباية (بمفهوم 
نظم الفضاء [2],65©) لمتتالية توابع .و كل منبا يساوي £ على الجال 
ر - ط,ه] ويساوي اا ا القيمة عند ۾ 
وه (الرسم 17) . وبالتالي ستطيع تقدير (أو تقريب) كل عنصر من 
[ة ,ه]© باثدقة التى نريدها (ياعتبار مسافة هذا الفضاء) وذلك. بواسطة 
عازه خطية امتاس المملة (6» ومنه يأتي أن الجملة (7) تامة . 
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3. وجود أسس متعامدة . المعامدة 


نقتصر الآن وحتى نباية هذا البند على الفضاءات الإقليدية القابلة 
للفصل (أي تلك التي تحوي جموعة كثيفة أا كان وقابلة للعد) . نلاحظ أن 
كل الفضاءات المذكورة فى الأمثلة السابقة قابلة للفصل (أثبت ذلك !) . 
نستطيع إنشاء فضاء إقليدي غير قابل للفصل بالطريقة التالية . تعتبر على 
المستقيم العددي كل التوابع × المنعدمة ماعدا في نقاط قابلة 
للعد أو عددها منته والتى لما مجموع : #0 جر (على هذه النقاط) قيمته 
منتبية . نعف على هذا الفضاء عليتي المع والضرب في عدد ا نعف جمع 
وضرب التوابع » ونزوده بالجداء السلمي المعرّف بالدستور : 

9( )م ا = (x,y)‏ 

حيث يشمل المجموع السابق كل النقاط + بحيث 0+ ()ر )× . نترك 
للقارئ مهمة البرهان على أنه لا توجد أية جموعة جزئية كثيفة أينا كان 
وقابلة للعد في هذا الفضاء . نشير إلى أن هذا الفضاء تام . 


وقابلة للعد في هذا الفصل . نشير إلى أن هذا الفضاء تام . 
ليكن ۸ فضاء إقليدياً قابلاً للفصل . لنثبت أن كل جملة متعامدة في 
هذا الفضاء قابلة للعد الأكثر (أى أا قابلة للعد أو عدد عناصرها 
ي و صر 
منته) . 
ستطيع » مع الإحتفاظ بعمومية النتيجة» أن نفرض بأن اجملة المتعامدة 
لمعتبرة إيه) متجانسة (إذا لم يكن الأمر كذلك نعوضها بالجملة : | كلم ) 


موجه , ۷2 = لوم - يما 
نعتبر جموعة الكرات 1/2,.م)8 . إن هذه الكرات غير متقاطعة. 
إذا كانت المجموعة القابلة للعد (,ب! كثيفة أا كان في ۸ فإن كل كرة 
من هذه الكرات تحوي على الأقل عنصا من [,ب). وبالتالي فإن جموعة 
هذه الكرات. اتال جتوعة, العناض .م): قابلة" العد عل الأكتن.. 
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في كل فضاء من الفضاءات الإقليدية المقدمة كأمثلة سابقاً » أشرنا إلى 
كان متعامد . لنثبت» في هذا الإطارء النظرية العامة التالية وهي قاثل 
نظرية وجود أساس متعامد في فضاء إقليدي بعده م. 


نظرية 1 (المعامدة) . 


لتكن fasts‏ 111 )8( 
جملة مستقلة خطياً من عناصر فضاء إقليدي ۸ . توجد عندئذٍ في ۸ جملة 
عناصر : 

Pas <‏ وس Pis P2‏ )9( 
تفتع بالشروط التالية : 


) الملة (9) متعامدة ومتجانسة . 
2( كل عنصر Qn‏ عبارة خطية للعناصر : fis fs << fn‏ : 
0 عه Jn , Ann‏ جم © + ...+ anı fı‏ = ,م 

© يمكن كتابة كل عنصر من الجملة (9) معرّف بالشروط الثلاثة السابقة 
بطريقة وحيدة بتقدير العامل 1 +. 
البرهان . نبحث عن العنصر ,م على النحو: 

Qı = an f 

يعين المعامل ,ره هنا بواسطة الشرط : 


af, fı) = 1‏ ع زرب ,رم) 
الذي يعطي : 
SE e‏ 
by Vr JD‏ < 1 
من الواضح أن ,ب معرّف بطريقة وحيدة (بتقدير الإشارة) . نفرض 
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أننا أنشأنا العناصر بب (« >©) الحققة للشروط الثلاثة الواردة في النظرية . 
عندئذٍ يكن كتابة ور على الشكل : 


fn - Dnı Pn + ...+ Dann -1 Qn -1 + hn 


(has Qk) = 0 , k< n 


وذلك لأن المعاملات ,هط (وبالتالي العنصر ,8 أيضاً) معينة بطريقة 
وحيدة بواسطة الشروط : 


(hn, Qk) - (fn زرط اک‎ Q1 کج‎ Dan -1 ©, 9k) > 
- (fns ريرم‎ Dak(Qk, 9) - 0 


من البدييى أن #6 62 (لأن المساواة و د0 تتاقشض 
الفرض القائل أن امجملة (8) مستقلة خطياً) . نضع : 


hn, Rn) 5‏ = ,مم4 
من الإشاء السابق ل رب ينضح أن hn‏ ¢ وبالتالل Pn‏ أيضاء عبارة 
خطية في .ر.... .ل أي أن : 


Pn = © رم‎ f1 + ... + ورك‎ fas an = TFT *° 
: بالإضافة إلى ذلك‎ 
(Pa, Pn) = 1 
(on, 9) = 0) (k< n) 
و‎ 
fa = ba1 91 + طب‎ Drm Pa (bnn = Yhn, hn) * 0) 


أي أن .م يحقق شروط النظرية . 


يسمى الانتقال من الجملة (© إلى اجملة () التي تحقق الشروط الثلاثة 
(1)ء (2)» (3) طريقة (أو متوال) المعامدة. 


من الواضح أن الفضاءين الجزئيين المولدين عن اجملتين (8) وري 
متطابقان . وبالتالي فإن هذين الفضاءين تامان في آن واحد أو غير تامين . 


خ 


ومتجانس . 


نتيجة. يوجد في كل فضاء إقليدي قابل للفصل ۸ أساس متعامد 


لرؤية ذلك نعتبر جموعة قابلة للعد وكثيفة أا كان في ۸ : 
Yas‏ م ا . مختاز في هذه الجموعة جملة تامة من العناضر المستقلة 
خطياً (./). من أجل ذلك يكفي حذف كل عنصر »نب يكتب على شكل 
عبار ة خطية في با مع >1 من المتتالية [مب]. نطبق بعد ذلك طريقة 
المعامدة على المجملة التامة المؤلفة من العناصر المستقلة خطياً التي نحصل 
علا » ف ااا ماعا واف 


تمارين 1. أعط مثالا لفضاء إقليدي (غير قابل للفصل) لا يقبل أي 
أساس متعامد . اثبت أن كل فضاء إقليدي تام (ولوكان غير قابل للفصل) 
قل ا اا ا 

2. أثبت» في كل فضاء إقليدي تام (ولو كان غير قابل للفصل) » أن 
كل متتالية جموعات غير خالية ومتداخلة ومحدبة ومغلقة ومحدودة» هما 
تقاطع غير خالٍ (راجع تارين الفقرة 2» 38» الفصل 2» والفقرة 2» 38» 
الفصل 3) . 


4. متراجحة بسل (امدممع) . امل المتعامدة المغلقة 


باختيان أساسن متعامد ومتجاس ,».....د»..» في الفضاء الإقليدي 
ذي » بعد ۰۸٩‏ ستطيع كتابة كل شعاع × < 80 على الشكل : 
x= DY Ck ek‏ (10) 
k=1‏ 
حيث : 
(1D) cx = (x, e)‏ 
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لنحاول تعميم النشر (10) إلى حالة فضاء إقليدي بعده غير منته. 
Ps <‏ ونه O2,‏ و01 )12( 
جملة متغامدة ومتجاسة في الفضاء الإقليدي ۸ وليكن ۶ عنصراً كيفياً 

ق .R‏ نلحق بکل عنصر f‏ د ۸ متتالية الأعداد : 
c= (f O) , kK =1,2, ..‏ (13) 
التي نسميها إحداثيات أو معامللات فوربي (مونءنده8) لعنصر ۶ بالنسبة للجملة 

إعماء ۴ نلحق به السلسلة (الشكلية » مؤقتاً) : 

(14) J er 


k 
التي نسميها سلسلة فوربي العنصر م بالنسبة لجملة [رم).‎ 
هناك سؤال يطرح نفسه : هل السلسلة (14) متقاربة » أي هل أن متتالية‎ 
المجاميع الجزئية لهذه السلسلة متقاربة (بمفهوم مسافة الفضاء ۸) نحو‎ 
نهاية؟ ثم إذا كانت متقاربة فهل يتساوى جموعها مع العنصر الأول /؟‎ 
۸ قبل الإجابة عن هذين السؤالين نعتبر المسألة التالية : من أجل‎ 
معطى » اختر المعاملاات يه( .... ,1,2 - م) بحيث تكون المسافة بين /ر‎ 


)15( Sn = J ax x 
k=l 


أصغرية . لنحسب هذه المسافة . لما كانت امملة (12) متعامدة ومتجانسة 

فإن : : 5 

مل 

If — Sal = دي‎ Cx Qk f — 2 ak Qk) 
k k 


=1 =1 


= 7-2 مويه‎ + ( Qk Pk J, Ci Qi) 
k=1 k= =1 


1 j 


= If — 2 Y ar Cx + aî - 2اا‎ 7 3 + ١ 2م ا‎ 
ادع‎ k =1 ادع‎ k=1 
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من الواضح أن هذه العبارة تأخذ قيمتها الأصغرية في الحالة التي يكون 
فيا حدها الأخير منعدماًء أي من أجل : 


(16) ak = Cc (k = 1,2, ..., n) 
: لدينا في هذه الحالة‎ 


07 مرا‎ sl - ارا‎ YF ¢ 


k =1‏ 
كنا برهناء من أجل « معطى » أن أقرب الجاميع )015 لم هو المجموع 
ارق لعلسلة قوري لعر هكن تسو هذه النتيحة هناسا بالطريقة الال 
العنضر : 
f ¥ Ck Qk‏ 


k=1 


متعامد على كل العبارات الخطية من الشكل : 
36 ل 


أي أنه متعامد على الفضاء الجزني المولد عن العناصر : ,م ,.. ووب رم إذا 
وفقط إذا كان الشرط (6) محققاً (تأكد من ذلك!). وهكذا نرى بان 
00 المحصل عليها تعميم للنظرية الشهيرة في المندسة الأولية » وهي تنص 
على أن العمودي المُشسْقّط من نقطة معطاة على مستقم ارح سرام 
قطعة مستقيم مائل ير بالنقطة المعتبرة. 


لا كان 2امى - ۴| > 0 في جميع الحالات ينتج من المساواة (17) أن : 


را > 2 ۶ 


k= 


ا ا کي ارف الاين لن يو اال وان اة 2 
متقاربة ولدينا: بي 
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اڪ ب ١١‏ )18 
م 
نسمى هذه المتراححة متراجحة سل (865501) . وهي تعني » من الناحية 
المندسية»› بأن جموع مربعات مساقط الشعاع ر على مناح متعامدة مثنى 
مثنى أصغر من مربع طول الشعاع ۶ أو يساويه. 


لندخل المفهوم المام التالي: 


تعريف 1. نقول عن الجملة المتعامدة والمتجانسة (12) إنها مغلقة: إذا كانت 
لديا المبتلواة الثالية”: 


co 


(19) Ye - ارا‎ 
k=! 

من أجل كل f‏ ۸3 . سمي العلاقة (19) علاقة بارسفال (أةvعء۴a)‏ . 

ينتج من العلاقة (17) أن الجملة (12) مغلقة إذا وفقط إذا كانت متتالية 
المجاميع الجزئية لسلسلة فوربي ,م#,ء ¥ متقاربة نحو م من أجل كل 

k=! 

.RDIf 

إن مفهوم المجملة المتعامدة والمتجاسة المغلقة مرتبط إرتباطاً وثيقاً بمفهوم 
املة التامة الذي أدخلناه سابقاً . 


نظرية 2 كل جملة متعامدة ومتحاسة وتامة ف فضاء إقليدي قابل للفصل 
خدلة: مطلقة 4بوالدكين الکن 


البرهان . لتكن [,م) جملة متعامدة ومتجاسة ومغلقة » عندئذٍ نرى أن متتالية 
ا جاميع الجزئية لسلسلة فوربي لكل ك د 8 متتالية متقاربة نحو ثر. وهذا 
يعني أن جموعة العبارات الخطية لعناصر الجملة (,م) كثيفة أا كان في ۸ » 
أ ی و م الکن بالعكن» إذا كانت اة ووا اة ون 
كل عنصر ۶ د ۸ يكن تقديره بالدقة التي نريد» بواسطة عبارة خطية : 


204 


ئها 
Ck Qk‏ 0 


k= 
: لعناصر الجملة (,م!. يوفر المجموع الجزني‎ 
١ Ck Pk 
[عدع‎ 
لسلسلة فوربي ل/ تقريباً (أو تقديراً) لا يقل دقة عن السابق . وبالتالي فإن‎ 
5 : السلسلة‎ 
١ Ck Pk 
k=l 


متقاربة نحو ؟» وهو ما يؤدي إلى ححة علاقة بارسفال . 


برهنا في الفقرة السابقة أنه توجد في كل فضاء إقليدي قابل للفصل 
جمل متعامدة ومتجانسة وتامة . ما أن الجمل المتعامدة والمتجاشة المغلقة هى 
امل التعاملة والمتكانية الثامة قان وشود حمل متعامداة ومقلقة فى جه 
لب برها داومك اغتثار. أمثلة امل المتعامدة والمتحاسة. التادة 
الواردة في الفقرة السابقة بمثابة أمثلة مل مغلقة . 


فرضنا لحد الساعة أن كل الجمل المتعامدة المعتبرة متجاسة (أى أن 
نظييات عناصرها تساوي 1) » ورغم ذلك فإنه يمكن صياغة مفاهيم معاملاث 
فوربي وسلاسل فوربي ا من أجل جمل متعامدة كيفية . لتكن [ره) جملة 
متعامدة كيفية . ستطيع انطلاقاً من هذه الملة إنشاء جملة متعامدة 
ومتجاسة مشكلة من العناصر: 





= لا من أجل كل f‏ د ۸ لدينا : 


1 
ره‎ (f Yn) = To, FP”) 


Cn Yn 0) = dn Pn 
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(9n)‏ ےک 
|o, ]2‏ اما " 


تسمى المعاملات به المعرّفة بالدستور (20) معاملات فوريي العنصر /ر 
بالنسبة لبملة التعامدة (خير المتجاضة) . .بتعويض المعاملات مء في التراحة 
(18) بقيمها ,مايه = ,ء المستنتجة من المساواة (20) نحصل على العلاقة : 


(20) 


۴اا > ته ارما ۶ 50 


n=! 


التي ثل متراحة بسل جملة متعامدة كيفية . 


5. الفضاءات الإقليدية التامة . نظرية ريس فيشر (ءطءا۴ - zءR)‏ . 


إعتبرنا منذ بداية الفقرة 3 الفضاءات الإقليدية القابلة للفصل وحدها؛ 
رقن مق الان “فمساعدا ان كل الفضباوات الح تام 


ليكن 8 فضاء إقليديا قايلً للفصل وتاماً» ولتكن (,م] جملة متعامدة 
ومتجانسة كيفية (وإن كانت غير تامة) في ۸ . من متراجحة بسل ينتج أنه 
لي تكون: الأعداد و8 ,... C2,‏ معاملاات فوریي لعنصر f‏ 5 2 » يلزم أن 
تكون السلسلة : 


متقاربة . والواقع أن هذا الشرط يصبح لازماً وكافياً في حالة اعتبار فضاء 
تام . ذلك ما ستوضحه النظرية التالية : 


نظرية 3 (ريس فيشر 106 -عR)‏ . لتكن (,م| جملة متعامدة ومتجااسة 
كيفية في فضاء إقليدي تام ۸ » ولتكن .. ,,»... .ده ..ه أعداداً بحيث تكون 
السلسلة : 
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222 E. 
ادع‎ 


متقاربة.يوجد عندئذٍ عنصر f‏ ۸3 بحيث : 


Ck = ل‎ Qk) 


ترا =( = ت ۶ 


البرهان . نضع : 


fn 0 0 Ck Pk 
k=1 
ntp 
ةاور - وجرا‎ = eو‎ + 9۵ +١ + ... + Carp امب‎ = 3 cC 
k=n +1 


بما أن السلسلة (22) متقاربة نستنتجء براعاة تام 8 » أن المتتالية (مم/] 
متقاربة نحو عنصر f‏ ۸3 . 
من جهة أخرى لدينا : 
(f, Yi) = (fns Yi) + (f— fn, Qi)‏ )23( 


إن الحد الأول من المجموع الوارد في الطرف الأيمن يساوي ؛» من أجل 
م >ةء أما الحد الثاني فهو يؤول إلى الصفر لما # هه لأن: 


أرولالارر - ا > لہ ,وگ )ا 
إن الطرف الأيسر من المساواة (23) لا يتعلق ب« ؛ وبالتالي إذا إنتقلنا إلى 
النباية (co + n)‏ ف هذه المساواة» نحصل على : 
Ci‏ عد لم (f‏ 
بما أن تعريف / يعطي : 
(ه جدعم) , 0 جاگ مرا 
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فإن : : 


J =0) 
k=1 
: ذلك لان‎ 
0-١ cr Qurf — YY € QP) = ff) — Y معدا‎ 
k =1 k= k=l 


لنبرهن على النظرية المفيدة التالية . 


نظرية 4. لكي تكون جملة متعامدة ومتجانسة [,م! من عناصر فضاء إقليدي 


البرهان . نفرض أن المملة [مم) تامة » وبالتالي» مغلقة . إذا كان ۶ متعامداً 
على كل عناصر اجملة (,+1 فإن كل معاملات فوربي ل/ منعدمة. تعطي 
علاقة بارسفال في هذه الحالة : 

0= يك ل(« رمي 


k=1 
. = 0 ومنه يأتي‎ 


العكس بالعكس » نفرض أن الجملة [,م) غير تامة» يوجد عندئذٍ في ۸ 
عنصر ع + 0 بحيث : 


(gg) > 3 (ek = ((ميمو,ع)‎ 


k1 
: من نظرية ريس - فيشر» ستنتج وجود عنصر / ۸3 بحيث‎ 
(f Qk) = Ck 


co 


(ff) = ( 2 


k =1 


208 


إن العنصر م بير متعامد على كل ,#©». من المتراحة : 


© 


YY ch > )©89‏ دري 


دن 


يأتي أن : 0 + ۾ سير . انتهى البرهان . 


قارين 1. ليكن 8 فضاء إقليدياً تامأ( ولو كان غير قابل للفصل) ؛ توجد 
عندئذٍ في 8 جملة متعامدة ومتجانسة وتامة إىم) (راجع القرين 1» الفقرة 
3 48» الفصل 3) . برهن على صحة التفكيكين التاليين مهما كان f‏ د 8# : 


I=) '(د آنا , .ومو‎ (f, 9o2 


حيث يحوي مجموع الطرف الأيمن من كل علاقة عددا منتبيا أو قابلاً للعد 
2. نقول عن جملة أشعة إ,م! من فضاء إقليدي ۸ إنها كلية إذا لم توجد 
في ۸ أشعة غير منعدمة متعامدة على كل العناصر ,م. 


تبين النظرية 4 أن كلية جملة أشعة في فضاء إقليدي تام تكاقى تام هذه 
اجملة . اثبت وجود جمل كلية وغير تامة في فضاء غير تام . 


6. فضاء هيلبرت 631100. نظرية التشاكل . 


نواصل دراسة الفضاءات الاقليدية التامة. خهتم» ‏ هو الخال أعلاهء 
بالفضاءات ذات الأبعاد غير المنتهية ونترك جانباً الفضاءات ذات الأبعاد 
المنتبية التي نجد دراسة معمقة لما في دروس الجبر الخطي. نفرض کا ورد 
اعلام :وهذا امن معتاد» أن كل :فضاء من القضماءات الى ستعرها وى 
جبوعة كثيفة اعا كن وقابلة العد .“مدخيل الع ت الثال . : 


تعريف 2. يسمى كل فضاء إقليدي تام بعده غير منته فضاء هيلبرت© (أو 
هير( (Hilbert)‏ . 
© تشريفاً للرياضي الألماني الشبير د. هيلبرت (943-1862) الذي أدخل هذا المفهوم . 
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بعبارة أخرى » فإن فضاء ليلبرت هو تعريفاً جموعة 8 عناصرها: 
بو ذات طبيغة كيفية تحقق الخروط (المسلات)" ٠‏ التالية: 

1. 8# فضاء إقليدي (أي فضاء شعاعى مزود بجداء سلمى) 

1. الفضاء 8 تام بمفهوم المسافة أم ما جرع )0 . 


1 بعد الفضاء 8 غير منته» أي من أجل كل عدد طبيعي «» يكن 
إخاد م عنهرا ' تة طا : 
نعتبر في معظم الأحيان فضاءات هيلبرت قابلة للفصل» أي فضاءات 
تحقق مسلمة أخرى بالإضافة إلى المسلات السابقة . 
۷. #5 قابل للفصل (أي أنه توجد في 8 مموعة كثيفة أا كان وقابلة 
للعد) . 
يشكل الفضاء را مثالاً لفضاء هيلبرتي قابل للفصل . 
نقتصر فيا يلي على اعتبار فضاءات هيلبرت القابلة للفصل . 
نذكر أننا نقول عن فضاءين إقليديين ۸ 8*3 أنمما متشاكلان إذا تمكنا 
من إنشاء تقابل بين عناصريهما بحيث إذا كان : 
Xt x*‏ 1 
* رمه ر 
(حيث × وير في ه » و *× و *ر في *۸) فإن: 
*بر + *× م ر + × 
AX *‏ جه QAX‏ 
و (* ر  )×*,‏ (ر,x)‏ 
أي أن التشاكل بين الفضاءات الإقليدية تقابل يحتفظ بالعمليات 
الخطية في هذه الفضاءات ويحتفظ أيضاً بالجداء السلمى . 
نعم أن كل فضاءين إقليديين بعدها م متشاكلان» وبالتالي فإن كلا 
منهما متشاكل مع الفضاء الحسابي ”۸ (المثال ٠1‏ الفقرة 2) . أما إذا كان بعد 
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الفضاءين غير منته فليس من الضروري أن يكونا متشكلين . إن الفضاءين 
1 و[ة,ه]2© » مثلا» غير متشاكلين. وهذا ناج » مثلاً من کون را فضاء 
تام أما [ط ٥)4,‏ فهو غير تام . 


ومع ذلك لدينا النظرية التالية . 
نظرية 5. كل فضاءات هيلبرت القابلة للفصل متشاكلة فيا بينها. 


اهنا لنثبت أن كل فضاء لميلرت 8 متشاكل مع الفضاء يا٠‏ 
وهذا يكفي للبرهان على النظرية . نختار في 8 جملة u‏ و 
وتامة كيفية [,م! ونلحق بكل عنصر f‏ 213 المتتالية م C15 C2, ans Ens‏ المؤلفة 
من معاملات فوربي ل بالنسبة لمذه الجملة. لا كان: م > چە ا 
فإن المتتالية (....»....:»..ه) عنصر من را . والعكس بالعكس » من نظرية 
ريس - فیشر نرى أن من أجل كل عنصر (... ,م٥‏ ,... ,وه )٥,‏ يوجد عنصر 
H3 f‏ معاملاته لفوربي هي الاأعداد (.. ,وه .... ,يه ..ه) إن التطبيق المعدف 
ببذه الطريقة من 2 في را تقابلي . من جهة أخرى إذا كان : 


(C1, C2, «<s Cn»)‏ جل 
وَ: 
dr <)‏ سررية E (dy‏ 
لدينا : 
dp, =)‏ + وم روك + C2‏ ريك + ين) جوع f+‏ 
وَ: 


af جه‎ ) 661 UC2, <<, Cp» -( 


أي أن كل جموع عنصرين يقابله جموع العنصرين المقابلين» وأن جداء 
عنصر في عدد يقابله جداء العنصر المقابل في نفس العدد. أخيراً ينتج من 

علاقة بارسفال (25678ة5) أن : 
عه (fg) = JY‏ (24) 


k=1 
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5 : ذلك لان‎ 
N= Y 2 


ف = )8 ,8( 


[عدم 


= (وهبع) + (ه ,)2 + (ff)‏ = )8 د رع (f+‏ 


= DY ,م‎ +9, 2- Y c+ 2Y cenda + d2 
n= n =1 N =1 
ومنه ان المساواة 24). وهكذا يتضح أن التقابل الذي عرفناه‎ 
ا وعتاضر. النميار ,ج اكل‎ > ٠ بق - :عنامي . «الفناي‎ 


تين النظرية 3 هنا أنه يوجد فضاء هيلبرت قابل للفصل » وحيد» 
بتقدير شاك (أي أن جملة المسلمات من 1 إلى 17 تامة) وأنه يكن اعتبار 
الفضاء را ا من إحداثيات» لذلك الفضاء الوحيد» اله ٤‏ 
ذلك حال الفضاء الحسابي #7 (المزود بالجداء السلمي Xi Ji‏ 2( المعتبر 
ک «إنجاز تمن إحداثيات» للفضاء الإقليدي ذي n‏ بعد الع بواسطة 
مسلمات . 

هناك إنجاز آخر لفضاء هيلبرت (القابل للفصل) تعطيه متممة الفضاء 
التابعى [ط ٥2],‏ . لرؤية ذلك نلاحظ أنه من السبل التأكد من ان المتممة 
*8 لفضاء إقليدي كيفي ۸ (بمفهوم تعريف متممة فضاء متري الوارد في 


8 الفصل 2( تصبح متمتعه م متمتعة ببنية فضاء شعاعي إقليدي إذا ما مددنا 
يإستمرار إلى *۸ العمليتين الخطيتين وعلية الضرب في عدد المعرفة في # » 
أي إذا وضعنا : 


y = lim (Xn + Ya)‏ بعر 


مع دير 


ax = lim aX" 


مجع ىر 


(x, y( = lim (Xn Yn) 
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حيث × +× و رور و ,+ #3 وور 3 ۸. (من السبل إثبات 
وجود النبايات واستقلالما عن اختيار المتتاليتين (,*) وَ[,«) . إذن فإن 
متممة الفضاء [(2]6,8© فضاء إقليدي تام ؛ من الواضح أيضاً بأن بعده 
غير منته وبأنه قابل للفصل » وبالتالي فهو فضاء هيلبرت . سنعود ثانية إلى 
هذه المسألة ضمن الفصل 6 ونبين عندئذٍ أن العناصر التي ينبغي ضمها إلى 
b]‏ به ]ته د » يمكن أن نعتبرها هي أيضاً توابع إلا أعها 
غير مستمرة (وبعبارة أدق فإن التوايه هذه» توابع ذات مربعات قابلة لجمع 
بمفهوم لوبيغ (ueعەءطء))‏ . 


7 الفضاءات الجزئية » التعامد, ا مجموع المباثر 
طبقاً للتعاريف العامة الواردة في 38: سمى منوعة خطية في فضاء 
هيلبرت 8 جموعة 2 من عناصر 8 بحيث إذا كان / وع في 2 فإن: 
8 + ,ره 23 من أجل كل عددين » 8 . سمي كل منوعة خطية مغلقة 
فا كا الجن فن الأمكلة لاء ات هة من لفيا هليرت 
1. لیکن « عنصراً كيفيا من # . تشكل جموعة العناصر ۶ د 8 المتعامدة 
على م فضاءً جزئياً من 8 . 


2 نفرض أن را ينجز ۸# أي أن عناصر ۸# متتاليات عددية 
ل وو و ,2 x,‏ ګیث : 
مه < x7‏ 0 
k‏ 
تشكل جموعة المتتاليات الخاضعة للشرط ر× = × فضاء جزئياً من 8 . 
3 نفرض من جديد أن 8 مُنْجَرَ من طرف را. تشكل العناصر: 
(X1 X2, ws Xp")‏ = كر الحققة ل 0= ,× من أجل ...,2,4,6 - م 
(و: يم كيفي من أجل .. ,5 ,3 = «) فضاءً جزئا من H8‏ . 
0 القارئ بأن يتأكد من أن مجموعات الأشعة المشار الما 2 الأمثلة 
م بقة تشكل فضاءات جزئية . 
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يمثل كل فضاء جزني من فضاء هيلبرت إما فضاءً إقليدياً بعده منته 
وإما فضاء هيلبرتيا. نلاحظ بالفعل أن الفضاء الجزني يحقق المسلات 1» 
1 2111 أما المسلمة 1۷ فتأتي من التوطئة التالية . 


قال الل 
A‏ 
جموعة قابلة للعد وكثيفة أغا كان في ۸ . نضع : 
an = Inf @(Šn,)‏ 
nER’‏ 
ومنه نستنتج وجود نقطة س 3 '۸ بحيث : 
1 
(ns Tam) < dn + i‏ 
وهذا من أجل كل عددين طبيعيين ۸ و" . 
لیکن م >0 و5 > ل ؛ من أجل كل ٩‏ ۸'2 يوجد »« بحيث: 
د > (n,‏ 
وبال 


1 E E 
(ns n,m) < dn Fu SF 


3 
03 

ليكن ( م7 ,)© > ع أي أن المجموعة المنتهية أو القابلة للعد سملا 
(..,1,2 = م ,م) كثيقة أا كان في “8 . 

تقتع الفضاءات الجزئية من فضاء هيلبرت ببعض الخواص الذاتية (التي 
لا تقوم في حالة فضاء جزثي من فضاء نظيمي كيفي) . وهي مرتبطة 
بتواجد الجداء السلمى ويمفهوم التعامد الذي يعتمد على الجداء السلمى. 

بتطبيق طريقة المعامدة على متتالية قابلة للعد وكثيفة أا كان من 
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نظرية 6. توجد في كل فضاء جزني 24 من فضاء هيلبرت 8 جملة متعامدة 
ومتجانسة [,م! ملاصقها الخطي يساوي 1 . 

ليكن 84 فضاءٌ جزئياً من فضاء هيلبرت 4 . نرمز ب: 

HOM‏ = ديز 

مجموعة العناصر ع د #8 المتعامدة على كل العناصر f‏ 3 84 ونبرهن 
أن “۸ فضاء جزئي من ۸ أيضاً. إن خطية +8 بديهية لأن من 
0 - وريع) = صررع) يأقي أن 0 = (ر,يويه + رهره). للبرهان على أن 1/1 
مغلق نعتبر متتالية عناصر ,ع 3 4١‏ متقاربة نحو ع. لا كان: 


(gf) = lim (ررمع)‎ =0 


من أجل كل f‏ د ۸ فإن ۽ عنصر من ۸١‏ . 


يسمى الفضاء الجزئي < المكمل المتعامد للفضاء ال جزني 4 نحصل. من 
النظرية 6 على النظرية التالية بسهولة: . 


نظرية 7. إذا كان 4ه فضاءً جزئياً شعاعياً (مغلقاًا) من الفضاء ۸# فإن 
كل عنصر f‏ د 8 يكتب بطريقة وحيدة على الشكل: '۸ +۸ f=‏ حيث 
M3h‏ “زر .M-3‏ 

البرهان . نبرهن في البداية على وجود ذلك التحليل . نختار في 24 جملة 
متعامدة ومتجاذسة تامة {Qn}‏ ونضع : 


oo 


h = 0 Cn Qn ١ Cn = (f, Qn) 


لا كانت السلسلة 2ء < متقاربة (حسب متراحة بارسفال) فإن 
العنصر ۸ موجود وهو 0 4 . نضع : 
h' = f— h‏ 
من الواضح أن لدينا : 
(h', Qn) = 0‏ 
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من أجل كل «؛ ويا أن كل عنصر ع من 4 يكتب على الشكل : 


dn Qn‏ دم 


n=} 


: ستنتج أن : 
an(h', 0.) = 0‏ إ( = ©,6) 
1م 


وهذا يعنى أن h'‏ 3 ديق . 

نفرض الآن » بالإضافة إلى التحليل "8 +« -مرء وجود تحليل ثان 
+84 ع 5 hı +h , hi EM,‏ عدر 
عندئذٍ من أجل كل «» لدينا: 

(hy, Pn) = (f Qn) = Cn 

ومنه: = رh‏ و h'‏ = إh.‏ 

يكن استخلاص بعض النتاح المفيدة من النظرية 7. 
نتيجة. 1. إن المكمل المتعامد للمكمل المتعامد لفضاء جزني شعاعي 16 
يساوي .M‏ 

وهكذا نستطيع الكلام عن فضاءين جزئيين في 8 متكاملين عكسياً . إذا 
كان 34 و36 فضاءين جزئيين من 8# متكاملين عكسيا وإ,م! [,م) جملتين 
متعامدتين تامتين (في 4ه و ممه على التوالي) فإن إتحاد (ي,م) 
و 0# يعطي جملة متعامدة تامة في الفضاء 8# بأكمله. ومنه تأتي النتيجة 
التالية : 
نتيجة 2. يكن توسيع كل جملة متعامدة ومتجاسة من عناصر 8 بحيث 
نخصرم على جملة تامة في 8 . 

إذا كانت الجملة [,م) منتبية فإن عدد عناصرها يساوي بعد الفضاء 


الجزني 34 المولد عن (,م! ويساوي البعد المرافق للفضاء الجزني +8 . ومنه 
تأتي نتيجة أخرى . 
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نتيجة 3. إن الكل المتعامد لفضاء جزني بعده منته م فضاء بعده 
المرافق م » والعكس بالعكس . 
إذا استطعنا كتابة كل شعاع f‏ د ۸4 على الشكل ۸ +۸ f=‏ مع ۸ 3 M‏ 


و۸ د ديه (حيث يرمز ديا للمكمل المتعامد ل84) نقول أن 8 جموع 
مباشر للفضاءين الجزئيين المتعامدين 34 و 841 » ونكتب : 


H = 11 © 84+ 


من الواضح أن مفهوم الجموع المباشر يكن تعميمه إلى حالة عدد منته 
كيفي وحتى إلى جموعة قابلة للعد من الفضاءات الجزئية ؛ بعبارة أدق » نقول 
أن 8# جموع مباشر لفضاءاته الجزئية ... ,م4 .... ,312 M1,‏ : 


13 ع‎ 11, © M0... © M, © ... 

إذا كان : 

1) الفضاءات الجزئية ,34 متعامدة مثنى مثنى » أي أن كل شعاع سن 
,8 متعامد على كل شعاع من ,4ه من أجل © *:. 

© يمكن كتابة كل عنصر 3.7 # على الشكل : 

j = hı + ho + ... + hpg + .. , رق عه‎ 

وإذا كان عدد الفضاءات الجزئية ,8« غير منتهء فإن السلسلة 
#|,*| < متقاربة . نتأكد بسمولة من أنه إذا وجد مثل ذلك التحليل ل 


فإنه وحيد وَ: 
gl‏ ¥= ارا 
ستطيع » إلى جانب الجموع المباشر لفضاءات جزئية» الكلام عن 
المجموع المباشر لعدد منته أو مجموعة قابلة للعد من فضاءات هيلبرت. 


بعبارة أوضح إذا كان ,8 8:3 فضاءين لميلبرت نعرّف مجموعهما 
المباشر 8 بالطريقة التالية : عناصر الفضاء # هي كل الثنائيات ر۸,۸) 
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التي تحقق ,۸ 8,3 وده 3 4 » حيث نعرّف الجداء السلمي لثنائيتين 
بالدستور : 


(hı, h2), (hf, h)) = (hı, hf) + (ha, h}) 
من الواضح أن الفضاء 8 يقبل فضاءين جزئيين متعامدين عناصرها‎ 
هي » على التوالي ؛ الثنائيات ذات الشكل (۸,,0) و (ر0,۸)؛ نستطيع أن‎ 


نطابق » بصفة طبيعية » بين الأول منهما والفضاء الجزثئي ,8 وبين ثانيهما 
والفضاء الجزئي و ٠.‏ 


تعرّف » بطريقة مماثلة » ا مجموع المباشر لعدد منته کيفي من فضاءات 
هيلبرت . نعدّف المجموع : ,8 © < - 8 لجموعة قابلة للعد من الفضاءات 
H,, H2, ..., Hn,‏ ۴ يلي : عناصر الفضاء 8 هى كل المتتاليات ذات 


الشكل : 
h = (hha, shins.) hn € H,‏ 
الحققة ل: 
oo‏ < ,رطا ١‏ 
أما الجداء السلمي (8,8) لعنصرين ۸ وع من # فهو يساوي : 
J (hn, Bn)‏ 


8. الخاصيات المميزة للفضاءات الإقليدية 
0 0 التالية . ليخ 8 فضاءً ليها + ما هي الشروط 
ا ا SS‏ 
بواسطة جداء سلمي . بعيارة أخرى » كيف نمز الفضاءات الإقليدية من بين 
الفضاءات النظيمية؟ تحدد النظرية التالية ذلك القييز: 
نظرية 8. لكي يكون فضاء نظيمي 8 إقليدياً يلزم ويكفي أن يكون : 
(اها + ماما 2 = ماع ما + ماع + را (25 
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مهما کان العنصران f‏ وع من ۸ . 
تعر هذه المساواة في فضاء إقليدي عن خاصية شبيرة » هي خاصية 


متوازي الأضلاع : جموع مربعي قطريّ متوازي الأضلاع يساوي جموع 
مربعات كافة أضلاعه . نتأكد من هذه المساواة سبولة : 


= )& جرريع دي + رع + gl = (f+ gf‏ مرا + gl?‏ جرا 
إناها + ۶۶ا 2 = و ,2)8 + وريد - 
وهكذا يتضح أن الشرط (25) لازم . لنثبت أنه كاف . نضع : 
ge)‏ سما - تام (l/+‏ ]= 8 )26( 


ونثبت أنه إذا تحققت المساواة (25) فإن التابع (26) يحقق كل مسلمات 
الجداء السلمي . ما أن لدينا المساواة التالية من أجل ۾ = ينتج أن : 


2الرا - ا مرا - 2fl‏ ا( 3= I)‏ 27 


وهذا هو بالضبط الجداء السلمي الذي يولد النظيم المعرّف على الفضاء ۸ 
في البداية » نلاحظ انطلاقاً من (26) أن : 
(f 8) = (g8, f)‏ 
وهذا يعني أن الخاصية الأولى لجداء السلمي محققة. من جهة أخرى» 
وبفضل (27)» شتنتج أن الخاصية (4) محققة. لإثبات الخاصية (2) نعتير 
التابع دي الأشعة الثلاثة 
OCf g, h) = 4])/+ g,h) — (fh) - (g8, h)]‏ 


(28) OC ,ع‎ h) = f + g + hl — f+ ع‎ h2 - 


2ا وا + ا + عا - ام ما + اام جيرا - 
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ونئبت أته مطايق للصفر . لدينا من (25): 
اع م جما - 2اوا2 + دام ج ا2 = دام +ع جما 

بنقل ذلك إلى (28) نحصل على : 

+ داع 8 مرا + مام h) = - lf + h—‏ بع بيه )29( 
تام وا + 2اط + واا - دام ديرا - تام جما + 
ثم نقسم (28) على 2 وكذا (29) فنحصل على : 

75 ار م g, h) - (ls + n+ fl + lg+‏ بت 

تام ها + اط بها - هام -م -ها + تام +« -ع) 14- 


بفضل (25) نرى أن الحد الأول يساوي : 


2اا + دام + و 
والحد الثاني يساوي : 
ْ ارا - ماه ع| - 
لدينا أ ا 
DG g, h) = 0 25-595‏ 


لنثيت الآن الخاصية (3) التي تعبر على تجاس الجداء السلمي . من أجل 
ذلك نثيّت / وعم بطريقة كيفية ونعتبر التايع : 
q(d) = (ef, g) - of, ©(‏ 
من (26) يأقي مباشرة : 
e0) - 4 (lg - gle) -‏ 
و :0= (1 - )وء لأن (ع ب - = (و/ -). ولذلك لدينا من أجل كل عدد 
كياح 3# 
Sgn RHC, 8) + ...+ (f (1‏ = (ع (Rf, 8) = {sgn nf + ...+ f),‏ 


= lal sgn nf g) = mf, وه‎ 


أي أن : 0 = (م)». من أجل م وي حيحين وَ0 + ۾ لدينا: 
f.e) =2. 16 1-2 (f 8)‏ ام = )2.8( 
أي 0 = 0)» من أجل كل عدد ء ناطق ؛ لما كان التابع م مستمراً ينتج أن 


(e) = 0‏ 
أثبتنا إذن بأن التابع (ع ,,) عقتع بكل خاصيات الجداء السلمى . 


أمثلة 1. نعتبر الفضاء ذي « بعدا 8 المزود بالنظم : 


“ليها ١‏ ) = رادا 


تلاح أن کی قلات النظم عة من أجل ع 5 1 عل ارخ من 
أن :2 فضاء إقليدي من أجل 2 - م فقط . لرؤية ذلك نعتبر في 84 


شعاعين : 
(9,... و9 ,1,9 ,1) = كر 
0 و ,0 ,0 1 e (1, as‏ 8 
لدينا م 
g = )2, 0, 9, ..., 0(‏ ع 
(0,... ,0,2,0( = چ و 
ومبه 2 


2 = باع ديا - راع جيرا , 2۶ = اعا = ماما 
الأمر الذي يثبت عدم سحة متطابقة متوازي الأضلاع (25)» من أجل 


2 # ورء 


2 نعتبر فضاء التوابع | المستمرة ة على القطعة المستقيمة [10,7. ٠‏ نضع : 
f(D = cost , g(4) = sin t‏ 
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لدا 


1 = اعا = ااعراا 
و 
2 = اه t + sin‏ وهه| max‏ = اع برا 
22> ] >0 
max (cos t - sin tl = 1‏ = اع كرا 
2 01 
نرى إذن : 


(اا 5 ا 2 + تاج مرا + تاج جما 


وبالتالي يستحيل تعريف نظم الفضاء [0,2/2]© بواسطة جداء سلمي . 
من السهل أن نرى بأن فضاء التوابع المستمرة [8.ه]© ليس فضاءً إقليدياء 
مهما كانت القطعة [ط ,ه] . 


و. الفضاءات الإقليدية العقدية 1 
بعد أن رأينا الفضاءات الإقليدية الحقيقية يكننا النظر في الفضاءات 
الإقليدية العقدية (أي الفضاءات الشعاعية العقدية المزودة بجداء سلمي) . 
لكن المسلات الأربعة الواردة في تعريف الجداء السلمي (في بداية هذا البند 
8) لا يكن أن تتحقق كلها في آن واحد كذلك أن | لن 03 0 
Ax, Ax) = 22), ×(‏ 
ومنه يأتي » بإعتبار ¡ =۸؛ 
(ix, ix) = - (x, x)‏ 
وهذا يعني أن المربعين السلميين للشعاعين × وجا لا يمكن أن يكونا 
موجبين في آن واحد . بعبارة أخرى فإن المسلمتين (1) و(3) لا ينسجمان مع 
المسلمة (4) . ولذا وحب إجراء بعص التغيير ق المسلات المذكورة ق حالة 
فضاء عفدي . تعدف الجداء السلمي ف قضاء عقدي كتابع عددي (قيمه 
عقدية) لشعاعين يحقق “الشروط التالية 
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1) (× ,ر( = (x,y)‏ 
(x,y) = x, y( 2‏ 
(xı + x2, y) = (x,y) + (x2, y) 3‏ 
4 (×,×) > 0؛ و(« ع) > 0 إذا وفقط إذا كان 0+ ×. 
(وهكذا غيرنا المسلمة الأولى وتركنا المسلات الأخرى على حالما) . 
من الشرطين (1) و (2) يأتي أن: 
(ر ,)32 = (ر۸,×) 
(ر ,×) 1 = (× ,1)7 = (× )x,y( = Oy,‏ 


من الأمثلة الشبيرة للفضاءات الإقليذية العقدية الفضاء ذو « بعداً: "© 
(راجع المثال 2» 18) الذي نعرّف فيه الجداء السلمى لعنصرين: 
(م* ,2× ,1*) = × و(مرنز,... ,وبر ريز) = ر بالدستور : 


(wy) = Y xk Ye 
k=1 


من المعلوم أن كل فضاء إقليدي عقدي يعده م متشاكل مع ”07). 
توت فا يل ال لنطناء الت اف ع اها وسين 


1. الفضاء العقدي را المؤلف من متتاليات الأعداد العقدية : 


ReaD‏ ع2 ) اح عل 
الحققة للشرط : 5 
o‏ < ا ١‏ 
n =1‏ 


أما الجداء السلمي فنعرّفه بالدستور : 


o) = DÛ x, 


n= 
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2. الفضاء [2]6,5© المؤلف من التوابع | المستمرة على القطعة إذ ,ه] ذات 
القيم العقدية» المزود بالجداء السلمى : 


00 
Ce) = | KOKA 


نشير إلى أن طول (نظم) شعاع في فضاء إقليدي عقدي معرّف» ا هو 
الخال في الفضاء الحقيقي » بالدستور : 


دز = عدا 


لا 0 في فضاء إقليدي ي عوماً » مفهوم زاوية شعاعين (لأن 
العبارة 7 1 TT‏ 1 کہ تساوي عادة عدا عفدا ولذلك فهي لا تمثل عادة جيب 


ام زاوية حقيقية ؛ ومع ذلك فإن مفهوم التعامد يبقى قايا : : نقول عن 
عنصرين × وبر أنهما متعامدان إذا 5ن 0 = روب 


إذا كانت إره) جملة متعامدة كيفية من عناصر فضاء إقليدي عقدي ۸ 
و۶ عنصراً كيفياً ۸ فإن الأعداد : 


1 : 
= To, 0 9) 


تسمى» ۴ هو الحال في فضاء إقليدي حقيقي » معاملات فوربي وتسمى 
السلسلة : 
١ dn Pa‏ 


سلسلة فوربي للعنصر ل بالنسبة لجملة المتغامدة [ر. لدينا متراخة بسل : 


)£ = تلمهانامم! Y‏ 
بصفة خاصة إذا كانت الملة (,م! متعامدة ومتجاضة » فإن معاهلات 
فوربي لمثل هذه اجملة معرّفة بالدستور: 
Cn = {f Pa)‏ 
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وتكتب متراحة فوربي على الشكل : 
len = £1)‏ 2 


يسمى كل فضاء إقليدي عقدي تام وقابل للفصل » ذي بعدٍ غير منته » 
فضاء هيليرتياً عقديا . نلاحظ أن نظرية التشاكل تثمل فضاءات. هيلرث 
العقدية , 


نظرية و. كل فضاءات هيلبرت العقدية القابلة للفصل متشاكلة فيا بينها. 


إن أسط إنجاز لفضاء هيلبرتي عقدي هو الفضاء العقدي ,1. سنقدم 
ضمن الفصل 6 إنجازاء تابعيا» آخر لمثل هذا الفضاء. 


نقترح على القارئ أن يتأكد من أن كل النظريات المثبتة أعلاه من أجل 
الفضاءات الإقليدية » وبصفة خاصة من أجل فضاءات هيلبرت الحقيقية » 
صحيحة أيضاً من أجل الفضاءات العقدية (مع إحداث تغييرات طفيفة 
بمراعاة عقدية الجداء السلمى) . 


و5 الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية 


1. تعريف وأمثلة ع و ل 
طوبولوجيا في فضاء شعاعي . أثبت تطور بعض فروع التحليل التابعي › 
مشل نظرية ارايت (القي 0 في الفصل الموالي) أنه من المفيد في 
العديد من االات اة فضاءات شعاعية مزودة بطوبولوجيا غير معدفة 
إنطلاقاً من نظ . 
تعريف 1. نقول عن جموعة ع إنها فضاء شعاعي طوبولوجي إذا كان : 
1. 6 فضاء شعاعيا (بضرب عناصره ق أعداد حقيقية أو أعداد 
عقدية) . 
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1. ع فضاء طويولوجيا. 


1. عليتا المع والضرب في عدد (في 8)ء مستمرتين بالنسبة 
لطوبولوجية 8 . 

بعبارة أوضح فإن الشرط الأخير يعني أن : 

) إذا كان مر + م = مء» من أجل كل جوار ا للنقطة 20 ستطيع 
إيجاد جوار 7 للنقطة مد وجوار # للنقطة وبر بحيث : بر +× = 3ا مما 
کان × ۷3 وبر 3 17 . 

© إذا كان : مر = م مه» من أجل كل جوار لا للنقطة مر يوجد جوار 
17 للنقطة م« وعدد :> 0 يحيث ×3 لآ مجرد انتقاء × إلى < ومن 


أجل : ع > امه ے|. 


إن الصلة الموجودة في فضاء شعاعي طوبولوجي بين العمليتين الجزئيتين 
والطوبولوجيا تستلزم أن الطوبولوجيا على مثل هذه الفضاء معرفة جيداً 
بتعاطي جماعة من جوارات 0. لرؤية ذلك نعتبر نقطة × من الفضاء 
الشعاعي الطوبولوجي 8 وجواراً ا ل0 في 8 . عندئذٍ نلاحظ أن × + [1» 
أي متحول هذا الجوار بواسطة إسحاب شعاعه ×» جوار له ؛ من البديبي 
أن كل جوار لنقطة كيفية × د 8 يكن الحصول عليه بهذه الطريقة 

من استمرار عليتي المع والضرب في عددء في فضاء شعاعي 
طوبولوجي » تنتج مباشرة القضايا التالية : 

1) إذا كانت ا و7 مجموعتين مفتوحتين في 8 فإن المجموعة ۷ + لآ 
(أي جموعة العناصر من الشكل ر +د» حيث × د لا وير 3 7) مفتوحة 


أيضاً 


© إذا كانت ا مموعة مفتوحة فإن المجموعة ا2 (أي مموعة كل 
العناصر من الشكل «2؛ × د [1) مفتوحة أيضاً هما كان ۸+ 0. 


إذا كانت ۴ مجموعة مغلقة في 8 فإن ۸۴ مغلقة أيضاً مما كان ۸. 


أمثلة . 1. من بين الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية يجب » في البداية » ذكر 
226 


الفضاءات النظيمية . ذلك أن خاصيات النظم تستلزم أن جمع الأشعة 
وضرب شعاع في عدد عمليتان مستمرتان بالنسبة للطوبولوجيا المعرّفة بالنظيم . 


و توف« ى الفضياء كه الولف" عن “المتتاريات. الغددية . الكيفية 


( وو ,× ر = × جملة أساسية من الجوارات ل2»0 وذلك بالطريقة 
التالية : إن كل جوار (© ,,ك ,... ,,#) ا معدف بالأعداد kı ...,k,‏ وبالعدد 


الحقيقي 8 > 0» وهو يحوي كل العناصر ‏ د “8 بحيث : 


E 2#‏ 4 6ه ادا 


نتأكد بدون صعوبة من أن تعاطى هذه الجملة يجعل من “8# فضاء 
شعاعياً طوبولوجياً . (نستطيع إلى جانب >8 اعتبار الفضاء -© المؤلف 
من كل متتاليات الأعداد العقدية) . 


3. ليكن [5,ه]ة فضاء التوابع القابلة للإشتقاق لامهائياد» على القطعة 
[ط ,ه] . نعدّف على [ط ,ه]× طوبولوجيا بواسطة جملة أساسية من جوارات 
0 کا يلي : كل جوار ...10 ينتمي إلى هذه اجملة معرّف بدليله ” وبالعدد 
© > 0 ويم كل التوابع 0 المحققة للمترا جات : 
k= 0,1,2, ...,m‏ , ع > )0(0 lp‏ 
حيث 006 يرمز إلى المشتق من الرتبة * للتابع م. 


إن ارتباط الطوبولوجيا بالعمليتين الخطيتين» في فضاء شعاعي 


طو بولوجي » يجعل هذه الطويولوجيا تخضع لشروط جد مفيدة. بعبارة أوضح 
فإن كل نقطة × وكل مجيوعة مغلقة لا تحوي هذه النقطة ؛ في فضاء شعاعي 


ظوبولوجي 8 » تقبلان جوارين غير متقاطعين . 
للبرهان على هذه القضية يكفي اعتبار النقطة 0 - × وجموعة مغلقة 
كيفية ۴ لا تحوي هذه النقطة. نضع م/8 = [1. بفضل استمرار علية 
الطرح في 8 » يوجد جوار W:0‏ بحيث : 1 - 17 -# . يكن أن نعتبر W‏ 
مساوياً لجوارين #0 823 بحيث: اع ر-× من أجل كل 
(» أي إن المشتقات من كل الرتب موجودة. , 
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× 8,3 و ر در« . لنثبت أن ملاصق الجوار W‏ محتو في لا . ليكن ر 3 [#]. 
إن كل جوار للنقطة cy‏ ما ف ذلك W‏ واه يحوي نقطة z‏ #3 . 
وبالتالى توجد نقطة 2 د ۷ بحيث + +_ير 3 2177 إذن رد۷ -۷# د لآء 
ونه ياق ما كنا أغلناف»: أن الخواريق: المظلويين للنقطة ن وال وة .حا 
على التوالي # 8017713 . 


نقول عن فضاء طوبولوجي إنه ,7 - فضاء إذا حقق مسلمة الفصل 
الأول ,7ء أي إذا كانت جموعة جرئية ذات عنصر واحد في هذا 
الفضاء جموعة مغلقة ؛ من البديهي أن كل فضاء شعاعي طوبولوجي يكون 
2 - فضاء إذا وفقط إذا كان تقاطع كل جوارات 0 لا يحوي أي عنصر غير 
منعدم . . كنا أطلقنا في الفصل 2 اسم فضاء نظامي على كل فضاء 
طوبولوجي يحقق مسلمتي الفصل 7 2:3 . 


نلاحظ » حسب ما أثبتناه آنفا» أن كل فضاء شعاعي طوبولوجي من 
الفط 1 هو فضاء نظامي . 

يلعب م جموعة محدودة دوراً هاما في الفضاءات النظيمية . على 
الرغم من أن هذا المفهوم قد أدخل بواسطة النظيم إلا أننا نستطيع صياغته 
بطريقة طبيعية» من أجل الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية الكيفية. 


نقول عن جموعة » محتواة في فضاء شعاعي طوبولوجي 2ء إنها . 
محدودة إذا استطعناء من أجل كل جوار ا ل0 إيجاد عدد طبيعى ۸ 


بحيث : 1 د [21 من ل ا / 

من الواضح » في حالة فضاء نظيمى » أن مفهوم جموعة محدودة يطابق 
مفهوم مجموعة محدودة بدلالة النظيم (أي مع إمكانية وضع هذه الجموعة 
داخل كرة ۸ > |«ا) . نقول عن الفضاء 8 إنه محدود محلياً إذا احتوى » 
على الأقل» على جموعة غير خالية مفتوحة ومحدودة. إن كل فضاء 
نظيمي فضاء محدود محليا . يعتبر الفضاء +8 الوارد في المثال 2 مثالاً 
جموعة غير محدودة علا (برهن على ذلك !) . 


تقارين. 1. لیکن ع فضاء شعاعيا طوبولوجيا » برهن على القضايا التالية : 
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أ) تكون جموعة مه د ع محدودة إذا وفقط إذا وجدناء من أجل كل 
متتالية [,*! د 34 وكل متتالية أعداد موجبة (,م) متقاربة نحو 20 إن 
المتتالية {€n Xn}‏ متقارية نحو 0. 

ب) إذا کان : آم 2 E‏ و ×+ م× فإن [,*] جموعة محدودة. 

إذا كان التكاء ل دورولا فإنه قى هة -قابلية الف 
الأولى . 


هل تع الفضاء “8# بمسلمة قابلية العد الأولى؟ 


2. نقول» في فضاء شعاعي طوبولوجي 8 » أن جموعة 34 ممتصة بجوار 
0J U‏ إذا وجد عدد طبيعي ۸ بحيث : M‏ د ل1م. أثبت وجود جملة 
أساسية من جوارات © مقاصة فيا بينها» وهذا في كل فضاء محدود محليا . 
ما هى الجملة الماثلة لهملة السابقة التي يكن اعتبارها في فضاء نظيمي؟ 


2< التحدب المحلي. إن الخاصيات التي تمتع بها الفضاءات الشعاعية 
ار وة اتفه غ كرا عن الخاصياك المألوفة في الفضاءات 
الإقليدية أو النظيمية . هناك صنف هام من الفضاءات أعم من صنف 

الفضاءات النظيمية » وهو مع ذلك يحتفظ بجل خاصيات الصنف الثاني . 
هذا الصتف هو صتف القضناءات المحدية حلا 


تعريف 2. نقول عن فضاء شعاعي طوبولوجي إنه محدب علي إذا أحتوت 
كل جموعة مفتوحة غير خالية جموعة جزئية مفتوحة غير خالية ومحدبة. 
نشير إلى أنه إذا كان الفضاء 8 محدباً ليا فإننا نستطيع من أجل كل 

× د 8 وكل جوار 0ا ل×) إيجاد جوار محدب 7 لذه النقطة يحيث 
دم د12 . لرؤية ذلك يكفي أن نثبت صحة مقولتنا عند النقطة 0 = × . 
لیکن 1 جوارا كيفياً ل0 . يوجد عندئذٍ جوار 7 ل0 بحيث [1د7 -۷. 
ما كان الفضاء 8 خدباً ليا فإنه توجد جموعة غير خالية مفتوحة ومحدبة 
7 د . لیکن بر د 7 عندئذٍ فإن ر - 7 جوار محدب ل0 محتو في ا 
229 


إن كل فضاء نظيمي فضاء محدب محلياً . ذلك لأن كل جموعة مفتوحة 
وغير خالية في مثل ذاك الفضاء تحوي حا كرة. وهكذا فإن كل فضاء 
نظيمي فضاء محدود محلياً ومحدب علياً. هذا ويكننا البرهان على أن 
الفضاءات النظيمية هي الوحيدة التي تقتع مهاتين الخاصيتين في آن واحد. 
بعبارة أدق» تصطلح على القول بأن فضاء طوبولوجياً 8 يقبل نظها إذا 
أمكن تعريف طوبولوجيته بواسطة نظم . لدينا النظرية التالية : 


إن كل فضاء شعاعي طوبولوجي منفصل ومحدب محلياً ومحدود محلياً 


تمارين. 4. أثبت أن جموعة مفتوحة ل تكون محدبة في فضاء شعاعى 
شو یرای دا وف 3 کن 020 0: 


2 لیکن 8 فضاءٌ شعاعياً» نقول عن جموعة ا د 5 إنها متناظرة إذا 
کان × د اا يستلزم لا © × - . لتكن 8 جماعة المجموعات الجزئية 0 
والمحدبة في 8 التي تتساوى كل جموعة منها مع نواتها (راجع 28) . 

5 0 التالية : 


أ ) تمثل الجماعة 8 الجملة الأساسية من. جوارات 0 لطوبولوجيا منفصلة 
ومحدبة محلياً في الفضاء 8 (نقول عندئذٍ أن هذه الطوبولوجيا نووية 
محدية) . 

1 إن الطوبولوجيا النووية. الحدية 0 أقوى الطوبولوجيات الحدبة 


يكسم 


ج) كل تابعية خطية على 8 مستمرة بالنسبة للطوبولوجيا النووية 
الحدبة . 


3 الفضاءات النظيمية عدوديً 

هناك صنف آخر من الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية يتشكل من 
الفضاءات النظيمية عدودياً» وهي تلعب دوراً هاما في التحليل . لصياغة 
تعريف هذه الفضاءات نحتاج إلى مفهوم تمهيدي . 
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لیکن ,|| و راء نظيمين على فضاء شعاعي 8 . نقول انما متفقان إذا 
كانت كل متتالية ,)من 8 كوشية بالنسبة للنظيمين ومتقاربة نحو × 3 8 
بالنسبة لاحدها متتالية متقاربة نحو نفس النهاية × بالنسبة للنظم الآخر . 


نقول عن النظم ,اء أنه ليس أضعف من النظم راء| إذا وجد ثابت 


م > 0 بحيث را×ااء < راءداا من أجل كل .E3 x‏ 


إذا كان النظم الأول ليس أضعف من النظم الثاني والنظم الثاني ليس 
أضعف من النظم الأول نقول أن النظيمين متكافئان. نقول عن نظيمين 
نما يقبلان المقارنة إذا كان اخدها ليس أضعف من الآخر. 


وهكذا يصبح كل فضاء نظيمي عدودياً فضاءً شعاعياً طوبولوجيا إذا 
اعيرناة اة الاساسية مق خوازات 6 المؤلقة “من الموغات ج0 ٠‏ شيف 
.1 معرّفة بدليلها ۲ د الموجب 68» علا أن كل ...0 يحوي كل 
ااي x‏ 3 م التي تحقق 


xl < e, ..., xl, < ع‎ 


فق كل قاری ان اک می أن ل هته اة ترت روا 
على 8 تجعل العمليتين الخطيتين المعرّفتين على 8 مستمرتين . نلاحظ أن كل 
فضاء نظيمي عدودياً يحقق مسلمة قابلية العد الأول لأن جملة جوارات 
0 یکن تعويضها (بدون تغيير الطوبولوجيا) بجملة جزئية قابلة للعد 
يأخذ فيا ء القم .., ...3 1,3. بالإضافة إلى ذلك: يكن تعريف 
طوبولوجيا فضاء نظيمي" ا بواسطة مسافة » مثلاً بواسطة : 


مه 


00 DY 2-# x,y € E 
n=l 


0ك = X‏ 
' ماد — [lx‏ + 1 
نقترح على القارئ أن يتأكد من أن التابع (ر »)م يحقق كل مسلات 
السافة ونه لا متغير بالنسبة للإسحابات (أي أن: 
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(<.»#)ع = 2 z+‏ +ءع)ع من أجل كل ×» برء 2 قي 8) وأن الطويولوجيا 
المولدة عنها هي الطوبولوجيا الأولى . وهكذا يكن الحديث عن تام فضاء 
نظيمي عدودياً ء واا م وراء ذلك القام بالنسبة للمسافة التي 
أوقلناها افا وآ ا ا e‏ مثتالية وة اة 
للمسافة () إذا وفقط إذا كانت 1 كوشية بالنسبة لكل نظيم .ا١١‏ وكانت 
متقاربة (من أجل هذه المسافة) نحو عنصر × دع إذا وفقط إذا كانت 
متقاربة نحو نفس العنصر × (من أجل كل نظم ,|ءا) . بعبارة أخرى » فإن 
مام قضاء نظيمي عدودياً يعني » في مثل هذا الفضاءء أن كل متتالية 
كوشية (بالنسبة لكل نظيم اء ا) متقارية حها. 


أمثلة 1. يشل الفضاء إ6 .]6 المؤلف من التوابع القابلة للاشتقاق لا خهائيا 
على قطعة (راجع المثال 23 الفقرة 1) مثالاً هاما لفضاء نظيمى عدودياً» 
هذا إذا كان ال اء على هذا الفضاء معرّقاً ب: 
لمكا fl = sup‏ 
> كه 


كا >0 


من الواضح أن هذه النظيات متفقة فيا بينها وأنها تعرّف على [ط ,]۸ 
الطوبولوجيا التي أدخلناها آنقاً . 


2 ليكن 5 فضاء التوابع القابلة للإشتقاق لانهائياً على المستقيم العددي 
التي تؤول إلى الصفر » عسل اللاخاية ۽ وكذا مشتقاتها من کل الرتب » وذلك 
بسرعة تفوق السرعة التي يؤول بها fF‏ (مہما كان » د )١‏ إلى الصفر (أي 


أن هذه التوايع قق الشروط a‏ م لما هعداراء وذلك ممأ كان 
۴ وه متبتين) .-نعدف عل هذا التضاء جماعة قابلة العد من النظيهات 


بوضيع : 
lf = sup let fot) , m = 0,1,2, ...‏ 
نتأكد سهولة من أن هذه النظيات متفقة فها بينها. وبالتالي فإن 5 قضاء 
نظيمى عدوديا . 
3 هناك حالة خاصة هامة من الفضاءات النظيمية عدودياً» وهي 
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القواءاك: اة بالفقساءات” الطيلرثية عدوديا ‏ يكن 36 فضا شاعا 
مزودا بجاعة قابلة للعد من الجداءات السلمية ,(بد,ج) بحيث تكون النظهات 
,)۷ = راما الموافقة لمذه الجداءات السلمية متفقة فها بينها . إذا كان هذا 
القضاء اما اننا نميه فام مرا هيكرتا عدودنا . 


4. يشكل الفضاء التالي مثالاً ملموساً لفضاء هيلبرتي عدوديا . لتكن ©©» 
مجموعة كل المتتاليات العددية [,*) بحيث تكون السلسلة : 
١ gk 2‏ 
nw‏ 
متقاربة مما كان العدد الطبيعى ×. نعرّف على هذا الفضاء جماعة قابلة 
للعد من النظيات » وذلك بوضع : 


# . عم ذو |= بادا 
1ب م 1 
من السبل التأكد من أن هذه النظهات 0 
بالمفهوم المشار 7 أعلاه . من الواضح أن كلك من النظيات »اء يكن 
تعريفه بواسطة الجداء السلمى : 


(x,y) = DY n.x Yn 


وهذا يعني أن © فضاء هيلبرتي عدودياً . نميه فضاء المتتاليات السريعة 
التناقص . 


إذا كان 5 فضاءً نظيمياً عدودياً ستطيع أن نفرض بأن النظهات هاءا 
المزود بها تحقق الشرط ؛ 

(2 مدا > رادا‎ „k<1 

لأن لو كان الأمر غير ذلك لتمكنا من تعويض النظيات هادا بالنظهات : 

23 


lk = sup [ll Ila, ~~, Il) 


التي تعرّف على 5 نفس الطوبولوجيا التي تعرفها جماعة النظهات الأولى . 
بإتقام الفضاء 8 حسب كل نظم .| نحصل على جماعة فضاءات نظيمية 
تامة ع8 . ثم من العلاقة (2) وتوافق النظهات تأتي الاحتواءات : 


E, 25E, , 9#*> 1 


وهكذا نستطيع » من أجل كل فضاء نظيمى عدودياً » إيجاد متتالية متناقصة 
م القشناءايف "النظيمية الثافة : 


N E,2 E‏ ب... 3 Ex‏ د ... د رم درك 
k=1‏ 


نستطيع البرهان على أن الفضاء 8 يكون تاماً إذا وفقط إذا كان ۽ع 6 - 8 
(برهن على ذلك !) . وهكذا فإن الفضاء [,6] » مثلاً » المؤلف من ألتوابع 
القابلة للإشتقاق لانائيا على القطعة [5.»] يشكل تقاطع فضاءات نظيمية 
تامة "*0,1,2,...(22 = م) حيث يرمز *2 لفضاء التوابع القابلة لمشتقات 
مستمرة حتى الرتبة م (بما في ذلك الرتبة « نفسها) » أما نظيم هذا الفضاء 
فهو معرف ب : 
اوا sup‏ = اا 
0 

فى فترة الثلاثينات» عندما كان إنشاء نظرية القضاءات الشعاعية 
النظيمية قد تم بفضل أعال باناخ» كان الإعتقاد السائد وقتئذ هو أن هذا 
الصنف من الفضاءات واسع با فيه الكفاية لتغطية الحاجات الملموسة 
للتحليل. لكن الأمر ظهر عكس ذلك فيا بعد. فقد تبين في العديد من 
المسائل أن حاجتنا متعلقة بفضاءات مثل فضاء التوابع القابلة للإشتقاق 
لا نبائياً » والفضاء -8 المؤلف من كفة المتتاليات العددية الخ ». وهى 
فضاءات لا يكن تعريف طوبولوجياتا الطبيعية بواسطة نظم . ومنه يتضح 
أن الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية غير النظيمية ليست «غريبة» ولا 
«دخيلة» ؛ بل إن الأمر عكس ذلك حيث أن بعض هذه الفضاءات تثل 
تعمهات الفضاء الإقليدي ذي البعد المنتبى ۴ انها لا تقل أههمية ولا طبيعيّة 
عن فضاء هيلبرت» مثلاً . ١‏ 
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الفصل الرابع 
التابعيات الخطية والمؤثرات الخطية 


5 . التابعيات الخطية المستمرة. 
1. التابعيات الخطية المستمرة على فضاء 0 طوبولوجي . 
ا TATE‏ ا د 9 


f‏ معرفة على الفضاء ع إنها مستمرة إذا استطعنا من أجل كل :> 0 وكل 
م« 3 8ء إيجاد جوار لا للعنصر ,× بحيث : 


(1) lf) - f(xol > ع‎ Vx ع‎ U 
. تِصدق هذا التعريف» بصفة خاصة » على التابعيات الخطية‎ 
إذا كان 8 فضاء شعاعياً طوبولوجياً بعده منته فإن كل تابعية خطية‎ 


على 8 مستمرة حتاً. أما في الحالة العامة غنطية تابعية لانستلزم دوماً 
استمرارها . 


إن القضية التالية هامة رغم بساطتها: 


إذا كانت تابعية خطية f‏ مستمرة عند نقطة × 3 8 فهى مستمرة على 
كل م. 


لرؤية ذلك نعتبر نقطة كيفية بر من 8 » وليكن ع > 0. نختار جواراً ل 
للنقطة × بحيث يكون الشرط (1) محققاً . عندئذ يعطينا اشسحاب هذا الجوار : 


(× -ط) + زا = V‏ 
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الجوار المطلوب للنقطة برء ذلك لأنه إذا كان 85 فإن: 
لا عبر عر دع وبالتاللٍ : 
ع > ا( - رع + بر - عجرا = دوكر - (د)را 

إذن فلكي نثبت استمرار تابعية خطية يكفي أن نتأكد من أنها مستمرة 
نند نقطة وأحدة » مثلٌ النقطة 0 دعر . 

إذا حقق الفضاء 8# مسلمة قابلية العد الأولى فإن استمرار تابعية خطية 
يكن التعبير عنها بدلالة المتتاليات : نقول عن تابعية ؟ إنها مستمرة عند 
النقطة × دع إذا كانت: ×+ ,× تستلزم («ر+ر,»ر. إن التأكد من 
كون هذا التعريف للإستمرار يكافىء التعريف السابق (شريطة أن تتحقق 
مسلمة قابلية العد الأوإل) متروك للقارئ . 


نظرية 1. لكي تكون تابعية خطية ر مستمرة على 8 يلزم ويكفي أن يوجد 
جوار للصفر في ع تكون التابعية ثم محدودة عليه . 


البرهان . إذا كانت التابعية ر مستمرة عند النقطة 0 فإننا ستطيع من أجل 
كل 8 > 20 إيجاد جوار للصفر تتحقق من أجله المتراجحة : 
ع > f(x)‏ 
والعكس بالعكس » لیکن ں جواراً للصفر بحيث : 
نا ع ع« , © > fol‏ 
وليكن ء > 0. عندئذ نلاحظ أن لاج هو الجوار للصفر الذي تتحقق 


فيه : 8 > (*«)/|. ومنه يأتي أن التابعية م مستمرة عند 0» وبالتالي فهي 
مستمرة عند كل نقطة من ٤‏ . 


قرين. لیکن 5 فضاء شعاعياً طوبولوجياً؛ برهن على القضايا التالية : 


أ ) تكون تابعية خطية ۶ على 8 مستمرة إذا وفقط إذا وجدت جموعة 
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مفتوحة لا د 8 وعدد ۲ بحيث + 8 ((ا)ر» حيث يرمز (ل0)ر لجموعة قم f‏ 


عل لا. 

ب) تكون تابعية خطية ۽ على ع مستمرة إذا وفقط إذا كانت جموعة 
الأصفار |0 = (»)//×) مغلقة في 8. 

ج) إذا كانت كل تابعية خطية على 8 مستمرة فإن طوبولوجيا 8 تطابق 
الطوبولوجيا النووية الحدبة (راجع القرين 2» الفقرة 2» 58» الفصل 3) . 

د) إذا كان بعد ع غير منته وكان ع قابلاً لنظيم فإنه توجد تابعية 
خطية غير مستمرة على ع (استخدم وجود أساس هامل في 8ء؛ راجع 
ارين الفقرة 3» 18ء الفصل 3) . 


رارض وو E‏ خوازايةة واقوم! امنا بين 
البعد الجبري للفضاء 8 (أي قوة أساس هامل في 8 » راجع تارين الفقرة 
1:3 الفضل 9) أو تساويه اموا ا د ل ا 
.E‏ 


س) لكي تكون تابعية خطية f‏ مستمرة على 8 يلزم ويكفي في حالة 
قتع × بمسلمة قابلية العد الأول أن تكون هذه التابعية محدودة على كل 
جموعة محدودهة. 


2. التابعيات الخطية على فضاء نظيمى . 


نفرض أن الفضاء المعتبر 8 نظيمي . من النظرية يأتي أن كل تابعية 
خطية ومستمرة f‏ على ٤ع‏ محدودة في جوار ل0 . لكن كل جوار ل0 يحوي 
كرة في فضاء نظيمي ؛ وبالتالي فإن / محدودة في كرة ٠‏ نرى » بفضل خطية 
التابعية /, أن ذلك يكافىء أن ۶ محدودة في كل كرة» وبصفة خاصة في كرة 
الوحدة 1 > |«اا. بخصوص القضية العكسية » إذا كانت ثم محدودة في كرة 
الوحدة فهي مستمرة حسب النظرية 1 (لأن داخلية هذه الكرة جوار 

ل0 . 
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وهكذا تكون تابعية خطية على فضاء نظيمى مستمرة إذا وفقط إذا 
كانت القم المأخوذة من طرف هذه التابعية على كرة الوحدة تشكل جموعة 
محدودهة . 

لتكن /, تابعية مستمرة على الفضاء النظيمى × . سمى العدد: 

)ا م > مرا 2( 
1 1 

أي الحد الأعلى لمجموعة قم )| على كرة الوحدة في الفضاء 8 » نظم 
التابعية ۶. نشير إلى أن ألما عقتع بالخاصيتين البديميتين التاليتين : 


0(*) 
0 ب - اما 


وهذا ينتج مباشرة من کون : 


E - الما‎ 





من أجل ×+ 0. 
2 من أجل كل × د ع» لدينا: 


(3) fy > مرا‎ ٠ اعداا‎ 


ذلك أنه إذا كان 0 + × فإن العنصر ير ينتمي إلى كرة الوحدة؛ وبالتالي 
يأتي من تعريف نظيم تابعية أن : 


ماه ليا = 


ومنه تنتج (3). أما إذا كان 0 = × فإن طرفي المتراحة (3) منعدمان . 


تمرين. ليكن © > 0 عددا يحقق المتراجحة : 
ادا > اا 4( 
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وذلك من أجل كل ×. برهن على أن © مم1 = آراء حيث تأخذ الحد 
الأدنى 1۸۴ على كل الأعداد © التي تحقق المتراححة (4). 


سوق الآن بعض الأمثلة لتابعيات خطية على فضاءات نظيمية . 


1. ليكن 80 الفضاء الإقليدي ذي البعد ٠۸‏ وليكن ۾ شعاعا كيفياً 
مختاراً في هذا الفضاء. إن الجداء السلمى : 


(x, a)‏ = دار 
حيث × يتجول في الفضاء R7‏ تابعية خطية على .R”‏ ثم من متراجة 
كوشي - بونياكوفسكي يأتي : 
الا ٠١‏ أعداا > ار ,)| = ا۶ا )65 


وبالتالٍ فإن هذه التابعية محدودة وعليه فهى مستمرة على .R?”‏ من 
المترامحة (5) نحصل على : 
a‏ > ا 
ll‏ 
لا كان الطرف الثاني لمذه المتراحة لا يتعلق ب×» فإن : 


6 el > all 


أى أن : لها > لارا . لکن بوضع ۾ =× نحصل على : 


2أها = a)‏ ,ه) = (معرا 


[al‏ _ العلا 
al‏ 
إذن ٍ 
اها = ا۶ا 
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2 إن التكامل : 


b 
I) = ا‎ x(Qdt 


حيث ()× ابع مستمر على [6.ء] يثل تابعية خطية على الفضاء 
Cla, b]‏ أن هذه التابعية محدودة ونظيمها يساوي )۾ -ط). ذلك ف أن : 


< maxlx(9l {b — a) = xl (hb — a) 





x()dt‏ | = ا(1 
وتصبح هذه المتراجحة مساواة من أجل × = ثابتاً. 


3 نعتبر مثالا أعم من ذلك . . ليكن )مر تابعاً مستمراً على [ط,ه]. نضع 
من أجل كل تابع 0)« 3 Cla, bd}‏ : 


bb 
O 1 2177 
إنها تابعية خطية. وهي محدودة لأن:‎ 


(62) rool = | f e فك‎ 1 | vacnar 


ما أنها خطية ومحدودة نستنتج أنها مستمرة. من المتراجحة (6) نحصل على 
التقدير التالي للنظم : 
000 | داما 
(الواقع هو أن هذه المتراجححة مساواةء أثبت ذلك !) . 
4. نعتبر في الفضاء [4,5]© التابعية الخطية : 


5)) = <)10( 


المشار إلا في الفقرة 5» 18ء الفصل 3 GET‏ تطابق قيمة 
التابع 9)× عند النقطة المعطاة م1 . من الواضح أن 
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ا > |x»)‏ 
ولدينا المساواةء بدل المتراححة» من أجل × = ثابتاً. ومنه يأتي مباشرة أن 
نظي التابعية ,5 يساوي 1. 


5. نستطيع أن نعرّف تابعية خطية على كل فضاء إقليدي × بالطريقة 
المستعملة في 7 وذلك باختيار عنصر ثابت X3 a‏ وبوضع : 


F(x) = {x, a) 

من أجل كل × د ×. 
نتأكدء کا هو الحال في الفضاء «8» بأن : 
lal‏ = اما 


نعتبر فها يلي التابعيات الخطية المستمرة لاغير؛ ولذا نهمل من الآن 
اغا كل مه جو التا سا ت 
يقبل مفهوم نظم تابعية خطية التفسير المندمي التالي . كنا رأينا (الفقرة 
1» الفصل 3) أننا ستطيع أن نلحق بكل تابعية خطية مستوياً مصعداً 1 
HENI‏ 
1 = ار 


لفحت عن الشافة 4 الى تتفل هذا المنتؤى امعد عن النقطة و لديا 
تعريفاً : ااام[ = 4 . بفضل التقدير : 


f(x)=1 
f(y > ااا‎ ٠ ااا‎ 
عل المستوى المصعد 1 - ودار لدينا: كم < اداء إذن : م < 4. ن‎ 
× جهة أخرى » يأتٍ من تعريف نظيم ۶ أن من أجل ع > 0؛ يوجد عنصر‎ 
: يحقق الشرط 1 = .*)ر ويحيث‎ 


|< (fll - 8€( xall 


وبالتالي : 
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1 
d= Inf شيمم > اء‎ 
f(x)=1 fll - ع‎ 


جا أن ع > 0 ويكن أخذ هم صغيراً بالقدر الذي نريده ينتج : 


| 


d= 
1 


إذن فإن نظم تابعية خطية ۶ يساوي مقلوب المسافة التي تفصل المستوى 
المصعد 1 = («كر عن النقطة 0. 


جح 


3. نظرية هان - باناخ في فضاء نظيمي . 

أثبتنا (في الفصل 3) النظرية العامة لمان - باناخ التي تنص على أن كل 
تابعية خطية م معرفة على فضاء جزثي 1 من فضاء شعاعي 8 وتحقق 
الشرط : ش 
م > | مرا ® 
(حيث م تابعية محدبة مثبتة على 8) يكن دوماً تمديدها إلى كل الفضاء 8 
مع الإحتفاظ بالشرط (). أما في حالة فضاء نظيمى فإننا ستطيع صياغة 
هذه النظرية بالطريقة التالية : 

لیکن 8 فضاء نظيمياً حقيقياً و1 فضاء جزئياً من 8 وم تابعية 
خطية محدودة على 58 . ستطيع تمديد هذه التابعية بحيث نحصل على تابعية 
خطية ۶ معرفة على الفضاء 8 بأكمله مع الاحتفاظ بقيمة النظم أي أن 
نظيم f‏ على 1 هو نظم / على ٤‏ . 


لرؤية ذلك نرمز ب« لنظم ور على 5 . من الواضح أن ءاام تابعية 

محدبة. لنأخذ هذه التابعية مكان م» ونطبق النظرية العامة لمان - باناخ 
نحصل عندئذ على النتيجة المطلوبة . 

تقبل نظرية هان - باناخ هذه التفسير المندسي التالي . تعرف المعادلة : 

(8) f(x) = 1 
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في الفضاء الجزني .2 مستوياً مصعداً يبعد عن الصفر مسافة س . ديد 
التابعية / إلى الفضاء 8 بأكمله مع الاحتفاظ بقيمة النظم » نرسم بواسطة 
هذا المستوى المصعد «الجزني» مستوياً مصعداً «أكبر» منه في الفضاء بر 


بأكمله وذلك دون «السماح» له بالاقتراب من الصفر. 

أما فيا يخص النص العقدي لنظرية هان - باناخ (النظرية ه4» 28» 
الفضل ‏ 3)' فيو طا :تسا عفد مان نة النايقة: 

ليكن ۽ فضاء عقدياً نظيمياً» ولتكن «,/ تابعية خطية محدودة معرفة 
على فضاء جزي 1 5 8 . توجد عندئذ تابعية خطية محدودة f‏ معرفة على 
الفضاء × بأكمله وتحقق الشرطين : 

L‏ ع« , )ول = دار 
ارا = واارا 


التالية : 


نتيجة . ليكن 8 فضاء نظيمياً . من أجل كل ,× و × في 8 حيث : و« + ,ع » 
توجد تابعية خطية مستمرة f‏ تفصل هاتين النقطتين » أي أن : 
f(x2)‏ + رودل . 

نلاحظ أن ذلك يكافىء وجود تابعية ۶ تفصل مد عن 0 من أجل كل 
م« + 20 أي بحيث 0 + «)ر. لإنشاء هذه التابعية» نعتبر في البداية 
العناصر ذات الشكل مده ونعرف على الفضاء الجزثي المؤلف من هذه 
العناصر تابعية مار بوضع 2= (0×)؛ تمددء بعد ذلك » هذه التابعية 
(باستعمال نظرية هان - باناخ) إلى الفضاء م بأكمله. نحصل أخيراً على 
تابعية خطية مستمرة ۶ تحقق الشرط : 0 + 1 = («ار. 


243 


4. التابعيات الخطية على فضاء نظيمى عدوديا . 

لیکن £ فضاء تظمتاً عدودياً مزوداً بالنظيات ع < )..,1,2= ¢(k‏ 
نستطيع أن نفرض (الفقرة 8 » ٠48‏ الفصل 3) من أجل كل × دع أن : 

... > واا > ... > اعا > رادا )9( 

وذلك بدون أن مس بعمومية المسألة. 

لتكن / تابعية خطية مستمرة على ٤‏ ؛ يوجد عندئذ في 8 جوار ل 
للصفر تكون التابعية / محدودة فيه . من تعريف طوبولوجيا على فضاء نظيمي 
عدوديا » لستنتج وجود عدد طبيعي وعدد حقيقي م > 0 بحيث کون 
الكرة إ(ع > Bke = {x : ll‏ محتواة فق لا ٠‏ وبالتال فإن التابعية 1 محدودة 


في هذه الكرة» وعليه فهي محدودة ومستمرة بالنسبة للنظيم »ا .اء أي أنه 
يوجد ثابت © بحيث : 


lf) > © عاأمداا‎ , xe E 


من جهة أخرى » واضح أنه إذا كانت تابعية خطية محدودة بالنسبة لأحد 
النظيات ,أ |١‏ فإنها مستمرة على 8 . إذن» إذا كانت 8# هى مموعة كل 
التابعيات الخطية على 8 المستمرة بالنسبة للنظم |١|,‏ وكانت *8 هي 
جموعة كل التابعيات الخطية المستمرة على كر» فإن : 


)10( E$= U EF 
: من الشرط ( ينتج أيضاً‎ 
Ef C EC ...C ENCE 


إذا كانت ثم تابعية خطية مستمرة على ع » أي إذا كانت f‏ د *ع فإن 
رتبة f‏ هی أصغر عدد ۸ بحيث / 3 84 ؛ من المساواة (10) يأتي أن كل 
تابعية مستمرة على ٤ع‏ ذات رتبة منتهية . 
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د× # ,× توجد ا 2 مستمرة تفصل هاتين 0 


60 ات ت نفس القضية باعتبار فضاء محدب حلي كيفي . 


8. الفضاء الثنوي 


1. تعريف الفضاء الثنوي . ستطيع تعريف عليتي اجمع والضرب في عدد في 
جموعة التابعيات الخطية . لتكن ر و ر تابعيتين خطيتين على فضاء شعاعي 
.E‏ نعرف مموعهما زر + f‏ على أنه التابعية : 

J(x) = fi(x)+ f(x) , xe E 
: فهو التابعية‎ «a والعدد‎ f للتابعية‎ af أما الجداء‎ 

J(x) = a fı(x) , xe E 

ستطيع أيضاً تعريف التابعيتين / + ال واه ب: 

(fı + f(x) = f(x) + f(x) 


(oa f(x) = a f(x) 


من الواضح أن الجموع / + ۶ والجداء ره تابعيتان خطيتان. إذا كان 
(إضافة إلى ذلك) الفضاء ع طوبولوجياً والتابعيتان f‏ و دل مستمرتين على 
ع » فإن الأمر كذلك فيا يخص ور + / وَ,/ر»ه. من السهبل التأكد من أن 
العمليتين المعرفتين أعلاه على التابعيات تحقق مسلات الفضاء الجعاعن : 
أي أن مموعة التابعيات الخطية المستمرة المعرفة على فضاء شعاعي 
طوبولوجي تشكل فضاء شعاعيا . الفضاء الثنوي ثنوي) للفضاء 8 هو 
تعريفاً الفضاء المشار اليه آنفاً؛ نرمز له ب: 
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قرفن .سس مموعة كل التابعبات الخظية: عل ع (مستمرة كانت أو غر 
مستمرة) الثنوي الجبري للفضاء 8 ونرمز له ب: 8# . أعط مثالاً لفضاء 
شعاعي طوبولوجي 8 بحيث : 
راع E*‏ 
ستطيع تعريف طوبولوجيا على الفضاء الثنوي *85 بطرق مختلفة . من 


بين كل الطوبولوجيات ل*5» فإن أحمها هي الطوبولوجيا القوية 
والطوبولوجيا الضعيفة . 


2. الطوبولوجيا القوية على الفضاء الثنوي . 


نبدأ بأبسط الحالات» وهي الحالة التي يكون فيها الفضاء م نظيمياً . 
أدخلنا مفهوم النظم على التابعيات الخطية المستمرة وذلك بوضع : 


العلا وء - 
7 ب - ار 


من السبل أن نتأكد من أن ارا يحقق كل الشروط الحتواة في تعريف 
النظء . لدينا فعلاً : 


) ما > 0 من أجل كل تابعية خطية ر غير منعدمة. 





cla f - اا . لها‎ (2 
f(x) + f2(x)| f(x) f 2(x) 
ا م و سس طناك‎ 


وبالتالي يکن تزويد الثنوي *ر لفضاء اى ام ي 
زذلك يضم طنيعية . تسن طوبولوسيا 84 الرافقة للنظم الذي أدحلفاء اا 
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الطوبولوجيا القوية ل*8 . إذا أردنا التأكيد على أن الفضاء *م فضاء 
نظيمي نكتب (ا١|,*8)‏ بدل *ر. 
لنبرهن على النظرية التالية التي تعبر عن خاصية هامة لثنوي فضاء 


نظرية 1. إن الفضاء الثنوي )85*,|١1‏ فضاء تام . 


البرهان . لتكن ]/,١‏ متتالية لكوثي مؤلفة من تابعيات خطية . عندئذ» من 
أجل كل ع > 20 يوجد N‏ بحيث ع > fal‏ - ورا من أجل کل n‏ 
و" > . ومنه ينتج أن من أجل كل × د 8 : 


> ااا > ااا ٠‏ امم - بكرا > )بر f, x)‏ 
وهذا يعني أن المتتالية العددية (*),/) متقاربة من أجل كل × 2ع . 
نضع : 
J)×( E n(x)‏ 
ونثبت أن ١‏ تابعية خطية مستمرة. أما الخطية فهي بدمية : 
Jf(ax + By) = a fn(ax + By) e [a fn(x) + 8 fn(y)]‏ 
a f(x) + Bf)‏ = 


للبرهان على استمرار / نعود إلى المتراجة : ا×ااع > |(«)/ - (×) ۴ا ونجعل 7 
يؤول إلى »2 عندئذ نجد: 
دااع > )مر - درا 
ومنه ينتج أن التابعية f,‏ رم محدودة» وبالتالي فإن الأمر كذلك فيا يخص 
التابعية (,/ - ۴) + ر = وعليه فهي مستمرة. ۴ ستنتج أيضا بأن 
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e‏ > ار را من أجل كل « >لا أي أن إو متقاربة نحو ر. بذلك يتم 
البرهان على النظرية . 


لنأكد مرة أخرى على صحة هذه النظرية حتى ولو كان الفضاء الأول 8 
عي اد 
غير نام 


*5ه وَ*(8) متشاکلان . 

لرؤية ذلك نلاحظ أن ۽ د 5 وأن ع متراص أعنا كان في 8 » وغليه 
فإن كل تابعية خطية / مستمرة على ع يکن تمديدها باستمرار إلى 8 . نرمز 
لهذا القديد (الوحيد!) بثمر. من الواضح أن 7 د *( وأن : ارا = |۶١‏ 
وأن كل تابعية ل *(2) تمديد لتابعية من *تم (أي لاقتصارها على 8) 
وبالتالي فإن التطبيق رج تشاكل من الفضاء *ع على الفضاء *(8). 

نعرف الآن الطوبولوجيا القوية على ثنوي فضاء شعاعي 0 
كيفي . كنا عرفنا جوار؟ للصفر في ثنوي فضاء نظيمي على أنه جموعة 
تابعيات م تحقق الشرط : 


e‏ > اما 


أي أسا تأخذ و فى الفضاء E*‏ (الثنوي لفضاء نظيمي) ٠‏ كجوارات الصفر 
جموعات ا ۶ يحيث + > («)را عندما يتجول × في كرة الوحدة 


1 > اعا لس . إذا تير ع تصبح هذه المجموعات تشكل جملة أساسية من 
جوارات الصفر . فى حالة ما إذا كان £ فضاء شعاعياً وول خا غير 


a‏ تأخذ بدل كرة الوحدة مموعة محدودة كيفية 
ED A4‏ 
نعرف جوار) للصفر برا على أنه جموعة التابعيات الخطية التي تحقق 
الشرط : 
Vxe 4‏ , ع > fol‏ 
بتغيير © و 4 نحصل على جملة أساسية من جوارات الصفر في *8 . 
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وهكذا نرى أن الطوبولوجيا القوية ل +8 معطاة بجملة جوارات تتعلق 
بعدد موجب 6 کک المحدودة ۾ دع . سوف لن نتأكد هناء حتى 
ولوكان هذا غير صعب (راجعء مثلاً » [89) من أن هذه المجملة تزود *8 
ببنية فضاء شعاعي ا 


من الواضح في حالة فضاء نظيمي 8 أن الطوبولوجيا القوية ل*8 » 
المعرفة أعلاه » تطابق التعريف المعطى 3 النظم . 


نشير إلى أن الطوبولوجيا القوية ل*8 منفصلة ومحدبة محلياً (بغض النظر 
عن طوبولوجيا 8) . ذلك أنه إذا كان م 3 *8 و: 0+ م فإنه يوجد 
عنصر ,× 3 E٤‏ : 0 + (0*ور؛ نضع : کک رسع و [و«] = 4 ؛ 
عندئذ ږا »© مر أي أن *5 منفصل . للبرهان على أن الطوبولوجيا القوية 
ل*يم محدبة ليا » 0 أن نلاحظ » من أجل كل ع > 0 وكل' جموعة 
محدودة 4 د5 » بأن الجوار رر محدب في 8 . نرمز بالطوبولوجيا القوية 
ل »5 بش . إذا أردنا التأكيد على أن الفضاء ع مزود بطوبولوجيته القوية» 
نكتب (8*,8) بدل *8. 


3 أمثلة لفضاءات ثنوية. 


1. ليكن ۴ع فضساء شعاعياً يعده 7۸ ( حقيقي أو عقدي) . بعد اختيار 


أساس كيفي : م,... e,‏ لهذا الفضاء يمكن كتابة كل شعاع × دع على 
o‏ . إذا كانت ثم تابعية خطية على 
E‏ ¢ من الواضح 

(D وار‎ = DY f(e:) x: 


i=1 


وبالتالي فإن كل تابعية خطية معرفة بصفة وحيدة بقيمها عند الأشعة 
ه,... e,‏ التي تؤلف الأساس » هذا ويمكن إعطاء تلك القيم بطريقة كيفية . 


nf 


لندخل التابعيات الخطية مع ,.. ,۾ بوضع : 
رهم ,1 
8j)€;) = 8‏ 
رغ مم ,0 
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من الواضح أن هذه التابعيات مستقلة خطياً. ويتبين س جهة أخرى 
أن : x;‏ = (*)رع يبحيث يمكن كتاية الدستور على الشكل : 


اع Y ffe)‏ = وار 


i=1 
8* ومنه يأتي أن التابعيات ۾ .... ,۾ تشكل أساساً للفضاء *8 ؛ إذن فإن‎ 
الأساس الثنوي‎ 821178229 <<“ En فضاء شعاعى بعذله 71 . لسمى الأساس‎ 


للأساس : 2 ب ليم. 
إذا عرفنا نظيات مختلفة على الفضاء ع » فإنها تعرف نظيات مختلفة 


على E*‏ شوق يعفن 'الأمثلة الائات نظيات عل م وغل *ع د تتوافق فيا 
بينها (نوصي القارىء بالقيام بالبراهين الضرورية) : 


(Û i < l= (2 2) (‏ - ارا 
(Û nl)" < lel = ) 2 le)‏ - ارا 


i=] i=1 


1/2 


حيث : 1 و 1 
q‏ مه Pp‏ . 


+) ابعا xl = sap‏ ¢ انرا "ا - ارا 


i=l 


fl = sup أكرا‎ + xl = د) ارا‎ 


1> 1> i1 


ترم ۾ ر 1× 32 هذه الدساتير إلى إحداثيات الشعاع × 3 ع بالنسبة 
للأساس : »٠,.... ٠‏ وترمز : «/.... رم لإحداثيات التابعية م د *8 بالنسبة 


00 الثنوي : ,ع .... بره . 
رين ٠‏ ثبت أن كل النظيات السابقة المعرفة على فضاء ذي بعد « تعرف 
E‏ 
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2. تعتبر الفضاء وء المؤلف من المتتاليات (....م*,...,*,*) = × 
المتقارية: هو ال ارو با ا اوو اا و أن ت 
)»,٠1(‏ متشاكل مع الفضاء 1 المؤلف من المتتاليات (..../.....:/) = ؟ 
القابلة للسجمع 0 والمزود بالنظم 2 = راء إن كل متتالية f‏ 3 1 
تعرف على الفضاء 20 تابعية خطية 0 وفق الدستور : 


2) وار‎ = Y fa xn 


n= 


من الواضح أن اب۶ ؟ ادا > ارا بحيث أن : 


n =1 


امرا > اما "ا > ازا 


n=l! 


: تعثير ف 2 الأشعة‎ ١ 
€ = )1, 0, 0, و‎ 0, 0, ..( 


,0 ,0 و و0 و1 ,0) = e2‏ 








= )× (إذا كان 0= ef‏ نضع : 0= )۰ 


مو € (× » 1 > لاا وَ: 





N f N 
F(x») 5 0 (مء)ر ا‎ - ١ أا‎ 
n =1 n= 


بحيث أن + ا۶ا = ابرا < = () 7 سنا وبالتالي: امنا ۶ اماع مم 


n=l n wl 
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بمراعاة المتراجححة المثبتة آنفاً والتي لما اتجاه معاكس لاتجاه المتراحة السابقة› 
a‏ ستسم أن : 5 
اموا = اا 3 = Fl‏ 


n=l 


وهكذاء أنشأنا تطبيقاً خطياً إيزومترياً f+‏ من الفضاء ,1 في الفضاء 
*»؛ يبقى أن نبرهن على أن صورة الفضاء ,ا بواسطة هذا التطبيق هى 
الفضاء + اھ ای اکل افيه :دده کی مغل الشكل :27 مم 
{f= f‏ 3 ؛. من أجل كل (م»] = × د مه لدينا 1 = ٠×‏ حيث 


n=l 


تتقارب سلسلة الطرف الثاني في وء نحو العنصر × لأن : 


N 
lx - 0) x ell = sup ارا‎ +0 , N+ مه‎ 
n>N 


n=l 


لما كانت التابعية 7 د *» مستمرة» فإن : (,66ر ,× لإ = («رء إذن 
يكفي أن نثبت بأن: ٠‏ > ا(مء)ات لآ . 8 
ادع 
N‏ 
(en) E‏ 
بوضع : x(N) Fer)‏ 


وملاحظة أن د د مه وَ: 1 > »يدا نجد أن : 


0 e = > لمعي‎ fen) = 7 (%0) < 


n1 


ومنه يأتي أن : هه > او )ا 0 لأن ۷ كيفي . 


3 من السبل أن نبرهن على أن الفضاء 1 (ثنوي ,1) متشاكل مع 
الفضاء مم المؤلف من المتتاليات الحدودة Xx = {Xn}‏ والمزود بالنظم 


اا sup‏ = دا . 
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4. ليكن م > 1 و وا فضاء المتتاليات (,+*] =× بحيث: 


> ”.ها 3 - ادا 
یکن أن نبرهن على أن الفضاء الثنوي *1 متشاكل مع الفضاء ,1 » 


2-1 + . إن الشكل العام للتابعيات الخطية المستمرة على ,ا هو: 


JO) = Y مدر‎ : x={xn} El, ادر‎ 1 


n =1‏ 
يعتمد البرهان على تطبيق متراححة هولدر . 


نظرية 2. ليكن 8 فضاء حقيقياً لميلبرت . من أجل كل تابعية خطية 
مستمرة »f‏ معرفة على 8 » يوجد عنصر وحيد ما 3 8 بحيث : 


G3) f(x) = (x, xo) , xe H 


وَ اما = ارا . والعكس بالعکس »› إذا كان م« 3 8# » فإن الدستور (3) 
يعرف تابعية خطية ومستمرة ۶ بحيث أمدا = ارا . إذن تعرف المساواة (3) 
تشاكلا : ,»دبي بين الفضاءين *8 و 8 . 


البرهان . من البديبي أن الدستور 3) يعرف من أجل كل م« د 8 تابعية 
خطية على ع . با أن أو«ا ٠‏ ادا > الم×,») = («)را فإن هذه التابعية مستمرة 
ولا كان *ام×ا = 0« ينتج أن أودا = الرا. لنثبت أن كل تابعية خطية 
مستمرة »f‏ معرفة على 8 » يكن كتابتها على الشكل (3). إذا كان 0 -/ نضع 
0 -م*. ليكن إذن م« + 0 وليكن إ0 = («/ر : «! = 80 نواة التابعية ر؛ من 
استمرار ۶ يأتي أن 80 فضاء جزني مغلق في 8 . أثبتنا في الفقرة 6» الفصل 
3 أن نواة كل تابعية خطية لما بعد مرافق يساوي 1. ثم براعاة النتيجة 3 
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(للنظرية 7» و4٠‏ الفصل 3) يأتي أن المكمل المعامد خ8 للفضاء الجزئي 110 
ذو بعد يساوي 1؛ يوجد إذن شعاع (غير منعدم) ور مودي على ,77 بحيث 
يكتب كل شعاع × 3 8 بطريقة وحيدة على الشكل ,بره + ر =× حيث 
مر 3 ,8 . يکن فرض 1 = أوبرأ. نضع وبز(وبر)/ = و . عندئذ» من أجل كل 
x‏ د cH‏ لدينا : 


x= بر‎ +AÃyo , ع بر‎ Ho 
f(x) = f(0) 
(x, Xo) = A(Yo, Xo) = Af(yYo)(Yo: Jo) = Af(yo) 


وهكذا (, ,٭) = (×)/ من أجل كل العناصر × 3 2 . إذا كان (#د,:<) = ( )ل 
حيث × 3 8 » فإن 0 = (× - × ,«)» ومنه نحصل على 6« = م بعد وضع 


هد - مد س بذلك يتم البرهان على النظرية . 


ملاحظة 1. لیکن 8 فضاء إقليدياً غير تام وليكن 8 فضاء طيلبرت يثل 
تة جر . لما كان الفضا ءان H*3 E*‏ متشاكلين (راجع ملا حظة الفقرة 2“ 
8 الفصل 4) والفضاء *8 متشالكلاً مع 8 يأتي: 


إن الفضاء الثنوي *85 لفضاء إقليدي غير تام ع متشاكل مع التتمة 
2 للفضاء 8. 


2. تبقى النظرية 2 قائّة حتى ولو كان فضاء هيلبرت 8 عقدياً (يبقى 
البرهان ۴ هو شريطة استبدال ,بردب = وعد ب «برزور/ = مد) . الفرق 
الوحيد بين حالة فضاء حقيقي وحالة فضاء عقدي هو أن التطبيق من 8 
ف * H‏ الذي يلحق كل د اكات بالتابعية (x, xo)‏ = (<)1 يصبح › ف 
الحالة العقدية» تشاكلاً خطياً مرافقاً أي تشالكلاً يلحق RE‏ 
التابعية ر2. 


6 اعتبرنا في الأمثلة من 1 إلى 5 فضاءات نظيمية . نعتبر الآن فضاء 
نظيمي) عدوديا :. لیکن :© فضاء حقيقيا. هيلرتيا: 'عدوديا يالف عن 
المتتاليات x = {xa}‏ الي تحمق : 
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م > )2 »م لإ ) - هادا 


n=} 
فق أجل كل 12 = مؤودا بالخداءات السلمية:‎ 


co 


J n Xan , K= 1,2...‏ = م( (x,‏ 
n =1‏ 
إن القضاء © الزود بالجداء السلمى و( .) فضاء إقليدي ؛ لتكن ره 
متممته . من السبل أن نرى بأن .© يكن مطابقته بفضاء هيلبرت المؤلف 
من المتتاليات إ,×) =× بحيث : م > ااا . بفضل النظرية 2 فإن الفضاء 
© متشاكل مع الفضاء ۵ . يلحق هذا التشاكل بكل تابعية خطية 
مستمرة f‏ 3 0 متتالية ]/,١‏ =۴ بحيث : 


(J nlne) < o‏ = ارا 


n =1 


(x Dx = DY nF xn fn‏ = وال 


n=l 
x = {x,} © Qk 
. 0١ والعكس بالعكس » فإن كل متتالية من هذا الشكل تعرف عنصراً من‎ 
نعرف الآن التابعية م د © لا بواسطة المتتالية [م/) وإغا بواسطة المتتالية‎ 


[رم] حيث : ور ۸۴ = رع 2 عندئذ: 


2 ير 0 )- مرا ده 1 = مدر 


n =1 n =1 


وبالتالي فإننا ستطيع أن نطابق الفضاء ۵# بفضاء هيلبرت المؤلف من 
مه < n~k g2‏ 3 )4( 


n =[ 


255 


اة ا ال 


(g0, g@0) = ايع #حم‎ ١ g42 


n =1‏ 
لا كان © ن - *© فإن *© يثل فضاء كل المتتاليات [,م) بحيث » يوجد» 
ادع 5 
من أجل كل واحدة منهاء عدد ۾ تحقق من أجله هذه المتتالية الشرط (4) . 


إن قيمة كل تابعية من هذه التابعيات معرفة من أجل كل عنصر 
[,*] =× 3 ®» وهي تساوي ,ع xn‏ . 


وهكذا إذا كان الفضاء © تقاطع متتالية متناقصة من فضاءات 
هيلبرت : 


... 5 ع© د ... د و© د ,© , O= NO,‏ 
k=1‏ 
فإن الفضاء *© يساوى إتحاد متتالية متزايدة من فضاءات هيلبرت : 


= نا‎ , OF CO) C .. CORC .. 
= 


من المستحسن إدخال الرمز »0 = *©. نرمز أيضاً للفضاء را ب,©» 
فنحصل على متتالية فضاءات هيلبرت » غير منتهية من الجهتين : 


CO, C ..C O, C عن ع © ع وه‎ © C ... 


4 


حيث : ,© = 0 من أجل كل الأعداد : ...,22 ,±1 ,0 دع . 


4. الفضاء الثنوي المكرر . 


بما أن التابعيات الخطية المستمرة على فضاء شعاعي طوبولوجي تشكل 
فضاء شعاعياً طوبولوجياً - وهو الثنوي (8*,5) - فإنه بإمكاننا الحديث 
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أيضاً عن الفضاء **8 المؤلف من التابعيات الخطية المستمرة على *ع » 
وهو الفضاء الثنوي المكرر ل2»ء الخ. 
نلاحظ أن كل عتصر مد من 8 يعرف تابعية خطية على *8 . لرؤية . 
ذلك نضح : 
f(xo)‏ = رامعلا ْ 4 
حيث م« عنصر ثابت في 8 ور يرسم الفضاء *8 بأكمله . 


تلحق المساواة (5) بكل عنصر ۶ عدداً (ر,ءب وتعرف إذن تابعية على 
*ع . من جهة أخرى لدينا : 
oC)‏ للا8 + (كر)ن لله = Yxg(afı + Bf) = afi(xo) + Bf(xo)‏ 


وهذا نا ت خن اا 


؟ا نلاحظ أن مثل هذه التابعية مستمرة على *8 . فالفعل » من أجل ع > 0 
وجموعة جزئية محدودة 4 2 E‏ تحوي العنصر (< » نعتير ف *م جوارا 
للصفر (4 ,)1 . من تعريف (4 ,ع) 10 لدينا : 


U(e, 4)‏ ع fol > e , vf‏ |= اماويبا 


لكن هذا يعني بأن التابعية ,يب مستمرة عند النقطة 0 وبالتالي على الفضاء ' 
*ع بأكمله . ١‏ 


حملن إذن عل تطنيق عق الفطناء كز اله عل جد من الفا 
**8 . من الواضح أن هذا التطبيق خطي . يسمى هذا التطبيق من 8 في 
**5 التطبيق الطبيعى من الفضاء × في الفضاء الثنوي المكرر. نرمز له 
ب إذا كانت كمية التابعيات الخطية على ع كبيرة بكفاية (مثلاًء إذا كان 
الفضاء 8 نظيمياً أو على الأقل؛ محدباً ليا ومنفصلاً) يصبح هذ التطبيق 
تباينا لأن من أجل كل عنصرين مختلفين '× و "× في 8 توجد عندئذ تابعية 
f‏ د »5 بحيث : (”«رع ()/» أي أن ».مب و »ما تابعيتان مختلفتان على 
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*5 . بالإضافة إلى ذلك» إذا كان : **ع = (ع)» فإن الفضاء ع (المحدب 
محلياً والمنفصل) يسمى فضاء نصف إنعكاسي . يكن أن ندخل في الفضاء 
**8 (بصفته ثنوي (2*,5)) الطوبولوجيا القوية التي نرمز لما ب*5 . إذا 
كان الفضاء 8 نصف إنعكاسي وكان التطبيق »**8 + -8:» مستمراً» نقول 
عن 8 أنه فضاء انعكاسي . بإمكاننا أن نبين بأن التطبيق -١‏ مستمر دوما » 
إذن : 

إذا كان ع فضاء انعكاسياء قإن التطبيق **8 + ۸:8 جا دن 
الفضاءين الطوبولوجيين ٤‏ وَ (*8**,5) = **م . 


ع أن كل بعتفين من ع عقن اغعتنازء الأ كس دهن ال تدهم 2 
فإن من المستحسن استبدال الرمز («)ر الخصص لقم التابعية ۶ د *5 بالرمز 
التالي الأكثر تناظرا : 

66) دار‎ = (f, x) 


وهكذا نستطيع اعتبار (×)» من أجل f‏ د *5 مثبت» كتابعية على 8 » 
من أجل × د 8 مثبت يكن اعتباره كتابعية على *8 (نعتبر عندئذ × 
کعنصر من **5) . 


إذا كان ۽ فضاء نظيمياً (تكون عندئذ الفضاءات *مء **ع » الخ 
نظيمية أيضاً) فإن التطبيق الطبيعي من الفضاء 8 فى ثنويه المكرر **ع 
تطبيق إيزومتري . 


لرؤية ذلك » نعتبر عنصراً × من 8 . نرمز لنظيمه في 85 بادا ونظم 
صورته ف يي 7 ب رادا . لنثيت أن ااا = ادلاء لیکن رو عنصرا غير منعدم 


اا ارا > e‏ 
0007 اميا 
آي جلا < ادا 


لا كان الطرف الأيسر من المتراجحة السابقة لا يتعلق ب فإن : 
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f *)| _‏ 
xl > sup 1H xl‏ 
من جهة أخرى » يأتي من نظرية هان-باناخ أن من أجل كل م« د ع» 
توجد تابعية خطية غير منعدمة م بحيث : 


(f, × س‎ lol : xol 


(لإنشاء مثل هذه التابعية يكفي أن نضع 0 + » = («)م/ من أجل العناصر 
ذات الشكل مد» = × وتمديد هذه التابعية إلى الفضاء ع بأكمله وذلك مع 
الإحتفاظ بالنظم) . 


من المساواة (7) ينتج : 
ابو حا العا ES a‏ 


fee» llxl| 


ومنه يأتي : ,ادا = ا×ا|. وهو المطلوب . وهكذا إذا كان 8 فضاء نظيمياً » 
فإن 8 والمنوعة الخطية (غير المغلقة عوماً) (8)» د **8 أيزومتريان . إذا 
طابقنا بين 8 و(2)8 یکننا حينئذ اعتبار 8 كجزء من **8 . 


ستخلص من کون التطبيق **5 ب8:م تطبيقاً إيزومترياً » 
الفضاءات النظيمية » أن مفهومي نصف الانعكاس والانعكاس متطابقان 
هذه الفضاءات . 

ثم لما كان ثنوي فضاء نظيمى تامأ دوماً فإننا ستنتج بأن كل فضاء 
نظيمي إنعكاسي 8 فضاء تام . 

تمثل الفضاءات الإقليدية ذات الأبعاد المنتبية وفضاءات هيلبرت أسط 
الفضاءاك الانعكاسية (لدينا أكثر من ذلك بخصوص هذه الفضاءات: 
(E= E*‏ . 


ف 
ف 


يمثل الفضاء ۾ المؤلف من المتتاليات المتقاربة نحو 0 مثالا لفضاء تام 
غير إنعكاسي . ذلك أن ثنوي وء هو الفضاء « (راجع المثال 2 الفقرة 3» 
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أعلاه). المؤلف من كل المتتاليات العددية القابلة لجمع مطلقاً؛ ثم إن ثنوي ,1 
هو الفضاء « المؤلف من كل المتتاليات المحدودة : 

كا أن الفضاء [ط ٤],‏ المؤلف من التوابع المستمرة على قطعة مستقيمة 
[ط ,ه] فضاء غير انعكاسي أيضا . لكننا لن نعطي هنا أي برهان على 
ذلك . 

كمثال لفضاء انعكاسي لايطابق ثنويه هناك الفضاء ,ا من أجل 
1< م» 2 (ذلك أن من پا =*]1 حيث: 


1 f 
ے ے ہے أن 1 + عر‎ ١ 
(1; 4 ياي م‎ pq 


قرين . برهن على أن كل فضاء جزني مغلق من فضاء انعكاسي» هو أيضاً 
فاي اي 


8. الطوبولوجيا الضعيفة والتقارب الضعيف 


1. الطوبولوجياً الضعيفة والتقارب الضعيف في فضاء شعاعي طوبولوجي . 
نعتبر فضاء شعاعياً طوبولوجيا ع وجموعة كل التابعيات المستمرة على 


هذا الفضاء . إذا كانت ,/,....ثر جملة منتهية كيفية مؤلفة من مثل هذه 
التابعيات وكان ع عدداً حقيقياً موجياً فإن الجموعة : 


0) {x:lfi()l > ع‎ ¢ i= 1,2, n) 
مفتوحة في 8 وتحوي النقطة 0ء أي أنها تشكل جواراً للصفر . إن تقاطع‎ 
جوارين من هذا النوع مموعة من الشكل ()؛ وبالتالي يكن إدخال‎ 


طوبولوجيا في 8» تقبل المجموعات من الشكل (1) كجملة أساسية من 
جوارات 16 تتسى :ذه الطوبواوجيا الطويولويسيا المعيقة الففساء 2 إن 


) لدينا أكثر من ذلك : لا يوجد أي فضاء نظيمي » ثنويه الفضاء 1661© . 
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الطوبولوجيا الضعيفة لم8 هي أضعف طوبولوجيا من بين الطوبولوجيات 
التي تجعل كل التابعيات الخطية المستمرة بالنسبة لطوبولوجيا 8 الأولى» 
تابعيات مستمرة أيضاً بالنسبة إلها . 


من الواضح أن كل جموعة جزئية مفتوحة 8 بفهوم الطوبولوجيا 
ا مفتوحة أيضاً بالنسبة للطوبولوجيا الأولى للفضاء ه8ء لكن 
القضية العكسية غير صحيحة عوماً (لأن المجموعات ذات الشكل (1) لا تشكل 
بالضرورة جملة أساسية من جوارات 0 بالنسبة للطوبولوجيا الأول) . يعني 
ذلك » حسب اللصطلح الوارد قي 8 الفصل 2 أن ن الطوبولوجيا الضعيفة 
للفضاء م هي أضعف. ين الطويولوجنا الأول > وهذا ته سيب كما 
ا وجنات اعات فة می عل ع ركه کر کنا( كان 
الفضاء 8 نظيمياً» مثلاً) فإن الطوبولوجيا الضعيفة ل5 تحقق مسلمة 
الفصل لموسدورف . من السبل أن نتأكد أيضاً من أن عليتي الجمع والضرب 
في عدد المعرفتين على ۽ مستمرتان بالنسبة للطوبولوجيا الضعيفة لهذا 
الفضاء . 


نشير إلى أن مسلمة قابلية العد الأول قد تكون غير محققة من قبل 
الطوبولوجيا الضعيفة لفضاء 8 حتى ولوكان ع نظيمياً . وبالتالي لا يكن 
صياغة هذه الطوبولوجياء عوماً » بدلالة متتاليات متقاربة . وعلى الرغم من 
ذلك فإن التقارب في 8 المعرف ببذه الطوبولوجيا يعتبر مفهوماً هاما يطلق 
عليه اسم التقارب الضعيف . للتمييز بين هذا التقارب والتقارب المعرف 
بالطوبولوجيا الأول للفضاء ع (أي بالنظم إذا كان ۽ نظيمياً) نسمي 
التقارب الأخير التقارب القوي . 


ستطيع صياغة التقارب الضعيف بالطريقة التالية : نقول عن متتالية 
' إ,<)ا من عناصر ع إنها متقاربة بضعف نحو م« د ع » إذا كان : من أجل 
كل تابعية خطية مستمرة (*«)ب على م كانت المتتالية العددية كنا 
.متقاربة نحو (م×)ب. 


لرؤية ذلك نضعء لاختصار الاستدلالات» 0-م* ونفرض أن : 
0+(,«*)ب من أجل كل ۾ 3 *8 . عندئذ من أجل كل جوار ضعيف : 
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U - !* ع > أ(«)رها:‎ , i= 1,2, .... © 


للنقطة 0 يوجد × يحيث ,× دنا من أجل كل الأعداد م ك (لإيجاد × 
يكفى اختيار ,۸ بحيث يكون > (,+*),ها من أجل « > 3 وأخذ 
,۸ عدم = /8) . والعكس بالعكس» إذا تمكنا من أجل كل جوار ضعيف 
ل11:0ء من إيجاد عدد ا بحيث ,× دا من أجل كل « >/دء فإن 
الشرط 0 +(,+«)ب عندما مه هم محقق من أجل م 5 *8 مثبت . لا كانت 
الطوبولوجيا الضعيفة للفضاء × أضعف من طوبولوجيتما القوية فإن كل 
متتالية متقاربة بقوة متقاربة أيضاً بضعف . أما العكس فهو خاطىء عوماً 
(أنظر الأمثلة الواردة أسفله) . 


2. التقارب الضعيف فقي فضاء نظيمى . 
نعاج بالتفصيل مفهوم التقارب الضعيف في حالة فضاء نظيمي . 
نظرية 1. إذا كانت [,*) متتالية متقاربة بضعف في فضاء نظيمي فإنه 
يوجد ثابت 0 بحيث : 
lx, > C‏ 


أي أن. كل المتتاليات المتقاربة بضعف في فضاء نظيمي. محدودة. 


البرهان . نعتبر في *يمر المجموعات : 
Akn = {f : f(x) = k}‏ 


إن 4 مغلقة بفضل استمرار (,*ثر بصفته تابعا م من أجل ,× مثبت . 
وبالتالي فإن المجموعات : 


N dkn‏ ع بل 


n=] 


مغلقة أيضاً «لأنها تقاطع جموعات مغلقة). من السبل أن نرى بأن : 


co 
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خا كن القضساء *ع اما كانه توجة حبني" نظوية ب( 3 الفتصل 6 
جموعة Ako‏ كثيفة ف كرة ]€ Sffo,‏ . لکن Ako‏ مغلق › ولذا : 


5 €] 6 Ako 


من تعر یف Ako‏ 2 نرى ى أن المتتالية 5 × حد دة في الكرة ]ع اك 5 وهذا 
يستلزم أخها محدودة أيضاً ف الكرة: ع > اا :8 = [ع,5]0 . لرؤية ذلك 
نلاحظ أنه إذا کان ۽ 3 [ه,0]ى فإن [ه,و/]ى € م + .h‏ 


(g, xn) = (fo + 8, Xn) — (fo, Xn) لکن‎ 


وتشكل الأعداد («×,م) متتالية محدودة بفضل التقارب الضعيف للمتتالية 
.{xn}‏ لكن التطبيق الطبيعي من £ قي يلياك 7 إيزومتري » وعليه إذا کان : 
© > الءد.ه)ا من أجل م 3 [ء,8]0 فإن : 


C 
ع > امدا‎ 


أي أن النظيات ,اا تشكل جموعة محدودة. وهو المطلوب . 


ملاحظة . للبرهان على أن المتتالية (,*] محدودة (بالنظم) استخدمنا فقط 
كون المتتالية العددية (,<,م) محدودة من أجل كل f‏ د *8 . إذن» إذا كانت 
المتتالية !,*! من × بحيث تكون المتتالية العددية (,*بم) محدودة من أجل 
كل f‏ د *هء فإنه يوجد ثابت © بحيث : © xls‏ ستطيع تعميم هذه 
النتيجة : كل جموعة © محدودة بضعف في فضاء نظيمي (أي محدودة 
بمفهوم الطوبولوجيا الضعيفة) محدودة بقوة 2 (أي آنا محتواة في كرة) . 
لرؤية ذلك نفرض وجود متتالية [,×) د @ بحيث : a‏ ,× لما هه مام . 
لا كانت 0 مموعة محدودة بضعف فإن الأمر كذلك فيا يخص الجموعة . 
,*اء أي أن هذه المجموعة جموعة ممتصة من طرف كل جوار ضعيف 
للصفر ؛ بصفة خاصة من أجل كل f‏ د *8 » يوجد ۸ بحيث: 


{xa} تق‎ = {x : (Ex) > 1( 


ومنه: ا > |(,*« )ا وهذا من أجل كل الأعداد #. لكن هذا يناقض 
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الفرض مه + ,ا حسب الملاحظة أعلاه. إذا راعينا النتيجة القائلة أن 
جموعة © تكون محدودة بضعف إذا وفقط إذا كانت كل تابعية خطية مستمرة 
تابعية محدودة في © فإننا نصل إلى النتيجة التالية : 


حت تكون جموعة جزئية © من فضاء نظيمي محدودة يلزم ويكفي أن 
تكون كل تابعية f‏ د *8 محدودة في © . 


غالا ما تون التظرية: الموالية دة دما يعلق الاش اكاك .من أن 
ال ها فار يفعت 


نظرية 2. تكون متتالية (,*] من عناصر فضاء نظيمي × متقاربة بضعف 
نحو « ‘E3‏ إن كانت : 
1( الأعداد اوعدا محدودة من الأعلى بثابت 34 . 


© المتتالية (,#كر متقاربة نحو («)/ من أجل كل / د۸ء حيث ۸ 
جموعة مغلفها الخطي كثيف أا كان في *ع . 


البرهان . من الشرط 2) وتعريف العمليتين على التابعيات الخطية يأتي : 
Q(x)‏ ج (x)‏ 
وذلك عندما تكون م عبارة خطية من عناصر 4. 
ليكن ۾ عنصر) كيفياً من *8 وإءه) متتالية عبارات خطية من عناصر 
4» متقاربة نحو م. لنثبت أن : (×) +(م×)م. ليكن 34 بحيث : 
xal > M (n = 1,2, .)‏ 


xl > M 


لنقيم الفرق )ب - (,*)ها. ما أن بم يم» نستطيع من أجل كل 
ع > ۰0 إيجاد عدد × بحيث : ه < ام - ما وهذا من أجل كل )>> . 
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lp(x,) — (e) = المع)عم - (ر«)ها‎ + lox (xn) — (x) + lp (x) = ادعب‎ 
> eM + eM + lo«(x„) — )مب‎ 
: يستلزم أن‎ ¢ A + co لكن الفرض (×)٭ +¬ (م×)ءب من أجل‎ 


0+(×) - (×)م من أجل ه لم مما كان م 5*3 . 


أمثلة . لنوضح معنى مفهوم التقارب الضعيف في بعض الفضاءات الملموسة : 
1. التقارب الضعيف في الفضاء الإقليدي ذي البعد المنتبي “#. 
إن التقارب الضعيف والتقارب القوي متطابقان هنا. لرؤية ذلك نعتبر 

أساساً متعامدا ومتجاساً كيفياً .»......» في الفضاء *8٭ء ولتكن (.») 

متتالية في 8 متقاربة بضعف نحو العنصر × . 
ولتكن اشا : 


XK x0 e + ... + x €n 


x= xe + ... + x(”) ey 


عندئذ : 
1 
xD)‏ ع لع (x,‏ حب (1© (x,‏ = 0 


0 5 (Xk, eږ)—(x,‎ €n) = x(”) 


أي أن المتتالية (,») متقاربة بالإحداثيات نحو ×. وفي هذه الحالة: فإن 


الال #متقارزية “يقر نحو روا أن التقارية القوي يتل التقا رب 
الضعيف في جميع الحالات فإن هذين التقاربين متكافئان في ”۸ . 


2. التقارب الضعيف في hb‏ لكي تكون متتالية محدودهة {xn}‏ متقارية 
بضعف نحو × يكفي أن تحقق الشروط التالية : 
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(Xk, €i) = ×) ج‎ × = (xe) , i= 1,2, ... 


e = (1,0, 0, ...( 


(... ,1,0 ,0) = ره 


لرؤية ذلك نلاحظ أن العبارات الخطية للعناصر ١ء‏ كثيفة أا كان في 
الفضاء ا (الذي يطابق ثنويه» كا سبق أن رأينا) . ولذا فإن مقولتنا تأتي 
من النظرية 2. 1 ش : 

ركاه ان اقات الت اة جود ا و می أن 
المتتالية العددية × المؤلفة من إحداثيات هذه الأشعة متقاربة من أجل 
...2 = 1. بعبارة أخرى فإن التقارب الضعيف يطابق التقارب 
بالإحداثيات (شريطة أن تكون المتتالية محدودة) . 

من اليسير أن نرى في ا بأن التقارب الضعيف لا يطابق التقارب 
القوي . لرؤية ذلك نثبت أن المتتالية ... ,,» .... ,ده ,٠ء‏ متقاربة بضعف في را 
نحو الصفر. كل تابعية خطية بر على ا يمكن أن تمثل بالجداء السلمي : 


(ھ ,:<) = («ار (للشعاع × درا في شعاع ثابت (... ,وه ,ره) = ه) . وبالتالی : 
f(en) = an‏ 
وا أن 0+ ,4 لما دم من أجل كل ه 3راء نحصل على : 


lim f(en) = 0 


من أجل كل تابعية خطية على 1 . ورغم ذلك فإن المتتالية (,6] لاتتقارب 
بقوة نحو أي خهاية . 

تارين. 1. لتكن (,»] متتالية من عناصر فضاء هيلبرقي 8 متقاربة بضعف 
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نحو عنصر xX‏ ويحيث أءداا جاردا من أجل ص جه م . برهن قي هذه الظروف 
أن المتتالية ,»] متقاربة بقوة نحو ×» أي أن : 0+ ا× - راء 


2 برهن على أن مقولة القرين 1 تبقى صحيحة إذا استبدلنا الشرط 
ااج امءا بالشرط ادا > امدا من أجل كل مء أو بالشرط ادا > اما سنا . 


3 ليكن 8 فضاء طيلبرت (قابلاً للفصل) 03 جموعة جزئية محدودة 
في #8. عندئذ تكون طوبولوجيا © المستخرجة من الطوبولوجيا الضعيفة 
TEE‏ تحاف : 


4 أثبت أن كل جموعة جزئية مغلقة ومحدبة من فضاء هيلبرتي مغلقة 
بالنسبة للطوبولوجيا الضعيفة (بصفة خاصة» فإن كل فضاء شعاعى جزني 
مغلق من فضاء هيلبرتي مغلق بضعف) . أعط مثالا لمجموعة مغلقة في 
فضاء هيلبرتي وغير مغلقة بضعف . 

3. التقارب الضعيف في الفضاء [ط ٥)4,‏ المؤلف من التوابع المستمرة. 
لتكن (0),×] متتالية توابع من [5,»]© متقاربة بضعف نحو تابع )× . إن 
المتتالية ((),*) محدودة بالنسبة لنظيم [5,ه]0 . من بين التابعيات المعرفة 
على [6,5]© نعتبر بصفة خاصة التابعيات 5 التي تلحقّ كل واحدة منہا 
بكل تابع قيمته عند نقطة مثيّتة م (راجع المثال ٠4‏ الفقرة 2» 18) . من 
أجل كل تابعية .,ة يعني الشرط : 


50 ()x,( ¬+ 5, )×( 


xn (to) حب‎ x(fo) 


إذن إذا كانت المتتالية [0),*] متقاربة بضعف فهي : 


1) محدودة بانتظام أي أن © > 20),ءا من أجل كل ...,1,2 = ” وكل 
¢[a,b] 5 +‏ 
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2 متقاربة عند كل نقطة . 

يكن أن نثبت بأن هذين الشرطين ضروريان وكذا كافيان لتقارب المتتالية 
(0),*! بضعف في [0]4,5 . 

بعبارة أخرى » فإن التقارب الضعيف في [6,5]© يطابق التقارب النقطي 
(شريطة أن تكون المتتالية محدودة) . 

من الواضح أن هذا التقارب لايطابق التقارب بمفهوم نظم [ط ٤],‏ » 
أي مع التقارب المنتظم للتوابع المستمرة (أعط مثالا يوضح ذلك) . 


3. الطوبولوجيا الضعيفة والتقارب الضعيف في الفضاء الثنوي . 


أدخلنا في الفقرة 4 من 28 طوبولوجيا في الفضاء الثنوي *8 » وأسميناها 
الطوبولوجيا و تواسطة ج مق ر رات ا هي 


U4 = {f E , xE A4} 


حيث 4 جموعة محدودة كيفية من ۴» وء عدد موجب كيف . 
اعتبرنا بدل الجموعات الحدودة كل المجموعات الجزنية المنتبية 4 ٤2‏ ر 
على الطوبولوجيا المسماة الطوبولوجيا الضعيفة للفضاء الثنوي *8 . ا أن كل 
جموعة منتبية 4 دع جموعة محدودة أيضاً (القضية العكسية خاطئة عوماً) 
فمن الواضح بأن الطوبولوجيا الضعيفة للفضاء +8 أضعف من طوبولوجيته 
القوية . إن هاتين. الطوبولوجيتين غير متطابقتين عوما . 


تعرف الطوبولوجيا الضعيفة » المدخلة فى *ع » على هذا الفضاء تقارباً 
دعن اقا رب الشف للتامناة إن القازت الف التابغيات :| هة 
مفهوم هام يلعب دوراً معتبراً في العديد من مسائل التحليل التابعي» 
وبصفة خاصة في نظرية التوزيعات التي سنتعرض لا في 48 الموالٍ. 
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إن التقارب الضعيف لتتالية (,م) من التابعيات الخطية يطابق بطبيعة 
الحال تقارب هذه المتتالية من أجل كل عنصر مثبت في الفضاء 8 . 
بعبارة أخرى » نقول عن المتتالية (,م! إنها متقاربة بضعف نحو م د *ع » إذا 
کان لدينا : 
()0 ج Q,)×(‏ 


من أجل كل × د 8 . 

فق الواح أن الخال فق« التضاء التنوى فى الخال فى الفسياد الأول 
فكل متتالية 'متقاربة بالنسبة للطوبولوجيا القوية متقاربة أيضا بالنسبة 
الطوبولوجيا الضغيفة (لكن القضية العكسية غير صحيحة عوماً) . 

لیکن 8 (وبالتالي *ع أيضاً) فضاء لباناخ . لدينا النظرية التالية الماثلة 
للنظرية 1. 1 : 
نظرية *1. لتكن [م/) متتالية متقاربة بضعف مؤلفة من تابعيات خطية على 
فضاء لباناخ » يوجد ثابت © بحيث : 

8 ,1,2 دم , © > ارما 

بعبارة أخرى » فإن كل متتالية متقاربة بضعف عناصرها في ثنويّ فضاء 
باناخي حدودة بالنظيم (أي ان نظيات عناصرها محدودة) 0 


ليس هناك فارق بين برهان هذه النظرية وبرهان النظرية 1. من جهة ٠‏ 
أخرى لديا النظوية التالية اة التطرية 2 


نظرية *2. تكون متتالية تابعيات خطية [,م! من *8 متقاربة بضعف نحو 
ود *8 إذا كانت : 
1) المتتالية محدودة » أي : 


,1,2 ع م , © > اوها 
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© العلاقة (د,م) + (#,,م) محققة من أجل كل العناصر × المنتمية إلى 
جموعة مغلفها خطي كثيف أا كان في 8 . 


إن البرهان على هذه النظرية هو برهان النظرية 2. 
لنعتبر مثالاً . لیکن م فضاء التوابع المستمرة [ط 0٤],‏ ولتكن : 
(0)× = )ب 


وهذا يعني أن ب هو التابع 8 (راجع 8 الفقرة 2» المثال 4) . لتكن 
أيضاً (9).م) متتالية توابع مستمرة تحقق الشرطين التاليين : 


1( -0),م من أجل ها > ے و 0),م > 0. 
٤‏ 
0 ادنوه | 
ومنه يأتي» من أجل كل تابع 0) مستمر على [ط,ه]ء أن : 
1/8 01 
مه جه Qn(t) x(t) dt = 8 Qn(t) x(t) dt > x(0); n‏ !| 


وذلك بتطبيق نظرية المتوسط . 
إن العبارة : 5 
Qn() x(t) df‏ ! 


تابعية خطية على [ط ,ه]٥‏ . وهكذا يكن كتابة التابع 8 كناية بمفهوم 
التقارب الضعيف للتابعيات الخطية على [0]»,5 » لمتتالية توابع «معتادة» . 


ملاحظة. يقبل الفضاء *8 المؤلف من التابعيات الخطية على فضاء 2 

تفسيرين : إما أن نعتبر *5 كثنوي الفضاء الأول 8 » وإما أن نعتبره فضاء 

الأساس أي أن الفضاء **8 ثنويه. وهذا يعني أننا ستطيع ادخال 
() نعتبر أن النقطة 0 منتمية إلى 51.ه]. بدل 0- : يمكن اعتبار أية نقطة أخرى . 
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الطوبولوجيا الضعيفة في *8 بطريقتين مختلفتين : اما باعتبار *8 . فضاء 
تابعيات » فنعرف الجوارات و في E*‏ با مجموعات جزئية منتبية من ٤‏ » 
افا مه فان ا قوف الطوبولوخنا عليه" يواسطة «الفقناء 
الثنوي **سم . إذا تعلق الأمر بة بفضاء انعكاسي فإننا نعم أنه لا فرق بين هذا 
وذاك. أما إذا كان الفضاء ع غير انعكاسي فإن هاتين الطوبولوجيتين 
مختلفتان في *8 . لتفادي الشبات نحتفظ بتسمية الطوبولوجيا الضعيفة على 
فضاء الأساس (أي طوبولوجيا *8 المعرفة بواسطة +**8) أما الطوبولوجيا 
الضعيفة على فضاء التابعيات (أي الطوبولوجيا على *8 المعرفة بواسطة 8) 
فنسمها الطوبولوجيا *- الضعيفة. من البديبي أن الطوبولوجيا *- 
الضعيفة على الفضاء *8 أضعف من الطوبولوجيا الضعيفة ل ۽ (أي أن 
الطوبولوجيا الضعيفة تحوي كمية من الجموعات المفتوحة أكبر من كمية 
المجموعات المفتوحة في الطوبولوجيا * - الضعيفة أو تساويها) . 


4. المجموعات الحدودة في الفضاء الثنوي . 

تلعب النظرية التالية دور هاماً في العديد من التطبيقات لمفهوم التقارب 
نظرية 3. إذا كان 8 فضاء شعاعياً نظيمياً قابلاً للفصل فإن كل متتالية 
محدودة مؤلفة من تابعيات خطية مستمرة على 8 تحوي متتالية جزئية 


متقاربة بضعف . 


اوها ء٠‏ تختان في # جموعة قابلة للد وكثيغة خا كان رو بت ورر: 
إذا كانت [(,م] متتالية نظيات عناصرها محدودة» مؤلفة من تابعيات خطية 
على ع » فإن المتتالية العددية : 1 
Pn (X1), ...‏ و... QP2(X1)s‏ و(10361© 
محدودة. ولذا يمكن أن نستخرج من [مم] متتالية جزئية : 
ن gM‏ 0 


0 و‎ QP e QP" 9 
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بحجيث تكون المتتالية العددية : 
PEED, PCD, <, PPD,‏ 
متقاربة . ثم من !م يكن استخراج متتالية جزئية : 
2 ب ,2 
خت كن التقالية اة 
(ea), PCa), <, PPO, ...‏ 2 
متقاربة- بإعادة هت الطريقة سيل عل اة ماليات: 


1 1 1 
ê‏ ,ې و 1 م 7 + 


2 ۳ 2 
.. ,2 ب... ,99,9 


ه.ا .ا .د o‏ 


(كل واحدة منها محتواة في السابقة) بحيث أن كل متتالية [م] متقاربة 
عند النقاط : ns Xk‏ و2602 261 ° باعتبار «القطر» : 


2 1 
PP, <‏ و... ولب ,م 


نحصل على متتالية جزئية من التابعيات الخطية بحيث تكون المتتالية 
ا 
Xn)» <.‏ و (xn),‏ 


متقاربة من أجل كل «. ومنه يأتي (حسب النظرية *2) أن المتتالية 
... ,)م ,)”0م متقاربة أيضاً من أجل كل × د ع . وهو المطلوب . 


تعنى هذه النظرية مراعاة النظرية *1» أن في ثنوي فضاء لباناخ قابل 
للفصل *ه8 نجد أن المجموعات الحدودة شبه متراصة عدودياً بالنسبة 
الطوبولوجيا * ب الضعيفة ولس هناك جموعات كيه متزاهنة عدوديا “غير 
المجموعات الحدودة. 
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لنثبت هنا أن شبه التراص العدودي هو في الواقع شبه تراص . 
نبدأ بالبرهان على النظرية التالية : 
نظرية 4. لتكن *5 كرة الوحدة المغلقة في الفضاء *8 الثنوي لفضاء نظيمى 


قابل للفصل جه إن الطوبولوجياء المقتصرة عل خو ين الطوبولوجيا © 
الضعيفة للفضاء *8 » يمكن تعريفها بواسطة المسافة : 


)× .ع - | e)8) = 3 2-٠‏ )2 
حيث |إ,+*] جموعة قابلة للعد مثبتة وكيفية » كثيفة أا كان في كرة الوحدة 


5 للفضاء ٤ع‏ . 
البرهان . من الواضح أن التابع (# ,مو قتع بكل خاصيات المسافة؛ من 
جهة أخرى فهو لامتغير بالنسبة الإسحابات : 
h) = (f, 8)‏ + ع ,م + g(f‏ 
وبالتالي يكفي أن نتأكد من أن جماعة جوارات الصفر» المعرفة في *ى 
بالطو بولوجيا الضعيفة للفضاء *8 » تكافىء جماعة جوارات الصفر المعرفة في 
*5 بالمسافة 2)؛ بعبارة أخرى يكفي أن نتأكد من : 
أ) أن كل «كرة» 
O: = {f:g(f, 0) < €}‏ 
تحوي تقاطع *5 مع جوار معين ضعيف للصفر في ٤*‏ . 
ب) أن كل جوار ضعيف للصفر في *8 يحوي تقاطع *ى مع (كرة» 


معينة ,© . 


نختار ١‏ بحيث < > 2-١‏ ونعتبر الجوار الضعيف للصفر : 


€ 
دلا‎ Vaxy..xy, a = f: xl <3 , k= 1,2, N} 
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عندئذ » إذا كان f‏ د 7 م*5 فإن : 


N oo N N 
ريو‎ 0) = 92-٠ (f, x) + 3 2-* x) جك‎ J2" + Y2-" <e 
n=l n=N +1 n= n= N +1 
أي أن ,© ء۷ ۸ *5ى. وهذا يثبت المقولة (أ) . لنثبت (ب) . ليكن‎ 
- لا جوارا *٭‎ = U, لمر := ور‎ > 8 , k = 1,2, ..,m) 
الصفر كيفياً في *5 . يكن أن نفرض بأن: 1 > راء 1,2,..,۴= )؛‎ 


ما أن الجموعة 1.*) كثيقة أنقا كان في 5» توجد أرقام ۸ ...,« بحيث 
4 أي ,»د _- جيرا me‏ ,... ,1,2 داع . 


- 


لتكن : N = max, mm)‏ و 8+1(8)-2 سداع. عندئذ نستنتج من 
المترامحات : 1 


0 2-٠ lG, xa) > ع‎ 


[عد ير 


من أجل f‏ د ,0 ۸ *8» أن : ع5 > xa)l‏ ¢ بصفة خاصة : 
3- 2% ڪ ع. 2 > (xa)‏ 


وبالتالي» من أجل «.... ,1,2 = 86 لدينا : 
8< ليه ديرا آرا + ف اليه د يديا + (yol =I xapl‏ 
وبالتالل تاك ,© 5*6 . انتبى البرهان . 


من الواضح أن هذه النتيجة تشمل مباشرة كل كرة» وبالتالي كل مموعة 
جزئية حدودة E* 2 M‏ . 

أثبتنا (النظرية 3) أن من كل متتالية محدودة من عناصر *8 يكن 
ا ا ی ا حر ان کی شوق 
محدودة ۸ في الثنوي *ع لفضاء شعاعي نظيمي قابل للفصل مزود 
بالطوبولوجيا * - الضعيفة جموعة شبه متراصة عدودياً. لكن النظرية 
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السابقة تثبت أن كل جموعة من هذا النوع تشكل فضاء طوبولوجياً قابل 
لمسافة . نعم من جهة أخرى أن مفهوم التراص ومفهوم التراص العدودي 
متطابقان في الفضاءات المترية . 


فل غد عل الج اال 


نظرية *3. كل جموعة محدودة 34 في الفضاء *8 » الثنوي لفضاء 8 نظيمي 
وقابل للفصل » جموعة شبه متراصة بمفهوم الطوبولوجيا * - الضعيفة للفضاء 
E*‏ . 

لنثبت أنه إذا كان 8 فضاء شعاعياً نظيمياً وقابلاً للفصل فإن كل كرة 
مغلقة في الفضاء (5*.,5) مغلقة أيضاً بالنسبة للطوبولوجيا * - الضعيفة 
للفضاء *8 . 


للطوبولوجيا * - الضعيفة) إلى جموعات مغلقة يكفي أن نبرهن على أن كل 
كرة من الشكل (© > لأرا:/م) د +5 مغلقة بالنسبة للطوبولوجيا  *‏ 
الضعيفة . ليكن / 8 5#. من تعريف النظم لتابعية نستنتج وجود شعاع 
× د 8 بحيث 1 - أ«دأا» » < » = («)ممر. تصبح عندئذ المجموعة : 


اء > 109 :/( نآ 


جواراً * - ضعيفاً للتابعية م لا يحوي أي عنصر من الكرة 5# ؛ وبالتالي 
فإن الكرة +8 مغلقة بالنسبة للطوبولوجيا * - الضعيفة . 


ستنتج مما سبق النظرية التالية : 


النظرية 5. كل كرة مغلقة في الفضاء الثنوي لفضاء نظيمي قابل للفصل كرة 

متراصة بمفهوم الطوبولوجيا * - الضعيفة. 
إن النتاح المقدمة أعلاه حول المجموعات المحدودة في الفضاء الثنوي 
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' يمكن تعميمها من الفضاءات النظيمية إلى الفضاءات الحدبة محلياً . راجع » 
بهذا الخصوص 42] مثلاً . 


8. التوزيعات 


عادة ما نضطر في فرع التحليل إلى اعتبار لفظ «تابع» بمفهوم واسع 
ومتغير يتكيف مع نوعية المسائل المطروحة . فقد نعتبر أحيانا توابع مستمرة › 


وقد نعتار توابع الاشتقاق مرة أو عد مرات ال ويحدث أيضاً أن يعجر 
المفهوم التقليدي للتابع » حى ولو أعتبرنا أوسع شكل له (وهو اعتباره 


كقانون كيفي يلحق بكل قيمة ل تنتمي إلى ساحة التعريف ذا التابع » 
عدداً قا ماران عن تأدية المهمة المت منه . لتوضيح ذلك سوق الآن 
مثالين . 


التوزيع . لكن إذا وجدت نقاط على هذا المستقيم مزودة بكتل موجبة فإن 
كثافة مثل هذا التوزيع لا يمكن أبدا وصفها بأي تابع «معتاد» . 


© نتعرض أحيانا» لدى تطبيق بعض طرق التحليل الرياضي على بعض 
المسائل » إلى استحالة اجراء علية من العمليات ؛ فثلاً إذا كان لدينا تابع لا 
يقبل مشتقاً (في بعض النقاط أو كلها) فإننا لا ستطيع اشتقاقه إذا كان 
المقصود من مشتقه تابعاً «معتادا» . بالإمكان تفادي هذه العراقيل بالإقتصار 
على دراسة التوابع التحليلية مثلا. لكن مثل هذا الحصر لجموعة التوابع 

هناك وسيلة أخرى تجعلنا نتفادى هذا النوع من الصعوبات» وهي تقثل 
إدخال التوابع المعممة أو التوزيعات» التي تعرف انطلاقاً من مفهوم الفضاء 
الثنوي المعتبر أعلا 
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وهر اعرى غ ا ال ا یات رج اذ لمان جد 
ماقو اون ال رة مول كعم : ما الج إل أويع سان هه 
فع القريانيون ي اال التوز ماك د رمق جه وقيل اديع ها 
النظرية "ال ياضية لو هات 

قبل الشروع في تقديم التعاريف الدقيقة » دعنا نقدم الفكرة الرئيسية لهذا 
الإنشاء. 


ليكن / تابعاً معطى على المستقيم العددي» يقبل المكاملة على كل مجال 
منته » وليكن م تابعا مستمرا ومنعدما خارج جال معين (نسمي هذه التوابع » 


في المستقبل » التوابع ذات الحوامل الحدودة) . بواسطة التابع المعطى ث/رء نلحق 
بكل تابع م من هذا النوع عدداً: 


00 (o) = |” ون ضار‎ ax 


(الواقع هو أن التكامل مأخوذ على مجال منته لأن التابع م ذو حامل 
محدود) . بعبارة أخرى » يكن اعتبار التابع f‏ كتابعية (خطية» بفضل 
الخاصيات الأساسية للتكامل) على فضاء توابع ذات حوامل محدودة. ورغم 
ذلك فإن التابعيات ذات الشكل (1) ليست الوحيدة التي يمكن تعريفها على 
مثل ذلك الفضاء؛ ستطيع مثلاً الحاق بكل تابع م قيمته عند النقطة 
0= × » فنحصل على تابعية خطية لا يكن كتابتها على الشكل (1).. إذن » فإن 
التوابع («/ر تنتمي » بالفعل » إلى جموعة أوسع تحوي كل التابعيات الخطية 
المعرفة على فضاء توابع ذات حوامل محدودة. 

يكن اختيار فضاء التوابع م بطرق مختلفة » نأخذ مثلاً فضاء التوابع 
المستمرة ذات الحوامل الحدودة. ورغم هذاء فإنه من المعقول» ۴ سارى 
ذلك » أن نخضع التوابع المقبولة م ليس فقط إلى شرط الاستمرار وشرط 
الال الووه بل افا ال تروط أك قدا امتعلقة بقابلية الفاضلة . 
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2. فضاء توابع الأساس . 


ننتقل الآن إلى التعاريف الدقيقة . نعتبر على المستقيم العددي المجموعة 
× المؤلفة من كافة التوابع ذات الحوامل المحدودة © القابلة لمشتقات مستمرة 
من كل الرتب . إن التوابع المنتمية إلى × تشكل فضاء شعاعيا (مزودا 
بالعمليتين المعتادتين لجمع وللضرب في عدد) . لايكن أن ندخل على هذا 
الفضاء نظياً ينسجم مع النظرية التي سنقدمما أسفله » إلا أننا نستطيع إدخال 
مفهوم التقارب بصفة طبيعية . 


نقول عن متتالية [,م! من عناصر × أنها متقاربة نحو تابع م 3 × إذا: 
1) وجد مجال تنعدم(») خارجه كل التوابع ہب . 
2 كانت المتتالية !1 المؤلفة من المشتقات ذات الرتبة 


م (..,0,1,2 = ») متقاربة بانتظام على هذا المجال نحو م (انتظام 
آلف رنت الةو الأعزاة + غ عطلون):: 


يسمى الفضاء الشعاعي × مع هذا المفهوم للتقارب فضاء الأساس 
ونسمي عناصره توابع الأساس . 


من السبل وصف الطوبولوجيا على × التي يعرفها التقارب السابق في . 
إن هذه الطوبولوجيا مولدة عن جماعة جوارات الصفر التي نعرف كل واحد 
منها بواسطة جموعة منتبية من التوابع المستمرة والموجبة : ٠...۷”‏ حيث 
يتألف كل جوار من هذه الجوارات من توابع ‏ التي تحقق المتراحات : 


)مر > اماما 


Yn, (x)‏ > )م 
وذلك مما كان × . أما التأكد من كون التقارب في × المعرف أعلاه يعطي 
بالفعل هذه الطوبولوجيا فإننا نتركه للقارئ . 
)0 اجال الذي ينعدم خارجه م يختلف عادة باختلاف التوابع %. 
(2) المقصود من المشتق ذي الرتبة 0 هوء کالعادة» التابع نفسه . 
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۳ د × المنعدمة خارج القطعة المستقيمة m, m}‏ —[. تكن تزويد الفضاء . 
Km‏ ببنية فضاء نظيمى عدودیاً » وذلك بوضع : 


...و2 و1 ,0 = م« ; (مد)»*ما loll = sup‏ 
e‏ 

أثبت أن الطوبولوجيا (وكذا تقارب المتتاليات) للفضاء »ع المولدة 
عن هذه امجماعة من النظيات » تطابق الطوبولوجيا (التقارب » على التوالي) 
المقتصرة على × من الطوبولوجيا (التقااب» على التوالي) في الفضاء ۸ 
التي أدخلناها أعلاه. من الواضح أن؛: .. ..C KC‏ > وك ء رك و3 
۾K‏ ا = × . أثبت أن المجموعة © د × تكون محدودة بالنسبة للطوبولوجيا 
ا بعدد برو ضيك دن و وف موري 
محدودة من الفضاء الحدود عدودياً × . لتكن 7 تابعية خطية على الفضاء 
+ اتيت تكافو' الشروظ الأريغة التالية ي( التابعة 7 تة اة 
لطوبولوجيا الفضاء × ؛ (ب) التابعية 7 محدودة على كل جموعة محدودة 
© د ۸؛ (ج) إذا كان ,م د × و 0ه ,م (بمفهوم تقارب المتتاليات» 
المعرف في ×) فإن: 0+(,7)0 ؛ (د) من أجل كل « فإن الاقتصار 
,7 للتابعية 7 على الفضاء الجزئي ,8 5 تابعية مستمرة على ہ٤‏ . 


3. التوزيعات . 


تعريف 1. ضمي توزيعا أو تابعاً معما (معطى على المستقيم 
م > x‏ < مه -) كل تابعية مستثمرة (1)0 معرفة على فضاء الاساس × . 
المقصود من استمرار التابعية 7 هنا هو أن تكون (7)0 +-(,7)0 إذا تقاربت 
المتتالية ,م نحو م في فضاء الأساس. 
نلاحظ في البداية أن كل تابع (*)/ قابل للمكاملة على كل مجال منته 
يولد توزيعا. ذلك أن العبارة : 
o(*) dx‏ ضار | = Tro)‏ 2 
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تابعية خطية مستمرة على . نسمى التابعيات من هذا الشكل 
التوزيعات النظامية ؛ ونسمي التوزيعات الأخرى أي تلك التي لا تكتب على 
الشكل «) التوزيعات الشاذة . 
سوق "أمثلة ليغ القوويفات الختاذة . 
1. «التابع : 
)0( = (م)1 
إنها تابعية خطية ومستمرة على × » وهي بالتالي توزيع حسب المصطلح الذي 
أدخلناه آنفا . تكتب هذه التابعية » کا جرت العادة» على الشكل : 
ax‏ وام 80 | 0 


حيث نرمز ب(«)ة «التابع» المنعدم عند كل نقطة + + 0 واللامنتبى عند 
النقطة 0= × بحيث : 


۳ e ت‎ 


كنا اعتبرنا التابع ة في 18 كتابعية على فضاء التوابع المستمرة المعرفة على 
قطعة مستقيمة. لكن باعتبار التابع 5 كتابعية على * » نحصل على بعض 
الفوائد ؛ منباء مثلاء أننا نستطيع في هذه الحالة إدخال مفهوم مشتق التابع 
6. 
2. «التابع 5 المسحوب» 1 ليكن : 
(a)‏ = (م)1 
من الطبيعي كتابة هذه التابعية على الشكل التالي الماثل للشكل (3) : 


+ 
4 ١ a) O) 


3. «مشتق التابع 65 . نلحق کو کا و ري اناه 
أن اغتبار هذه التابعية” كمشتق: لتابعية الخال الأول اعتبار: طبيعق : 


20 


4. نعتبر التابع ×ر1. إنه لايقبل المكاملة على أي مجال يحوي نقطة 
الصفر . وعلى الرغم من ذلك » من أجل كل ٠‏ د × فإن التكامل : 


1 + 
[om ax‏ 
موجود ومنته بمفهوم القيمة الرئيسية . ذلك لأن : 
(0)ن “ 2-0 ]ايو ل من | مم آم "* 
dx‏ 1 + ع4 2 | = لع ٣ (x)‏ = × (×) ا 


يرمز هنا (ط ,ه) للمجال الذي ينعدم خارجه التابع ب. إن التكامل الأول 5 
الطرف الان موجود بالمفهوم المعتاد (بصفته تكاملةٌ لتابع مستمر) ؛ أما 
التكامل الثاني فهو موجود بمفهوم القيمة الرئيسية . وهكذا نرى أن التابع ×/1 
يعرف تابعية على # » أي توزيعاً. يكن أن نبرهن على أن كل التابعيات 
الواردة ف الأمثلة من 1 إلى 4 تابعيات شاذة (أي أغها لاتكتب على الشكل 
(2) مهما كان التابع ۶ القابل للمكاملة محلياً) . 


4 عمليات على التوزيعات . 


زفت ل 0 4 على التابعيات 7 المسكيرة عل :> 


التوزيعات النظامية اي 3 «المعتاد «( على الست العددي 7 


ندخل في فضاء التوزيعات علية الإنتقال إلى النهاية. نقول عن متتالية 
توزيعات [م/] أنها متقاربة نحو /ر إذا كان لدينا: 
(f, 0)‏ ج (0 (fn,‏ 
من أجل کل 3× . 
بعبارة أخرى فإن تقارب متتالية توزيعات معرف كتقارب هذه المتتالية 
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من أجل كل عنصر من × . نرمز لفضاء التوزيعات على × عند تزويده 
بهذأ التقارب ب .K*‏ 


إذا كان » تابعاً قابلاً للإشتقاق لاغائياً» فمن الطبيعى أن نعرف جداء » 
في توزيع / بواسطة الدستور: 


(af, (م‎ = (f, ap) 


(إن لعبارة الطرف الأيمن معنى لأن به د ) . إن كل هذه العمليات أي 
امع والضرب في عدد والضرب في تابع قابل للاشتقاق لا هائيا مليات 
مستمرة . 

سوف لن ندخل جداء توزيعين . يكن أن نبرهن على أنه من المستحيل 
تعريف مثل هذه العملية إذا ما طلبنا أن تكون مستمرة ومطابقة لعملية 
ضرب التوابع المعتاد في حالة التوزيعات المنتظمة . 

ندخل الآن علية اشتقاق التوزيعات ونعرض خاصياتما . 


لتكن في البداية تابعية 7 على × معرفة بتابع يقبل الاشتقاق باستمرار 
f‏ 


+ 
o(*) dx‏ ور | = Te)‏ 
من الطبيعي أن سمي مشتق 7 التابعية حك المعرفة بالدستور : 
ax‏ )م ور 7 | = Fo‏ 


بالمكاملة بالتجزئة ومراعاة كون تابع الأساس م ينعدم خارج مجال محدود 
نحصل على : 


d + +4 : 
To - | 7 عه ون وام‎ = - | fm o dx 
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وهكذا نحصل على عبارة تمثل َك لاتتعلق بمشتق التابع /ر. تقودنا هذه 
الاعتباراءت إل جى التعريف التالى : : 
تعريف 2 المشتق د لتوزيع 7 هو تعريفاًء التابعية المعرفة بالدستور: 
0 - - ر( ٣‏ 
من الواضح أن التابعية المعرفة بهذا الدستور خطية ومستمرة» أي أنها 


توزيع . نعرف المشتق الثاني لتوزيع بطريقة ماثلة» وكذا الأمر بالنسبة 
للمشتقات الأخرى . 

لنرمز للتوزيع ب ولشتقه (بمفهوم التعريف أعلاه) ب ستنتج 
الخاصيتين التاليتين من تعريف التوزيع : 

1. يقبل كل توزيع مشتقات من كل الرتب . 

2< إذا تقاربت متتالية توزيعات [,م) نحو توزيع م (بمفهوم تقارب 
التوزيعات المعرف أعلاه) فإن متتالية المشتقات [م/] متقاربة نحو المشتق '/ 
التوزيع الذي يشل النباية ؛ وكذا الأمر فيا يخص المشتقات من كل الرتب . 

إن ذلك يكافىء القول بأن كل سلسلة متقاربة من التوزيعات يكن 
اغتقافها عدا حذا وهذا' من .أجل کل رة :(اشتقاق) . 

نعتبر الآن بعض الأمئلة . 

1. مما سبق يأتي أنه إذا كان ۶ توزيعاً منتظا (أي تابعاً «معتادا» يقبل 
مشتقاً مستمراً أو مستمراً بتقطع) فإن مشتقه بمفهوم مشتق توزيع يطابق 
مشتقه بالمفهوم المعتاد . 


: لیکن‎ .2 
1, x >0 


|= )05 
کد ا 


يعرف هذا التابع » المسمى تابع هيفسايد (©1163915146) » تابعية خطية : 
جة ممم | = Co‏ 
0 
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طبقاً لتعريف مشتق توزيع » لدينا: . 
ESO ١ ¢() dx = (0)‏ 


(لأن م ينعدم عند اللانهاية) . وبالتالي فإن مشتق تابع هيفسايد (5) هو 
التابع 5. 


3 من المثالين 1 2 يأتي أنه إذا كان ۶ تابعاً له قفزات عند النقاط 
... × ,× » تساوى على التوالي ... ,»۸,۸ وكان / يقبل الإشتقاق (بالمفهوم 
المعتاد) عند النقاط الأخرى فإن مشتقه (بمفهوم مشتق توزيع) يساوي 
جموع مشتقه المعتاد سم (عند النقاط التي يوجد فيها هذا المشتق) وعبارة من 
ي hı 5(x — xı)‏ 3 

4. بتطبيق تعريف مشتق توزيع على التابع 8 نرى أن مشتقه تابعية تأخذ 
القيمة (0)م - من أجل كل تابع في . وهذا هو بالضبط «مشتق التابع 
5 . 

5 نعتبر | لسلسلة : 


د 6 ( 


أعه ار 
إن مجموعها تابع دوري دورته 2۸ معرف على القطعة [2,2 -] بالدستور : 


1 





2 > > 0 د 
f(x) = 2, >× >0‏ 





0= ع2« , 0 


إن مشتق هذا التابع (بمفهوم مشتق توزيع) يساوي : 


0 -1/2+« ١ &(x-2Kk%) 


k= -— مم‎ 
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وهو توزيع (إذا طبقناه على أي تابع ذي حامل محدودء نحصل على عدد 
مه من اذوه عي المتعدمة).. من جهة أخرى » اشاق السليلة ق كا 
جدا حمل عق الملفلة التباعدة» 


00 
اعم 

ورغم ذلك فإن هذه السلسلة متقاربة بمفهوم تقارب التوزيعات نحو العبارة 
7). وهكذا يسمح مفهوم التوزيع بإعطاء معنى محدد لمجموع سلسلة متباعدة 
بالمفهوم المعتاد؛ والأمر كذلك فيا يخص العديد من التكاملات المتباعدة . 
نواجه هذه الحالة عادة في النظرية الكمية لحقول وفي بعض الفروع الأخرى 
من افوا الط کن ك كتين اا ايشا لد حل بعض الشائل 
الأولية للقيزياء الرياضية بطريقة فوربي. وهكذا نرى مثلاً أن معادلة الوتر 
المهتر جه - ج تؤدي إلى سلاسل مثلثية تقبل مشتقات ثانية بالنسبة 
ل وء بمفهوم نظرية التوزيعات فقطء ولذا فإن هذه السلاسل تحقق 

المعادلة المعتبرة ضمن مفهوم التوزيعات فقط . 


5. كفاية جموعة توابع الأساس . 

عرفنا التوزيعات كتابعيات خطية على فضاء وبخاصة على الفضاء × 
المؤلف من التوابع القابلة للإشتقاق لاهائيا ذات الحوامل المحدودة. ورغم 
هذاء كان بإمكاننا أن نختار فضاء الأساس بطريقة أخرى. لننظر في 
الأسباب التي جعلتنا نختار الفضاء × كفضاء أساس ؛ مع العم 3 هذه 
00 قائمة أيضاً في حالات أخرى . عندما نفرض على التوابع 
إلى × أن تكون ذات حوامل محدودة وقابلة للإشتقاق لانهائياً ا 
على عدد كبير من التوزيعات (لأن تضييق فضاء الأساس يستلزم توسيع 
الفضاء الثنوي) ونحصل» ثانيا » على حرية أكبر فيا صلق يتطبيق لیات 
اليل الأسساسية عل :الو يناك" (كل: الاقفال إل النباية والتتعفاتق) . 

نفس الوقت » فإن فضاء توابع الأساس × لايفتقر كثيراً إلى عناصر ؛ 0 
يحوي عدداً كافياً من العناصر يجعلنا نقكن من تييز التوابع المستمرة عن 
عرسا شاه ادق لدم 
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ليكن بم وم تابعين مستمرين (وبالتالي قابلين للمكاملة محلياً) مختلفين 
على المستقيم العددي . يوجد عندئد تابع ب 3 × بحيث : 


عه ومن صمو roecDax + f”‏ | )® 


لرؤية ذلك » نضع («)ثر - (#«)ر = در. إذا كان : 0 # («)ر فإنه توجد 
نقطة ما بحيث 0 + (0«)/ر. ومنه يوجد جوار (0,8) لم« لاتتغير فيه إنكارة 
(«كر. نعتبر التابع : 


1 
€” 6= ع‎ - 0 ,@ > x > 8 
20 


; x € (a, 8) 


إن هذا التابع منعدم خارج (0,8) وموجب داخل هذا المجال؛ زيادة على 
ذلك فهو يقبل الاشتقاق خبائياً: ولذا ب د × (تأكد من وجود المشتقات 
عند » =× و8 - *) . من جهة أخرى » واضح أن : 


1 8 
| Knocnax = f موص‎ ax + 0 


و ري نما کی و ا ی ا 
مستمرین() . 


6. تعيين توزيع انطلاقا من معرفة مشتقه . المعادلات التفاضلية في جموعة 
التوزيعات . 
تعتبر المعادلات التفاضلية من الميادين الرئيسية التي تطبق فيا نظرية 
التوزيعات . بل إن المسائل المرتبطة بالمعادلات التفاضلية هي التي نشطت 
تطور هذه النظرية . . تنطبق نظرية التوريعات بوجه کا ل المعادلات 
) تشمل: هذه النتيجة توابع أعم من التوابع المستمرة» لكن توضيح ذلك يتطلب معرفة تكامل 
لوبيغ (Lebesgue)‏ الذي ستقد مه في الفصل الموالي . 
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المسائل البسيطة التي لها علاقة بحل المعادلات التفاضلية (العادية) المرتبطة 
f)×(‏ = ابر 

(حيث («كر توزيع أو تابع «معتاد») » أي أن المسألة تتثل في البحث عن 

توزيع انطلاةً من معرفتنا لمشتقه . نعتبر ف البداية :الحالة 0 = ودار . 

نظرية 1. إن الحلول الوحيدة (في جموعة التوزيعات) للمعادلة : 


بير )9 


هي الثوابت 


البرهان . تعني المعادلة (9) أن : 
)y, - (= 0‏ = (0,') 


وذلك من أجل كل تابع أساس م د × . نعتبر المجموعة ۸ 0 و 
تواع 0 الف كيو عن a a‏ مان . من الواضح أن مير 
فضاء جزثي شعاعي من × . نضع : (*«)'ب - = («)رم؛ إن التابع رب يرسم . 
00 عندما يرسم م المجموعة × . تعرف المساواة (10) تابعية ر على (0)ك] : 


نلا حظ الآن أن تابع الأساس ل حون نتيا إلى K(D‏ إذا وفقط إذا 
کان : 
ل 


e0 dx =0‏ | (11) 
وهذا يعني أن 500 هو نواة التابعية جم |. ويلك رشن 
ن + )"ب = (#)موء عندئذ : 


=0 





+ oo c0 
012 | ocax امد‎ 
N E a 

)13( واب‎ = | omar 
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تابع يقبل الإشتقاق لا خبائياً . إذا تحقق الشرط (11) فإن («)» يصبح تابعا 
حامله محدود. أما مشتقه فهو («)ب. 


طبقاً لنتاح الفقرة 6» 18ء الفصل 23 نلاحظ أن كل تابع أساس 
K 3¢‏ يكتب على الشكل : 


Q = رب‎ + © Qo (wı » KD) 
: حيث مه تابع أساس مثبت لا ينتمي إلى 850 ويحقق الشرط‎ 
4 0 
1 Ço(x) dx = 1 


C= 8 p(x) dx 





P(x) = p(x) - © Qo(x) 
وهكذا إذا أعطينا قيمة التابعية ر لتابع الأساس (×)مم» نلاحظ أن هذه‎ 
(y, 00) = © التابعية تعرف بطريقة وحيدة على الفضاء < بأكمله . بوضع‎ 
: نحصل على‎ 
Oo) = oD + وو‎ - aj ocax = | 7 a(x) ax 
. وهو المطلوب‎ ٠» أي أن التوزيع ر يساوي الثابت‎ 


ومنه ينتج أنه إذا تحققت المساواة ٬۾‏ = ثم من أجل توزيعين ۶ و ۾ فإن 
م ثم يساوي ابا 


عار الآن المعادلة : 
f)×(‏ = 'ر )14( 


حيث (*)/ .توزيع كيفي . 
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نظرية 2. من أجل كل f‏ د * » يوجد حل للمعادلة 14) ينتمي إلى *6 . 
من الطبيعي أن نسمي هذا الحل توزيعاً (أو تابعاً) أصلياً التوزيع /. 
البرهان . تعني المعادلة (14) أن : 
(© ) = 0م = ,ر( = زو رار (15) 
وذلك من أجل كل تابع أسامي م د × . تعرف هذه المساواة قيمة التابعية 
ر من أجل كل التوابع رم 3 00 : 
(f, = | 645‏ = روسن 


00 © + رم = م 


لعناصر × الذي حصلنا عليه أعلاه. بوضع 0= (مو,ر) نعرّف التابعية بر 
على الفضاء × بأكمله : 


(44 0ه | -, ما = موس = ون 


نتأكد » بدون أية صعوبة ؛ من أن هذه التابعية خطية ومفسثمرة . وهى 
تحقق أضافة إلى ذلك المعادلة (14). لرؤية ذلك نلاحظ أن لدينا: 


O9 = دس‎ o0 = (f. | هام‎ 4€) = 0 


وهذا من أجل کل 4¢ K3‏ . 
وهكذا من أجل كل توزيع (×)/ يوجد حل للمعادلة : 
(«ار = 'ر 


أي أن لكل توزيع توزيعا أصلياً. من النظرية 1» يأتي أن هذا التوزيع 
الأصلي معرف بالتابع ««)/ر بطريقة وحيدة بتقدير ثابت جمعي . 
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قتد النتانج المحصل عليها فتشمل جمل المعادلات التفاضلية الخطية. 
نعتبر جملة متجاسة مؤلفة من « معادلة تفاضلية خطية ذات « توزيعاً 


(16) تيم‎ = dijk(X%) Yk , i=1,2, ...,n 
k=1 
حيث ب» توابع قابلة للإشتقاق لامائياً . تقبل مثل هذه المجملة كمية من‎ 
الحلول «التقليدية» (أي حلول نعبر عنبها بواسطة توابع «معتادة» » قابلة‎ 
للإشتقاق لانبائياً) . يكن أن نثبت بأن الجملة (16) لاتقبل حلولاً أخرى في‎ 
. جموعة التوزيعات‎ 
: في حالة جملة غير متجاسة من الشكل‎ 


(17) yı = Ù a yx + f 


اداع 


حيث ور توزيعات وَ :© توابع معتادة قابلة للإشتقاق لانهائياً » يوجد ف 
جموعة التوزيعات حل معرف بتقدير حل كيفي لجملة المتجاسة (16). 


إذا كانت ي الجملة (17) بره وكذا بر توابع «معتادة» فإن كل الحلول هذه 
الملة الموجودة و في K*‏ توابع معتادة . 


7. بعض التعمهات . 

اعتبرنا فيا سبق توزيعات الث حقيقي واحد» أي توزيعات على 
5 دوذ :متك عل ا ی س ار ائزة +5 يكن إدخال توزيعات 
متعددم المتغيرات والتوزيعات ذات متغار عقدي » الخ 


0-0 بهذا 0 ل م التوزيعات على u‏ المي 0 
أغاط التوزيعات 0 اليبا آئفا : ات 


290 


أ ) التوزيعات المتعددة المتغيرات . نعتبر في الفضاء ذي ٠‏ بعداً: ”۴ 
المجموعة ”× المؤلفة من التوابع (م×.... ,«×,×)م التي تقبل مشتقات جزئية 
من كل الرتب بالنسبة لكل المتغيرات وبحيث يكون كل واحد من هذه 
المشتقات منعدما خارج متوازي وجوه : 


تؤلف الجموعة ”× فضاء شعاعياً (باعتبار عليتي المع والضرب المعتادتين) 
ستطيع أن ندخل عليه مفهوم التقارب بالطريقة التالية : وج .م إذا وجد 


متوازي وجوه : رط ک را > ,»© ؛ « .... ,1,2 ع : تلعدم خارجه التوابع Qk‏ ¢ 
ويتحقق داخله التقارب المنتظم : 
O" Qk‏ 
1 ڪا (]). فقي 2 Oe Oyîn‏ 


i=l 
. من أجل كل جملة أعداد صحيحة غير سالبة بوبه‎ 


نسمي توزيعاً ل « متغيراً كل تابعية خطية ومستمرة على ”۸ إن كل 
تابع «معتاد» ذي ۸" متغيرا («)/ قابل للمكاملة ف كل ساحة محدودة من 15 
هو» ف نفس الوقت » توزیع . أما قم التابعية الموافقة نقة له فهى معطاة 
بالدستور : 


(f, 0) = | p(x) dx (x = (X1, Xn), dX = dX ... )مكل‎ 


نلاحظ من جهة أخرى» کا هو الحال بالنسبة ل1 - «» أن تابعين 
مستمرين مختلفين يعرفان تابعيتين مختلفتين (أي أنهما يشكلان توزيعين 
00 بن) . 


ا ام الاتتقال إلى الهاية” والمشتق الخ تعرّف بالنسبة للتوزيعات 
ذات ۸ متغيراً ؛ بنفس الطرق المتبعة في حالة متغير واحد . وهكذا نعدّف مثلةٌ 
المشتقات الجزئية لتوزيع بالدستور: 


0" (x) ا‎ 


r 8 20‏ - صم سكي 


Ox $ ... On 


ومنه يتضح أن كل توزيع ذي « متغيراً يقبل مشتقات جزئية من كل رتبة . 


ب) التوزيعات العقدية. نأخذ الآن التوابع ذات الحوامل الحدودة 
والقابلة للإشتقاق لامائ على المستقم العددي وال تأخذ قيمها في حقل 
الأعداد العقدية» نأخذها كتوابع الأساس. تسمى التابعيات الخطية على 
الفضاء م لمذه التوابع التوزيعات العقدية. نذكر أنه توجد فى فضاء 
شعاعي عقدي تابعيات خطية وتابعيات خطية مرافقة , أما التوع الأول منها 

فيحقق الشرط : 

(f ap) = a(f, 9)‏ 
(حيث » عدد) » وأما النوع الثاني فيحقق الشرط : 


(f u O) = a (f ©( 


إذا كان ا تابعا قيمه عقدية به على المستقيم العددي» ستطيع أن 


(18, (o0 = ودار‎ (e) dx 
(18 (on = | 700 وه‎ ax 
: ثم يكن أن نلحق بنفس التابع (»)/ تابعيتين خطيتين مرافقتين » وها‎ 
(18 o) = | جه وو ضار‎ 
(180 ` =f FOTM 
يعتبر كل اختيار من بين الاحقالات الأربعة السابقة طريقة معينة‎ 
«لدك» (أو «غس») فضاء التوابع «المعتادة» في فضاء التوزيعات . يمكن‎ 
أن نعرّف على التوزيعات العقدية عليتي المع والضرب في عدد بطرق ماثلة‎ 
. لتلك التى استخدمناها أعلاه فيا يخص التوزيعات العددية‎ 
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ج) التوزيعات على الدائرة. من المفيد أحيانا أن نتناول توزيعات معرفة 
على جموعة محدودة. وأبسط مثال لذلك نحصل عليه باعتبار التوزيعات على 
دائرة . نأخذ جموعة التوابع القابلة للإشتقاق على دائرة مع عليتي المع 
والضرب (في عدد) المعتادتين كفضاء الأساس . نقول عن متتالية ((),م) 
مؤلقة حن ترا هذا «الفضاء؟ آنا" مقار ذا انت متعالية :اقات 
(()م) متقاربة بانتظام على كل الدائرةء وذلك من أجل ..,0,1,2 - 4 . 
ما أن جموعة قم المتغير (على الدائرة) محدودة فلسنا في حاجة إلى افتراض 
أن التوابع ذات حوامل محدودة. تسمى التابعيات الخطية على هذا الفضاء 
التوؤيعات عل الدائرة : 


يمكن اعتبار كل تابع معتاد على الدائرة كتابع دوري معرف على المستقيم 
العددي . ويسمح نفس الاعتبار» إذا ما طبق على التوزيعات» بربط 
التوزيعات على الدائرة بالتوزيعات الدورية . سمي توزيعاً دورياً (دورته ه) 


(fe), v(x - a)) = (f(x), 0)0( 


oo 


cos nx = - 3 +1. 0 6(x - 2K) 


n =1 k= ~o 


الذي أشرنا إليه أعلاه. 


د( فضاءات سان أخرى . :كنا أطلقنا آم توزيعات » في المستقيم 
العددي » على التابعيات الخطية على الفضاء × المؤلف من التوابع القابلة 
للاشتقاق لاخهائياً ذات الحوامل المحدودة. لكن هذا الاختيار لا يمثل الاختيار 
الممكن الوحيد. فبدل فضاء التوابع ذات الحوامل المحدودة × يمكن اعتبار» 
مثلاً > فضاء أوسع وهو المؤلف من التوابع القابلة للاشتقاق لاخائياً (») م 

ا العددي والمتناقصة » هي ومشتقاتها» بسرعة تفوق سرعة تناقص 


أية قوة إل ٠‏ . بعبارة أوضح يكون تابع «)» منتمياً إلى فضاء الأساس» 
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الذي نرمز له ب8٥‏ إذا تمكناء من أجل كل عددين م 43 
(.. ,0,1,2 = ۾ ,م)» من إيجاد ثابت يو٤‏ (يتعلق بم,و.م) يحقق: 


م > × > - , ور© > )م |x۶‏ )19( 


نعرّف التقارب في .5 5 يلي : نقول عن متتالية ((*).م] انها متقاربة 
نحو )م إذا كانت المتتالية ((«)0,م] متقاربة بانتظام على كل مجال منته 


من أجل كل ... ,0,1 = و» وكانت الثوابت وم© في المتراجحات : 


lx” p„(2(x)l < Cpa 
. ۸ مستقلة عن‎ 
نلاحظ في هذه الحالة أن جموعة التوزيعات أقل غنى من حالة الفضاء‎ 
: جد مثلاً أن التابع‎ . × 
(«)ر‎ = × 
يثل تابعية خطية ومستمرة على × ولايمثل ذلك على .5ى.‎ 


إن اختيار 0 كفضاء اا مفيد » مثلاً » ف دراسة تحويللات فوربي 
للتوزيعات . کڪ 


يبت تطور نظرية التوزيعات أنه من غير الضروري » عوماً ‏ أن نختار 
قالاباس اعارا فاا يل بالعكن ن الستحين أن كرك هذا 
الفضاء يتغير سب جموعة المسائل. المطروحة. إلا آنه من المهم توقر 
الشرط التالي : من جهة» ينبغي أن تكون هناك كمية «كافية» من توابع 
الأساس (بحيث تمكن من القييز بين التوابع «المعتادة» أو على وجه 
التحديد» ييز التوزيعات النظامية) » ومن.جهة أخرى يجب أن تكون لمذه 
التوابع مشتقات من رتب كبيرة بكفاية . 


تمرين . أثبت أنه بالإمكان تزويد الفضاء .5 ببنية فضاء نظيمي عدودياً 


وذلك بوضع مثلاً : 
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lolly = sup a + |x) )م‎ 
Sip 
0OSjSq 


وأثبت أن كل متتالية متقاربة في .5 يفهوم التعريف المعطى أعلاه متقاربة 
أيضاً بمفهوم الطوبولوجيا المعرفة يبذه النظيات . 


عد[ ار 


8. المؤثرات الخطية 
1. تعريف وأمثلة لمؤثرات خطية . 
ليكن ۽ و ,± فضاءين شعاعيين طوبولوجيين . نقول عن تطبيق من 8 
فى E‏ : 
زرط Ax (x€ E,y€‏ ع تر 
إنه مؤثر خطي من 8 في ,8 إذا تحقق الشرط : 
وحك 8 + A(a x, + Bx») = a Ax,‏ 
تسمى المجموعة ,8 لكل العناصر × د 8 المعرف عندها التطبيق 4 
ساخ عفر يفت الوقن كن نف اء يانه <456 لحا ستفرض 
دوماً بأن ب« منوعة خطيةء أي إذا كان × ور في يط فإن: 
يه € برق + د» وذلك هما كان » و8. 


تقول عن المؤثر 4 إنه مستمر عند النقطة م د ر« إذا استطعنا من 
أجل كل جوار ۷ للنقطة ,×4 = ,برء إيجاد جوار ا للنقطة مد بحيث 
4x»‏ من أجل كل × د يه 6 [1. ونقول عن المؤثر 4 أنه مستمر إذا 
کان مستمرا عند کل نقطة بو د بط 


إذا كان 5 وَ ,5 فضاءين نظيميين فإن هذا التعريف يكافىء القول بأن 
4 يكون مستمراً إذا تكناء من أجل كل :> 0؛ من إيجاد 68> 0 بحخيث: 
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ع < أ“عدم - دم | 
بمجرد قيام المتراححة 8 > [”يد ‏ “اا (حيث × و“ 5 ي) . 
إن مفهوم التابعية الخطية » الذي أدخلناه ف بداية هذا الفصل » حالة 
خاسة ين جات الو اء بار اوح + فان كل اة ع د 


اها رع ي تفريقي. القطية والإمتمران لؤثر + تمن ثانية التعريفين' الموافتين 


لتابعية . 


نشير من جهة أخرى إلى أن العديد من المفاههم والنتاح التي سنعرضعها 
هنا والخاصة بالمؤثرات الخطية تشكل في الواقع تعميات شبه آلية للنتاح التي 
سبق أن قدمناها في 18 من هذا الفصل والمتعلقة بالتابعيات الخطية . 

أمثلة: لمؤثرانت” خطية:. 

1. لیکن 8 فضاء شعاعياً طوبولوجيا. نضع 


Ax= x , VxE E 


يسمى هذا المؤثر الذي يحول كل نقطة من الفضاء 8 إلى النقطة نفسها 
مؤثراً مطابقاً . 


2< ليكن 8 و ,۴ فضاءين شعاعيين طوبولوجيين كيفيين » وليكن : 
O0Ox=0, VxE E‏ 


د ال اام اجر خلي من شاء دا ت في شاه سات 
ليكن 4 مؤثراً خطياً من ۴١‏ (ذي الأساس ,ع......».,ه) في الفضاء 
(ذي الأساس (fi, fe‏ . إذا کان x‏ شعاعاً كيفياً من يف لك فإن : 


n 
X= xı 6: 
i=1 
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ومنه ينتج » بفضل خطية المؤثر 4 » أن: 


Ax = xı Ae; 
i=1 
وفكذا تر ان لو 4 كن عدف ادا ما رقا الضور اة و لاخ‎ 
fr fos case وفق اسان‎ Ae; تعثير تحاليل الأشعة‎ * 61 <s On الأساس‎ 


Ae; = 3 @ki fk 
k=1 
يبيّن ذلك أن المؤثر 4 معرف بالمصفوفة ذات العاملات أاماا. أما‎ 
صورة الفضاء في ”۴ فهي فضاء جز شعاعي بعده يساوي مرتبة‎ 
المصفوفة ابه اء وبالتالي فهي أصغر من « أو تساويها. نلاحظ أن كل‎ 
. مؤثر خطي » معطى على فضاء بعده منته» مستمر حها‎ 

4 نعتبر فضاء هيلبرتيا 8 وفضاء جزئياً كيفيا ,# من 8 . نحلل 8 إلى 
جموع مباشر للفضاء الجزئي ,8 ومكمله المتعامدء أي اننا نكتب كل عنصر 
۸ د 8 على الشكل : 

h= hı +h (hı € H,,h lL 80‏ 
ونضع : Ph = hı‏ 
من الطبيعي أن نسمي المؤثر م المسقط المتعامد من # على ,88 . نتأكد 


5. نعتبر في فضاء التوابع المستمرة على القطعة [4,5] المؤثر المعرف 
بالدستور : 
b‏ 
K(s, Û) (2) dt‏ | = هب )1( 


حيث (,ء)× تابع مستمر لمتغيرين» معین . إن التابع )ب .مستمر ہما 
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كان التابع المستمر (5)م» وهو الأمر الذي يجعل المؤثر (1) معرفاً من فضاء 
التوابع المستمر في نفس الفضاء . نلاحظ أن خطية هذا المؤثر بديبية . حتى 
ستطيع الحديث عن استمراره يجب أن نعين أولاً الطوبولوجيا المعتبرة على 
فضاء التوابع المستمرة. نقترح على القارئ أن يثبت استمرار هذا المؤثر في 
الحالتين التاليتين : أ) عند اعتبار الفضاء [5,ه]© أي فضاء التوابع المستمرة 
مع النظم ا)ماعهم = املا» ب) عند اعتبار الفضاء [ط ٥C7],‏ » أي فضاء 
اا ال ا ed)‏ '|) = اما 


6. نعتبر في فضاء التوابع المستمرة المؤثر : 
Y() = Po( (4)‏ 


حيث (1)وم تابع مستمر معطى . من الواضح أن هذا المؤثر خطي . (أثبت 
استمراره باعتبار النظيمين المشار إلهما في المثال السابق.) 


7 من آم المؤثرات في التحليل هو مؤثر الاشتقاق . يمكن أن نعتبره في 
فضاءات مختلفة : 


أ ) نعتبر فضاء التوابع المستمرة [6,8]© والمؤثر : 
Df(t) = f'(t)‏ 


في هذا الفضاء. من الواضح أن هذا المؤثر (المعتبر كمؤثر من [ط.ه]© 
في [8»]©) ليس معرفاً على فضاء التوابع المستمرة» فهو معرف فقط على 
المنوعة الخطية المؤلفة من التوابع القابلة لمشتق مستمر . إن المؤثر 8 خطي » 
لكنه غير مستمر. وهذا ينتج » مثلاً» من كؤن المتتالية : 


sin nt 
ے )رې‎ 


متقاربة نحو 0 (من أجل مسافة [4,86]©) في حين أن المتتالية : 


120,)1( = cos nt 


ب) يمكن اعتبار مؤثر الاشتقاق من الفضاء ,2 المؤلف من التوابع 
القابلة للإشتقاق باستمرار على [a,b]‏ مع النظم : 


loll, = max l( 9 + maxlç’( 9 


في الفضاء [ط ٠],‏ . نرى في هذه الحالة أن المؤثر 8 خطي ومستمر؛ وهو 
- يطبق الفضاء ,8 بأكمله على الفضاء [5.ه]© بأكمله. 


ج) ليس من المستحسن أن نعتبر مؤثر الإشتقاق كمؤثر من ,8 في 
[ة .]© إذ أنه رغم استمرار 8 وتعريفه على الفضاء ,2 بأكمله › الا أننا لا 
ستطيع أن نطبق 8 مرتين على نفس التابع من ,8 . فن اللائق إذن اعتبار 
مؤثر الاشتقاق على فضاء أضيق من ,2»ء بعبارة أوضح » يليق أن نعتبره 
على الفضاء .8 المؤلف من التوابع القابلة للاشتقاق لاماي على القطعة 
[6.ه]ء والمزود بالطوبولوجيا المعطاة بواسطة الجماعة القابلة للعد من 

loll = sup HO) 
0> 5> 


طكاعه 


يحول مؤثر الإشتقاق هذا الفضاء إلى الفضاء ذاته» وهوء ا نتأكد من 
ذلك سمولة » مؤثر مستمر على .2 . 


د) تشكل التوابع القابلة للاشتقاق لانهائياً جموعة جد ضيقة . بوسعنا 
اعتبار مؤثر الاشتقاق على فضاء أوسع مع الإحتفاظ باستمرار هذا المؤثر» 
وهذا الفضاء هو فضاء التوزيعات. من الواضح حسب ماورد سلقاً» أن 
الإشتقاق مؤثر خطى على فضاء التوزيعات » ومستمر (أي أنه إذا كانت 
متتالية توزيعات (0),/) متقاربة نحو 9)/ فإن المتتالية المؤلفة من مشتقات 
عناصر إ0),) متقاربة نحو مشتق التوزيع 9)/) . 


2 المؤثرات الخطية المحدودة والاستمرار. 


نقول عن مؤثر خطي من ع في ,5 إنه محدود إذا كان معرقاً على 8 
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بأكمله ويحول كل جموعة محدودة إلى مموعة محدودة. توجد علاقة قوية بين 
مفهوم المؤثر الحدود الخطي ومفهوم الإستمرارء توضح القضيتان التاليتان 
هذه العلاقة : 


1. إن كل مؤثر خطي مستمر مؤثر محدود. 

لرؤية ذلك نعتبر 4ه دع مجموعة محدودة. نفرض أن الجموعة 4134م 
المحتواة في ,۴ غير محدودة. يوجد عندئذ في ,8 جوار ل7:0 بحيث تكون 
كل المجموعات : 434 لم خارج ” . حينئذ توجد متتالية عناصر ,× 3 14 
بحيث تكون العناصر 4x,‏ 1 غير منتمية إلى 7 . وبالتالي » لديناا)» من 
جهة : 0ح ,ءلم في 8 » ومن جهة أخرى فإن المتتالية إمعه ذا لاتؤول إلى 
الصفر في ,8 ؛ وهذا يناقض فرض استمرار المؤثر 4 . 

1. اذا كان 4 مؤثرا خطيا ومحدودا من £ قي “E‏ وحقق الفضاء ع 
فسلنة:قابلية الع الاو فإن الوك عبتم : 


ذلك أنه إذا لم يكن 4 مستمراً فإنه يوجد جوار للصفر ۷ في ,8 وجملة 
أساسية من جوارات الصفر إ, ا في 8 بحيث» من أجل كل «» يكن إيجاد 
عنصر ,ءا 3 لالم بحيث “م © ,»4 . إن المتتالية إم×) محدودة في 
(وهي تقار کو ) أما المتتالية [,<ه) فهي غير محدودة في ره (لأنها 
غير محتواة في جموعة من المجموعات (nv‏ دن إذا لم يكن المؤثر 4 غير 
مستمر والفضاء 8 يحقق مسلمة قابلية العد الأولى فإن 4 غير محدود. 
بذلك يتم برهان القضية 11. 


وهكذاء إذا تعلق الأمر بمؤثر معطى على فضاء يقتع بمسلمة قابلية العد 
الأول (تلك هئ حالة الفضاءات النظيمية أو النظيمية عدودياً» مثلا) 
فان هذا المؤثر يكون محدودا إذا وفقط إذا کان مستمرا . 

إن كل المؤثرات المعتبرة في الأمثلة من 1 إلى 6 الواردة في الفقرة السابقة 


(1) راجع القرين 1ء الفقرة 1؛»58: الفصل 3. 
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مؤثرات مستمرة . ما أن كل الفضاءات المعتبرة في هذه الأمثلة تحقق مسلمة 
قابلية العد الأول فإن كل تلك المؤثرات محدودة. 

إذا كان 8 و ,ع فضاءين نظيميين فإن الشرط الذي يجعل مؤثراً 4 من 
ع في ,8 محدوداء ستطيع صياغته كالتالي : نقول عن 4 إنه محدود إذا 
حوّل كل كرة إلى جموعة محدودة . وبفضل خطية المؤثر 4 يكن أيضاً صياغة 
هذا الشرط كالتالي : يكون المؤثر 4 محدوداً إذا وجد ثابت © بحيث : 


lafl > © مرا‎ 


من أجل كل / د 8 يسمى أصفر ثابت © يحقق المتراححة السابقة نظم 
المؤثر 4 ونرمز له بالا. 


نظرية 1. من أجل كل مؤثر (خطي) محدود 4 من فضاء نظيمي في فضاء 
طن ا 


وه = اعماومه = اها 0 


البرهان . نضع : 


a = 0 ادها‎ 


من خطية 4 نستنتج المساواة : 


|اع«دلم 
عا su‏ = أعدم ا 50 = a‏ 
ا اا 


وبالتالي » لدينا : 


J4l < 


lx| 
.× من أجل كل عنصر‎ 
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أو : 
axl‏ > ادها 
ومنه يأ : 


lal = Inf C < a 


من جهة أخرى» من أجل كل > 0 يوجد عنصر ×+ 0 بحيث : 


4x el 
a-—eEe “ك‎ 
. ءا‎ 


9 
(a — © يدا‎ > I 4x, > أيداه©‎ 


ۇبالتال: 


اهما = © a-— e > Inf‏ 
ولا كان ۾ كيفياً فإن : 
ألما > a‏ 


: إذن‎ 
.lal = a 


3. جموع وجداء المؤثرات . 


تعريف 1. ليكن 4 و8 مؤثرين خطيين من الفضاء الشعاعي 8 في 


الفضاء ,8 . المجموع 8 + 4 لمذين المؤثرين هو تعريفاً المؤثر © الذي يلحق 
بعنصر × 3 ٤ع‏ العنصر : 

y= Ax+ BxEe E; 
زهو موف من أجل .كل العتان المتصمية إل التماظع روه رة لساحي‎ 
. تعريف المؤثرين 4 و8‎ 
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1 


من السبل التأكد من أن 8 +4 -© مؤثر خطي ومستمر إذا كان 4 
وه كذلك. 


إذا كان 8 و ,۴ع فضاءين نظيميين وكان 4 8 محدودين فإن المؤثر 

ه + 4 محدود أيضاء ولدينا : 
اھا + اما > اه + 4ا )3( 

من أجل كل ×» لدينا بالفعل : 


(4 + B)xl = 4x + Bxl > أءها + اعما‎ > (lal + (اهاا‎ lll 


ومنه نحصل على (3) . 


تعريف 2. لیکن 4 و8 مؤثرين خطيين: 4 من 8 في ,58 وَ 8 من |8 في 
ره . الجداء 84 لهذين المؤثرين هو تعريفاً المؤثر © الذي يلحق بكل عنصر 
× 3 ع العنصر : 
B(AxJE€E E»‏ دع 
إن ساحة التعريف م2 للمؤثر © مؤلفة من العناصر × د يط بحيث 
×4 د و« . من الواضح أن المؤثر 8 خطي . وهو مستمر إذا كان 4 و8 


قرين :اتیک ان٠‏ 5 منوعة خطية في حالة ما إذا كانت ,2 و و8 منوعتين 


محدود انشا و: 
لما ٠‏ لها > امها 4( 
ذلك أن : 
lB. lal ٠ xl‏ > اعما . اها > Ia(ax)l‏ )5( 
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ومنه نحصل على 4). 
سشتطيع تعريف جموع وجداء ثلاثة مؤثرات أو أكثر تكرارياً . إن هاتين 
العمليتين تجميعيتان . 


الجداء 4+ لمؤثر 4 في عدد » هو مؤثر يلحق بكل عنصر × العنصر 
kAx‏ . 


تؤلف الجموعة (,8 ,)ص التي تضم كل المؤثرات الخطية المستمرة المعرفة 
على الفضاء × بأكملهء والتي تطبق هم في ,5 (حيث 8 و ,8 فضاءان 


شغاغان طوبولوخيان معطبان) © تولب قضاء تماعيا بالننية لعبليي: امع 
والضرب رفي عدد) المعدفتين أعلاه . إذا کان Eg E‏ فضاءين نظيميين فإن 
50 ,#) فضاء نظيمي (تعريف نظم و قو ال يقن لوار أعلذه):: 


قرين. لیکن ع فضاء نظيمياً و ,۴ فضاء نظيمياً تاماً . عندئذ: 
أ ) يكون الفضاء النظيمي E, E)‏ تاماً ۽ 


ب) إذا كان ۽4 د (عع)ء و ه > ام4 فإن السلسلة ,4 ( 
متقاربة نحو مؤثر 4 3 5 ,8) 3: 5 9 


اھا > اھ ۶ ١اا‏ 6 
k=i‏ 


k=1 


لیکن 4 مؤثراً من 8 في ,8 و ر٥‏ ساحة تعريفه وَ ۸4 ساحة قيمه. 
تعريف 3. نقول عن 4 إنه يقبل القلب إذا كانت المعادلة : 


ر = 4م 
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تقبل حلاً وحيداً × من أجل كل بر 3 ره . 


ا قل حل كل وك ا بف لام ره 
»× د يهء وهو حل المعادلة ر ×4 . سمى المؤثر من ,8 ف ر« الذي 


نظرية 2. إن المؤثر 4-1 » المقلوب لمؤثر خطي 4 » هو أيضاً خطي . 
البرهان . نلاحظ أولاً أن ساحة القم ,۸ للمؤثر 4 » أي الساحة ,2 
منوعة خطية . ليكن ,ر ور في ,8 . يكفي أن نتأكد من المساواة : 

وبرا- 4 A71y, + o2‏ به = y2)‏ وه + yı‏ )1 4 0( 
ليكن : رر = ,×4 و وبر - ×4 . بفضل خطية 4 نجد: 

(8) 4 )01 xX; + Q2 X2) = Cı Jı + Q2 Y2 
: من تعريف المؤثر المقلوب» يكن أن نكتب‎ 
إبرا- 4م‎ = × 


2× ع يبرا 4 
نضرب العلاقتين السابقتين على التوالي في ره وَيه» ثم نجمعهما طرف 

طرفا فنحصل على : 

0 وبرا- هم 02 + ونرا- لم‎ = 01 21 + 0 X2 
: من جهة أخرى » من المساواة (8) ومن تعريف المؤثر المقلوب يأتي‎ 

yı + @2 y2)‏ ريه)!- 4 = X2‏ يه + xı‏ 1ه 
نقارن هذه المساواة بالمساواة السابقة فنجد: 

A-l(oı yı + a2 y2) = ره‎ A71y, + يه‎ 4 71y» 
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نظرية 3. (نظرية باناخ المتعلقة بمقلوب مؤثر) . ليكن 4 مؤثراً خطياً محدوداً 
وتقابليا من فضاء باناخي ع على فضاء باناخي ,ع . عندئذ يكون المؤثر 
اقلوب اد عيدودا أيضا : 
للبرهان على هذه النظرية نحتاج إلى التوطئة التالية : 
توطئة. لیکن ع فضاء لباناخ و ۸ مموعة كثيفة أبغا كان في 8 . عندئذ 
يقبل كل عنصر غير منعدم ر من ع نشرأ وفق السلسلة : 
yn +‏ +.. + ويل + وبق جح يل 


حيث عبر 3 M۸‏ و الل > ارا 


البرهان . سوف ننشىء العناصر ير خطوة خطوة . نختار ,ر بحجيث يكون : 

ليلا > اہر - را 3 
وهذا ممكن لأن المتراحة (9) تعرف كرة مركزها بر ونصف قطرها للا » يوجد 
داخلها» بالضرورة» عنصر من 834 (لأن 4 كثيف أا كان في 5) . غختار 
بعد ذلك رر د 84 بحيث يكون : 

لطا > اہر - رر را : 
ثم نختار ور بحيث يكون : 
لھا > ایر - وبر - يبر برا 

وبصورة عامة نختار ,ير بحيث يكون : 


2 
2n 


= اور -... = ويل = y1‏ برأ 
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نلاحظ أن هذه الاختيارات مكنة لأن ا كثيف أا كان في 8 . يتبين 
من اختيار العناصر و أن لدينا: 


مه ج نر 9 مع اعيبر ١‏ - برأ 
k=1‏ 


أي أن السلسلة ر ل متقاربة نحو ر. لنقيم نظيات العناصر »ر : 
k=1‏ 


الل > ارا + ابر - پرا > ار + بر - را = ابرا 


اسلا 


7 > أأريج - را + اور - ونبو - راا > |أريز - ر + بر - پو + ورا = ااررا 
ک ار ور ...س وير ر جيورت رر + + رور + ورا = اميا 


لل > | 


27 1 اسل دل = وبق — را + اور الل = لر — را = 


وبذلك ينتهي برهان التوطئة . 
برهان النظرية 3. نعتبر في الفضاء ع المجموعة +38 المؤلفة من العناصر ر 
الحققة للمتراحة ارام > ارا-4|. إن كل عنصر من الفضاء ,8 ينتمي إلى 
مجموعة من المجموعات M4»‏ » وبالتالي : ,8 نا - ,8 . من نظرية بير (الفقرة 
3ء 3» الفصل 2) يأتي أن هناك على الأقل جموعة عد » مثلاً ,لا » كثيفة 
في كرة 8 . نختار داخل الكرة 8 طبقة كروية م مركزها في نقطة من ,30 ؛ 
نعني بالطبقة م هنا جموعة النقاط ‏ التي تحقق المتراححة : » > مر - ء| > 8 


حيث © > م > 0+ وبر 3 .M,‏ 

بإزاحة الطبقة م بحيث يكون مركزها في نقطة 0غ نحصل على الطبقة 
الكروية : إه > اعا > 8 > 2:0) = مم . 

لنثبت وجود جموعة م1 كثيفة في ۶0 . لیکن 2 3 ,30 ۸ ۴؛ عندئذ 
z¬ yo € P0‏ و: ْ 
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(أمبرا + أعللم > الور :-4ما + اعا-4ا > امبر -ع:-4ما 10 


لاط + )١‏ ار اہ - (امرا2 + امر - دا « 
0 عد 


( 7 + )| امه اہ 


إن العبارة لايك + )» اقلق باع نضعة: 


|( + )۰| + ؛ - مر 


ومنه يأتي » حسب (10)» أن مر z-‏ ينتمى إلى 8 ؛ ومن كؤن ,۸ كثيفة 
في ۶ يأتي أن ملا كثيفة في ,طم 


۸ 


۸ 





نعتبر عنصراً غير منعدم كيفي ر 3 ,8 . يمكن دوماً إيجاد عدد ۸ بحيث : 
» > ارا > ۰8 أي U Ay‏ كان FBS My‏ إشاء 


متتالية م 1 متقاربة نحو بررة 0 رج نحو و 
TT‏ ا ال 
نعتبر عنصراً غير منعدم ر د ,ع ؛ من التوطئة المثبتة يأتي أن ر يقبل 
نشرا وفق السلسلة : 
yg +...‏ +.. + وز حل yJ= yı‏ 
حيث بر 3 ر و: 


E ارا‎ 


نعتبر في الفضاء 8 السلسلة المؤلفة من الصور العكسية للعناصر عبرء أي 
من العناصر ۰X = Ay‏ 
إن هذه السلسلة متقاربة نحو عنصر ×» لأن لدينا المتراححة : 
للك بع > ارا > امبر اها - اہءا 
(1) المقصود من القوسين الكبيرين [] هنا هو الجرء الصحيح للعدد الموجود داخلهما. 
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الإضنافة إلى ذلك: 


راہ - جد ۶ ارا ہد > ايدا لآ > ادا 


k=1‏ ادع 
عفدل خاي ال ( وراز و فون ان نطيق ا ار 
هل RSS ES‏ ميل E‏ 
ر =... + وير + Ax = Ax) + Ax2 + ...= Jy‏ 
ومنه : را-4 =×. زيادة على ذلك : 


ارا 317 > ااا = اارا- ھا 


ولا كانت هذه المتراححة محققة من أجل كل برع 0» فإن المؤثر 4-1 محدود. 
انتبى برهان النظرية . 


تقارين. 1. ليكن 8 و ,۴ فضاءين نظيميين ؛ نقول عن مؤثر خطي 4 من 
8 في 5 » ساحة تعريفه منوعة خطية ,8 دع » إنه مغلق إذا كان 


xn € يه‎ x€E Dı, 
Xp > XxX > 
Ax, ترج‎ Ax= ر‎ 


أثبت أن كل مؤثر محدود مؤثر مغلق . 

2 نعتبر الجداء المباشر ۴٤,‏ »ام للفضاءين ٤‏ و۴ أي الفضاء 
الشعاعى النظيمى المؤلف من كل الثنائيات [ر,×] بحيث 8 » « »؛ E,‏ حبر 
مع النظم : ,ارآ + ادا = ازر ما ٠١113 ٠١1(‏ نظيان على 8 و۴ على 
التوالي) . يمكن أن نلحق بالمؤثر 4 المجموعة ,© = إ×4 =ر,4(€ × :ار (x‏ 
E, 2 G4(‏ »«8) الى نسمى نان ف أفينت” أن ,© منوعة خطية فى 
* 48 وأعبا' تكون مغلقة إذا وفقظ إذا كان الؤثر م مغلقا . أثبت أنه إذا 
كان 5 و ,۴ فضاءين لباناخ وكان المؤثر 4 المعرف على الفضاء ع بأكمله 
مغلقا فإن 4 محدود (تلك هي نظرية باناخ المتعلقة بالبيان المغلق) . 
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إشارة إلى الحل. طبق النظرية 3 على المؤثر : × + [ننك ,«]:م من ,© 

3 ليكن 8 و ,#۴ فضاءين نظيميين عدودياً وتاميْن . نفرض أن 4 مؤثر 
خطى مستمر تقابلي من 8 على ,8 ؛ أثبت أن المقلوب 4-1 ل4 مستمر 
عا 


نعتبر المجموعة (,2)5,8 المؤلفة من المؤثرات الخطية المحدودة 4 التي 
تطبق فضاء باناخي ۽ في فضاء باناخي ,5 . إن 80 ,5)ت فضاء باناخي . 


لتكن 8 ,)ي مموعة مؤثرات هذا الفضاءء التي تطبق 8 على | 
بأكمله » والتي تقبل مقلوباً محدوداً. إن هذه المجموعة مفتوحة في (8 ,)£ . 
بعبارة أوضح » لدينا النظرية التالية : 


نظرية 4. لیکن ,4 عنصراً من (8,8)مهء و۸4 مؤثراً من ٤(‏ ,4)۳ 
/ 1 2 

بحيث : ملير > اهمها . عندئذ يقبل المؤثر ۸4 + م4 مقلوباً محدوداً : 

0 


. gE, E) 3 4= 4, + ۸4 أي‎ «(40 + 44)“ 


البرهان . نختار عنصرا ر د ,8 ونعتبر التطبيق 8 من الفضاء 8 في نفسه 
المعرف بالدستور: 
حادق لول ابر Bx = Aj‏ 


من الشرط : '-1اج4| > امها ينتج أن التطبيق 8 مقلص. لا كان 
الفضاء ع تاماء توجد نقطة ثابتة (صامدة) وحيدة × للتطبيق 8 : 
x= Bx= Ay — A; A4x‏ 
ومنه : 
Ax = Aox + AAx = y‏ 
إذا كان بر = جه فإن “د نقطة ثابتة أيضاً للتطبيق 8 ء وبالتالي × =× . 
30 1 


وهكذا من أجل كل ر د ,ع » فإن المعادلة بر =«4 تقبل حلا وحيداً في 
الفضاء 8 » أي أن المؤثر 4 يقبل مقلوباً 4-٠‏ معرفاً على الفضاء ,ع بأكمله 
من النظرية 3» يتضح أن المؤثر 4-١‏ محدود. وهو المطلوب. 


نظرية 5. لیکن 8 فضاء لباناخ و المؤثر المطابق في 8 و4 مؤثراً خطياً 


محدوداً يطبق 8 في نفسه بحيث : 1 > اام . عندئذ يقبل المؤثر 4 -1 لوا 
١-(م (I—‏ محدودا یکن كتابته على الشكل : 


(11) (I 4)-1 = ١ Ak 


k =0 


البرهان . نلاحظ أن وجود المؤثر 1-(4 -1) والخاصية القائلة أنه محدود 
ناتجان من النظرية ۴(4 يأتي ذلك من الإستدلال الموالي) . 


ما أن : 1 > الما فإن : 


ه > غلها لآ داعما 3 . 
k =0 k=0‏ 


ان اتام الال فان شارب السة افا ر يحي أن جرع اة 
k=0‏ 


4 لآ مؤثر خطي ومحدود. من أجل كل ۾ لدينا: 
k =0‏ 


)1- 4) 0 Ak - ١ -1)غ4م‎ A4)= 1- لمم‎ 
k=0 


إذا جعلنا ” يسعى إلى ٠‏ في المساواة السابقة نجدء مراعاة كون 
ممح هاما > اندمهاء أن : 


)1- 4) 0 Ak = AF(I— A4) = I 
k =0 


k=0 
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واا 


(1— 4)1 = Y Ak 
k=0 
. وهو المطلوب‎ 


قرين. لیکن 4 مؤثراً خطياً ومحدوداً يطبق فضاء لباناخ 8 على فضاء 
لباناخ 5 . برهن على وجود ثابت » > 0 بحيث إذا كان 8 5 ,5 ,5)ت و 


۾ > اه -4ا فإن 8 يطبق 8 على ,ع بأكمله (باناخ !) . 


5. المؤثرات القرينة. 

نعتبر مؤثراً خطياً مستمراً ×4 در يطبق فضاء شعاعياً طوبولوجياً 8 في 
فضاء ,8 من نفس النوع. لتكن ۾ تابعية خطية معرفة على ,8 » أي 
۾ *5 . لنطبق التابعية م على العنصر ×4 در؛ء نتأكد بسهولة من أن 
(«هم)ع تابعية خطية مستمرة معرفة على 8؛ نرمز لما بثمر. وبالتالي فإن 
التابعية م عنصر من الفضاء *8 . وهكذا ألحقنا بكل تابعية م د *8 تابعية 
/, د *ء أي أننا حصلنا على مؤثر من *8 في *8 . يسمى هذا المؤثر المؤثر 
القرين للمؤثر 4 ونرمز له ب*4 . 


(g, 4x) = (f x) 


(8, Ax) 5-5 )4* بع‎ x) 
يكن ااعقتان هة ار اة مريت لون الین‎ 
ال ال القزيى ى فا نو م‎ 
۴” ليكن 4 مؤثراً يطبق الفضاء الحقيقي »8 في الفضاء الحقيقي‎ 
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يمكن كتابة التطبيق ×4 -ير على شكل جملة علاقات : 


وكتابة التابعية (»)/ على الشكل : 


ردم > = f0)‏ 
من المساواة : 


f(x) = g(4x) = ID Ty DDL 


ا 
نحصل على 8ı a‏ = ر . لما كان ع*4 دل تنتج أن المؤثر *4 معطى 
بالمصفوفة المنقولة ا المؤثر 4 . 

ستخلص خواص المؤثرات القرينة مباشرة من التعريف . 

1. المؤثر *4 خطي . 

(4 + B)* = A* + B* 2 

د إذا كان »م عدداً فإن *4م۸ = *(۸4) 


إذا كان 4 مؤثراً مستمراً من 8 في ,8 فإن *4 مؤثر مستمر من 
(5*,5) في (5*.5) (تأكد من ذلك !) . إذا كان 8 وَ ,5 فضاءين لباناخ 
فإن هذه القضية يكن تحديدها أكثر كالتالي : 


نظرية 6. إذا كان 4 مؤثراً خطياً محدوداً يطبق فضاء لباناخ 8 في فضاء 
لباناخ دق لدينا : 
اها = »ما 
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الوهان < قشل خراص طم امور الدينا: 
اا ٠‏ اھا ٠‏ اع | > اده ,)| = ا(× ,و * 4| 
ومنه : 
اعا . الها > اع*4|ء وبالتالي : 
ألما > »هرا )12( 
ليكن × ۴×3 03+ ×4» نضع: م - ور د E‏ + من البديبي أن 
1 - أويرا. من نتيجة نظرية هان-باناخ » توجد تابعية ۾ بحيث 1 = اها و 
1 = «بررع)ء أي أن : اعها = سه ,ع). من العلاقات : 
اا ٠‏ اع * 4| > ادبع *4))| = 4x×(‏ ,م) = ا4 | 
أا . ا4ا = ادا ء العا ٠‏ ا4ا > 


يأتي : |*4| > اهاء ومنه ستنتج بفضل المتراححة (12)» أن : 
لما = |*4ما 


تمرين. ليكن 5 و ,۴ فضاءين لباناخ انعكاسيين » وليكن 4 غنصراً من 
(5,5)ت . أثبت أن 4 = **4 . 


6. المؤثرات القرينة في فضاء إقليدي . المؤثرات القرينة لنفسها. 


نعتبر الحالة التي يكون فا 4 مؤثراً محدوداً في فضاء هيلبرتي 8 
(حقيقي أو عقدي) . بالاعتماد على النظرية الخاصة بالشكل العام لتابعية 
خطية على فضاء هيلبرتي فإن التطبيق + الذي يلحق بكل عنصر ر 3 2 
التابعية الخطية : ' 
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(x, y(‏ = )ا 
تشاكل (أو تشاكل مرافق» إذا كان 8# عقدياً) من الفضاء ۸ على الفضاء 
الثنوي *7 بأكمله : ليكن *4 مؤثرا مرافقاً ل 4 . من الواضح أن التطبيق 
+ *14-+ = *4 مؤثر خطي محدود في 8 » ثم إنه من السبل أن نرى يأن : 
(4x, y) = (x, 4* y)‏ 
وهذا مهمأ كان برد 82 . 
لا كان الما = ا*4| والتطبيقان + وَ:-+ إيزومتريين فإن الما = ا*4|. 
يصدق كل ما قيل سابقاً على أي فضاء إقليدي بعده منته» حقيقي أو 
نتبنى الاصطلاح التالي . إذا كان ۸ فضاء إقليديا (بعده منته أو غير 
منته) سمي المؤثر *4 المعرف أعلاه من ۸ في 8 المؤثر القرين للمؤثر 4 
في 8. 
من المهم أن نلاحظ بأن هذا التعريف يختلف عن تعريف مؤثر قرين 
في فضاء كيفي لباناخ 8 حيث أن المؤثر القرين *4 » في الحالة, الأخيرة » 
يعمل في الفضاء الثنوي *8 . للتمييز بين المؤثرين *4 و *4 يسمى * أحيانا 
المؤثر القرين الميرميتي . أما فيا يخصنا فسنكتب *4 بدل *4 وذلك كيلا 
نثقل المصطلحات والرموز » ۴ سنتكم دوما عن المؤثر القرين » وهذا دون أن 
أعلاه . 
من الواضح بالنسبة لفضاء إقليدي 8 أن قرين مؤثر 4 يكن تعريفه 
على أنه المؤثر A*‏ الذي قق المساواة: 
y) = (x, 4*y)‏ ,4 ) 
من أجل كل × وير د #8 . 
أصبح المؤثران 4 و *4 الآن مؤثرين في نفس الفضاءء من الممكن إذن 
١ 1‏ 35 


أن NNE‏ رت ود اللو ضئقاً: :هام من المؤثرابت ٤‏ فضاء 
إقليدي (ويصفة خاصة» في فضاء هيلبرق) . 


تعريف 4. نقول عن مؤثر خطي محدود في فضاء إقليدي 8 أنه قرين 
نفسه » إذا كان *4 =4 » أي إذا كان : 
)4x, y) = (x, Ay)‏ 

من أجل كل × وبر في ۸. 

نشير إلى الخاصية المامة التالية التي قتع بها *4 قرين 4 . نقول عن 
فضاء جزني ,۸ من الفضاء الإقليدي 8 إنه لامتغير بالنسبة للمؤثر 4 » إذا 
كان ,۸ ×٤‏ يستلزم :8# ٤‏ ×4 . إذا كان الفضاء الحزئي ,8 لامتغيراً بالنسبة 
ل4 فإن مكمله المتعامد إ۸ لا متغير بالنسبة ل4 ؛ ذلك أنه إذا كان 
y€ 27‏ فإن : 

(x, 4*y( = )4x, y( = 0 

من أجل كل × درع, لأن 8 € ×4 . بصفة خاصة » إذا كان 4 قرين 
نفسه فإن المكمل المتعامد لكل فضاء جزني لامتغير بالنسبة ل 4 هو أيضاً ‏ 
لامتغير بالنسبة ل4 . 


رين . نفرض أن 4 و 8 مؤثران خطيان محدودان في فضاء إقليدي » أثبت 
العلاقات التالية : 
*8 م + (a4 + BB)* = û A4*‏ 
خم +8 = (A4B)*‏ 
A4‏ = *(*م) 


(1 هو المؤثر المطابق) . 
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7 طيف مو . التالة .۵ 


N‏ بريه الؤترات أن قن إل ن کا مين 


ليكن 4 مؤثراً خطياً في الفضاء ذي « بعداً © . نقول عن عدد ۸ أنه 
قَبَيْة:ذاتنة- لمو إذا. قيلت او 


Ax ع‎ Ax 


حلولاً غير منعدمة . تسمى جموعة القم الذاتية.طيف المؤثر 4 ؛ ونسمى 
باقي القيم الأخرى لد الق النظامية . أي أن عددا ۸ يكون نظامياً إذا كان 
المؤثر 27 - 4 قابلاً للقلب . وحينئذ يكون المؤثر 1-(27 - 4) معرفاً على 
الفضاء ۴ بأكمله » وما أن كل مؤثر في فضاء بعډده منته فو محدود» 
فإن هناك احتالين 2 هذه الخحالة : 


1) تقبل المعادلة ×۸ - عم حلاً غير منعدم » أي أن ۸ قيمة ذاتية ل4 ؛ 
نلاحظ عندئذ أن المؤثر 1-(2,7 - 4) غير موجود . 

2 المؤثر 27(-١‏ -4) موجود ومحدود ومعرف على الفضاء المعتبر 
بأكمله » أي أن ۸ نقطة نظامية . 

إذا کان المؤثر 4 معطى في فضاء 8 ذي بعد غير منته فإن هناك 

0 المؤثر ۸11(1 - ۸) موجود» أي أن المعادلة ×= ×4 لاتقبل حلا 
غير منعدم » لكن هذا المؤثر غير معرف على الفضاء ع بأكمله (وقد يكون 
غير محدود) . 

نتبنى المصطلحات التالية . نقول عن العدد ۸ أنه نظامي للمؤثر 4 
المعرف في فضاء لباناخ (عقدي) £ إذا كان المؤثر 1-(21- 4) = رم » 
المسيني الور موا محر غل النضناء غ اكل واكان 
(1) نفرض » كلا تكلمنا عن طيف مؤثر » أن هذا المؤثر يعمل في فضاء عقدي. 
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(حسب النظرية 3) محدودا. أما المجموعة المتبقية من قم ۸ فتسمى طيف 
المؤثر 4 . نلاحظ أن الطيف يحوي كل القيم الذاتية للمؤثر 4 » لأنه إذا ان 
0- ×(۸1- 4) من أجل 0 + × فإن المؤثر 28-1 - 4) غير موجود. 
نسمى مموعة القيم الذاتية ل2 الطيف النقطي . 

أما الجزء المتبقي من الطيف » أي مموعة الأعداد ۸ التي يوجد من أجلها 
المؤثر 1-(۸1- 4)» وهو غير معرف على × بأكمله » فيسمى الطيف 
المستمر . وهكذا يمثل كل عدد ۸ (بالنسبة للمؤثر 4) إما قيمة نظامية » وإما 
قيئة ذاتنة وا و الطيف اتر ان إمكاتية و وو ليف مستي 
مؤثر هي التي تجعل نظرية المؤثرات في فضاء بعده غير منته تختلف 
إختلاقً وق يآ فق الط الماثلة في فضاء بعده منته. 


لیکن 4 e‏ محدودا ف فضاء باناخي 8 . إذا كانت النقطة ۸ نظامية 
أي إذا كان المؤثر 1-(۸1- 4) معرفاً في 8 بأكمله ومحدودا فإن المؤثر 
!-(2 (8 + ) - 4) معرف ف عتماكله ودود ولك موه ال 8 
صغير بكفاية (النظرية 4) ؛ أي أن النقطة 6 + ۸ نظامية أيضاً. وهكذا 
تشخ أن وغه النقاظ النطاسية وا و و روطت ا 


نظرية 7. 
إذا كان 4 مؤثراً خطياً ومحڊوداً في فضاء لباناخ £ وكان اما < اهاء فإن ۸ 
البرهان . لما كان بديبيا أن 
)4 ‡-1(1- دتد-ه 
فإن : 
Ak‏ 5 1 41-1 
E‏ كا = R= (4-a‏ 
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إن السلسلة الأخيرة تتقارب من أجل 00 وتعطي مؤثراً محدوداً معرفاً 
على الفضاء ع بأكمله (النظرية 5) . بعبارة أخرى فإن : 


طيف المؤثر 4 يؤجد ٤‏ القرص المتمركز في 0 والذي نصف قطره اا4 | . 


أمثلة . 1. نعتبر في الفضاء [6.5]© مؤثراً 4 معرفاً بالدستور : 
Ax() = tx(?)‏ )13( 


عندكك: 


0) 2 - 1) = 2) (4-27) 
إن الوقن .13 يقبل القلب من أجل كل تي لان “من المستاواة: 


(1-۸) × (9 = 0 


ينتج أن التابع المستمر (1)× منعدم ٤‏ [6,ه]. إلا أنه إذا كان 2 عنصراً من 
[ط ,»] فإن المؤثر المقلوب المعطى بالدستور : 


(4 - A1)-1x(1) = د‎ 1 





1 x(0) 


غير معرف على الفضاء [6,5]© بأكمله وهو غير محدود (برهن على 
ذلك !) . ومنه يأتي أن طيف المؤثر (13) هو القطعة [ط ,ه]» وأن هذا الطيف 
لايحوي قيا ذاتية » أي أن هناك طيفاً جه ال مين 


2 نعتبر في الفضاء را مؤثرا 4 معرفاً بالطريقة التالية : 

(14) 4: (X1. X2, ...( ج‎ (0, X1, X2, ال‎ 

ليس لمذا المؤثر قم ذاتية. (أثبت ذلك!) . إن المؤثر 4-1 محدودء 

لكنه معرف على الفضاء الجزني 0 = ,+« من را فقطء أي أن : 0 = ۸ نقطة 
من طيف هذا المؤثر 
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تمرين . هل توجد نقاط أخرى › غير 31-0غ؛ قِ طيف المؤثر (14)؟ 


ملاحظات . 1. كل مؤثر خطي ومحدود ومعرف على فضاء باناخي عقدي 
وله على الأقل عنصر غير منعدم » يقبل حة) طيفاً غير خال . هناك مؤثرات 
تتكون أطيافها من نقطة واحدة (مؤثر الضرب في عدد» مثلاً) . 


: ة التالية . ليكن‎ o BE 


r = lim 4 


1 ¬+ © 


(يكن إثبات وجود هذه النہاية من أجل كل مؤثر 4 محدود) » عندئذ يقع 
طيف المؤثر 4 بأكمله في القرص الذي نصف قطره 0 ومركزه ‏ . يسمى العدد 
+ نصف القطر الطيفي للمؤثر 4 . 


3 تقبل الحتاتّان ,۸ و۸ الموافقتان للنقطتين س ويه التبديل فيا بينهما 
وها تحققان العلاقة : 
Ry, — R = (pL — %) R, Ra‏ 
التي يكن البرهان علا بسهولة » وذلك بضرب طرفما في : 
AIX(A — uD)‏ = 4( 
E‏ ل 


بالنسبة ل۸ عند 23-230 أي النباية": 


.  ظةدمبدت‎ - R0 
im e 
A1—¬+0 


موجودة (بمفهوم تقارب نظيات المؤثرات) وقيمتها هي ۸ 


تمرين . ليكن 4 مؤثراً قرين نفسه محدوداً في فضاء هيلبرتي عقدي 8 . أثبت 
أن طليفه: منوعة: حجزئية عخدودة ومغلقة من ور اطفيقن: ش 
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8 المؤثرات المتراصة 
1. تعريف وأمثلة لمؤثرات متراصة . 
بخلاف المؤثرات الخطية في فضاء بعده منته» التي توجد من أجلها 
دراسة معمقة وكاملة » نجد أن دراسة المؤثرات الخطية الكيفية في فضاء بعده 
غير منته قضية معقدة لا ستطيع تصور انساعها. . ورغم ذلك فإن هناك 
أصناقاً هامة من هذه المؤثرات يكن وصفها وصفاً تاما. من أهم هذه 
الأصناف نجد صنف ما يدعى بالمؤثرات المتراصة . فهذه المؤثرات » هى من 
جهة قريبة جداء بحم خواصباء من المؤثرات ذات البعد النتهي _ (أي 
المؤثرات الحدودة التي تحوّل فضاء معطى إلى فضاء ذي بعد منته) و 
الا ا و ا 
العديد من التطبيقات » وبالدرجة الأولى في نظرية المعادلات التكاملية التي 
سنتناولما ف الفصل التاسع . 


تعريف 1. يسمى مؤثر 4 يطبق فضاء لباناخ 8 في نفسه (أو في فضاء 
آخر ,8 لباناخ) مؤثراً متراصاً أو مستمرا تماماء إذا حوّل كل جموعة محدودة 
إلى جموعة شبه متراصة . 

نلاحظ أن كل موث حلي مؤثز متراص في فضاء نظيمي بعده منتهء 


وذلك لأنه يحول كل جموعة محدودهة إل جموعة محدودة ونعلم أن کل جموعة 
محدودة مجموعة شبه متراصة في فضاء ذي بعد منته . 


أما ق فام دی بعد غار مته ان رامن موق شرط آقری من كريد 
الانتمزار 7 المؤثر (أي أقوى من كونه محدودا) . فقي فضاء هيلبرتي 
مثلذء نجد أن المؤثر المطابق مستمر لكنه غير متراص . (برهن على ذلك» 
بغض النظر عن المثال 1 الوارد أسفله) . 


1. لیکن 1 المؤثر المطابق في فضاء لباناخ 8 . لنثبت أنه إذا كان ع ذا 
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بعد غير منته فإن المؤثر 1 غير متراص. من أجل ذلك يكفي » بطبيعة 
الحال » أن نثبت بأن كرة الوحدة فيع (التي يحولما المؤثر 1 إلى نفسها) 
ليست شبه متراصة . ينتج ذلك » بدوره» من التوطئة الموالية والتي سنستفيد 
ميا فق المستعبل: 
توطئة 1. لتكن ... ر× ,× أشعة مستقلة خطياً في فضاء نظيمي × وليكن ,5 
الفضاء الجزئي من 8 المولد عن الأشعة ,*......*«. توجد عندئذ متتالية 
أشعة : ... ,رر ,ر تحقق الشروط التالية : 

ly,l ع‎ 1 )1 


Jn € En (2 


3 (-,8 ,مررز)و > 1/2 حيث ترمز (-,8 ,)م للمسافة التي تفصل 
الشعاع ,ير عن المجموعة ,_ ٤×,‏ » أي : 


Inf lyn - اه‎ 


x€ En 1‏ 
البرهان . ما أن الأشعة : .. ,ر×,ر× مستقلة خطياً فإن : 
xn © En-ı‏ و © = En-1)‏ ,)م > 0. 
لیکن *× شعاعاً من ,5 بحيث : 20 > *× - ,«اا. حينئذ» مما أن : 
@(xn, En -ı)‏ = « 
@(xn — x*, En-1)‏ = 
فإن الشعاع : 


Xp — x* 
xn - ع«‎ *|| 


يحقق الشروط الثلاثة ءالواردة في التوطئة . يمكن أن نأخذ ,بر مساوياً ل 
حل . انتبى برهان التوطنة . 
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= ورل 


SS‏ انحط دق قرةا الوكدة امن كلافطا ور انلوقي يعدم 
غير منته » إنشاء متتالية أشعة شعة [مر) تحقق (مر,._,بر)ع > 1/2. من الواضح 
أن هذه المتتالية لاتحوي أية متتالية جزئية متقاربة . وهذا يعني أن شبه 


التراص غير متوفر . 


2 لیکن 4 مؤثراً خطياً ومستمراً يحول فضاء باناخياً 8 إلى فضاء جزني 
بعده منته 8 . إن هذا المؤثر متراص لأنه يحوّل كل جموعة جزئية محدودة 
4 £2 إلى مموعة جزئية محدودة من فضاء بعده منته » أي إلى جموعة 
شبه متراصة . 

بصفة خاصة ؛ نلاحظ في فضاء هيلبرتي أن مؤثر الاسقاط المتعامد على 
فضاء جزثي يكون متراصاً إذا وفقط إذا كان هذا الفضاء الجزئي ذا بعد 


»ص 


مسةك . 


3 عقر في الفضناء يا امون 4 المترف بالطريقة ١‏ التالية , إذا كان" 


( بور 2 ,و) = × فإن : 


1 1 
(1) AX = (X1, 3 %25 يه و‎ Xn") 


إن هذا المؤثر مترا ص . ذلك أن كل جموعة محدودة في را محتواة في كرة من 
هذا الفضاء» يكقي ادن "أن تن بان سور الات ر بوشن ا 
المؤثر 4 يكفي أيضا أن نتأكد :من “ذلك بالنسبة رة الوحدة لا أكثر: 


نلاحظ أن المؤثر (1) يحول كرة الوحدة في را إلى جموعة نقاط محتواة في 


متوازي الوجوه الأساسي (راجع الفقرة 27821 الفصل 2) . وبالتالي فإن 
هذه امجموعة حدودة كلية» وعليه فهى متراصة . 


تمرين . لیکن : : 
(-- وو ss, Un‏ و62 02 AX = (Q1 X1,‏ 
ما هي الشروط التي لا بد أن تتوفر في المتتالية العددية (,») لي يكون 
هذا المؤثر متراصاً في ,1؟ 
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4ه نجد في فضاء التوابع المستمرة 6.81]© صنفاً هاماً من المؤثرات 
المتراصة يتألف من المؤثرات التي تكتب على الشكل : 


(2 Ax = (د)بر‎ = | K(s, t) x (4) dt 
: لنشت الم لقضية التالية‎ Re 
a<s1t<b c<casssSbh إذا 0 0 عد محدودا على اع‎ 
t= (5)مم‎ , k=1,2,...,n 
.٥]ه, احيث ع4 توابع مستمرة فإن الدستور (2) يعرف في الفضاء [ط‎ 
. مؤثرا متراصا‎ 
نلاحظ في البداية أن تلك الشروط تستلزم وجود التكامل (2) مهما كان ء‎ 
: في [0.ه]» أي أن التابع (5)بر معرف. لیکن‎ 


M = sup |K(s, 5| 


اكات كه 


ولتكن ©. جموعة النقاط (4.) التي تحقق المتراهة التالية على الأقل من 
أجل قيمة ك ‏ (.... ,1,2 > م): 


£ 
3577 < (5) م - 5 


إن الأثر ()6 لحذه المجموعة على كل مستقيم و - ثابتا هو اتحاد 
و > ايه - ا : م ص = G(s)‏ 

ليكن 8 متمم | المجموعة ©. بالنسبة للمربع طك 4:» > ه. لا كانت 

المجموعة ۴ ا والتابع (..5)# مستمراً على ۴ » يوجد 8 >0 بحيث + 


| )ع‎ 1) — K(s”, t”)l < TET 
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وهذا من أجل كل النقاط (١,ء)»‏ 00 ,"6) التي تحقق الشرط : 
8> اس - ا + ا ا )6 
لنقمّ الآن الفرق ”وبر (ء)ر مع افتراض 8 > |”ى ‏ “واء لدينا + 


ار)s(‎ - ”وبر‎ > ٣ )كا‎ © — K(s", tl ١١ )0 41 


لتقيبم تكامل الطرف الثاني من هذه المتراجححة » نقسم قطعة المكاملة [ط ,ه] 
إلى جزءين ۲ و © 2 حيث ”)© لا (ء)6 = م» و © هو الجزء المتبقي 
من القطعة [ط ,ه]. بعد ملاحظة أن م اتحاد لجالات طولما الكلي أصغر من 
ر أو يساويه » نحصل على : 


ll‏ چ < f) - K(s”, 0. lx(Dldt‏ 008 ا 
P‏ 


يقبل التكامل على © » بطبيعة الحال » التقيم التالي : 


عدا < ١ | x(ol dt‏ ,”)> — )© نوكا أ 


وبالتالي : 
اع > )ن - )را @ 
تبين المتراجحة (ه) أن التابع (و)ءر مستمر » أي أن الدستور (2) يعرف مؤثراً 
يطبق الفضاء [ط,ه]) في نفسه. تثبت المتراححة 4) أيضاً أنه إذا كانت 
(4)*) جموعة محدودة في [6]6.8 فإن الجموعة الموافقة ها ((مبر) متساوية 
الاستمرار . أخيراًء إذا كان © > اا فإن : 


0000 أ ]رام هاا 


(Db - a) e‏ ع 
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وهكذا يتضح أن المؤثر (2) يحول كل جموعة محدودة من [14,5]© إلى جموعة 
توابع محدودة بانتظام ومتساوية الاستمرار» وبالتالي شبه متراصة 


ه4. إن الشرط القائل إن نقاط تقطع التابع 5)5.8 تقع على. عدد منته 
من المنحنيات تقطع المستقهات ٠‏ = ثابتا عند نقطة وحيدة هو شرط هام. 


0 , s> 
K(s, 0 = | 
1 


إن المؤثر (2) الذي له هذه النواة على المربع 1 > ١ء‏ > 0» حيث قلا 
نقاط تقطع 0 ,)× القطعة - وء 1 >, > 0ء يحوّل التابع 1 = 0)« إلى 


تابع متقطع . 
«4. إذا وضعتا 5:0)» =0 من أجل + < ءء فإن المؤثر () يأخذ 
الشكل : 
K(s, 41‏ ` ا = (و)بر 05 
نفرض أن التابع 9 ,)× مستمر من أجل ء >4 » عندئذ يأتي من اعتبارات 
المثال 4 أن المؤثر (5) متراص في [68]© . 


يسم هذا المؤثر ا من نط فولتيرا(» (همرع1ه07) 


ملاحظة . طبقاً لتعريف مؤثر متراص الوارد أعلاه» من الممكن أن تكون 
صورة كرة الوحدة المغلقة غير متراصة (رغم أنها شبه متراصة) . لرؤية ذلك 
نعتبر في الفضاء [1,1 -]0 مؤثر المكاملة : 


×)s( = 7 x(t) dt‏ ل 


(1) فيتو فولتيراء رياضي إيطالي » قام باعال هامة تتعلق بالتحليل التابعي والمعادلات التكاملية . 
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مما أثبتناه أعلاه ينتج أن 7 مؤثر متراص في [1,1 -]0 . نضع : 


0 , - 1 > + > 0 

1< 0 2 1 
0 51 “” 3= 7,)2 = )مر 

1 > >1ك 5 ع م 


من الواضح أن المتتالية مر متقاربة في [1,1 -]0© نحو التابع : 


0 > > 1 -ب ,0 
| = > 
1[ > >0 , 1 
الذي لا مثل صورة (بواسطة التطبيق 7) لأي تابع من [8.ه]© لأن التابع ٠‏ 
)ر غير مستمر. 
ورغم ذلكء» يكن أن نبرهن أنه إذا كان الفضاء إنعكاسياً (هيليرتيا » 
مثلاً) › فإن صورة كرة الوحدة المغلقة » بواسطة تطبيق خطي متراص » 
ا 


2. الخاصيات الأساسية للمؤثرات المتراصة . 


نظرية 1. إذا كانت (,4) متتالية مؤثرات متراصة في فضاء لباناخ م » 
متقاربة بالنظم نحو مؤثر 4 ء فإن المؤثر 4 متراص أيضاً . 


البرهان . لإثبات تراص المؤثر 4 » يكفي أن نثبت من أجل كل متتالية 
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محدودة ... ,,+ ,... ,و× ,× من عناصر ع أنه يكن استخراج متتالية جزئية 
متقاربة من المتتالية .{4xn}‏ 


ما أن المؤثر ,4 متراص» يكن أن نستخرج من المتتالية ,× 4) متتالية 
جزئية متقاربة. لتكن : 


1( „(1 1 
(6) x , x 1 #0 5 


متتالية جرقية .من [.+] يت تكون المنتالية إ0 ره متقاربة. ثعتين الآن 
اا ا توي رر متتالية جه مار کن 


£2 )2ر‎ (2 
XT AS SR 


متتالية جزئية من (6) بحيث تكون المتتالية ©« ]4٫‏ متقاربة. إن المتتالية 
2× ب4] متقاربة أيضا. نتبع نفس الاستدلال ونختار في © متتالية 


جرئيه : 
ير ير ® 
بر اير 


بحيث تكون 0 ر4) متقاربة» الخ . نعتبر أخيراً المتتالية القطرية : 


)1( „2) (n) 
E 


التي يحوّلها كل مؤثر من المؤثرات ..,م4,4«,...4 إلى متتالية 
متقاربة . نثبت أن المؤثر 4 يحوّلهما أيضاً إلى متتالية متقاربة . ومنه يأتي 
تراص 4 . لما كان الفضاء ۽ تاماء يكفي أن نبين بأن ()جه] متتالية 
لكوشي . لدينا : 


Ax — 4x +‏ < ايم lax‏ ف 


العم ×14 + ا4 - ديم + 
ليكن : © > اءءا؛ نختار في البداية » بحيث جر > اع4 - 4|ء مم نختار ۸ 
ىث : 


4 


07 × - عل‎ x < 3 


328 


من أجل كل ۸> N‏ و" >۸ . (وهذا ممكن» لأن المتتالية 80د ل4م] 
متقاربة) . نستنتج من (06» في هذه الحالة» أن : 


ع > الام lax?‏ 


من أجل كل « و« كبيرين بكفاية . انتبى برهان النظرية . 

من السهل أن نتأكد من كون كل عبارة خطية لمؤثرات متراصة مؤثرا 
متراصاً . وبالتالي » تشكل جموعة المؤثرات المتراصة فضاء جزئياً شعاعياً مغلقاً 
في الفضاء (2)5,8 المؤلف من كافة المؤثرات الخطية المحدودة المعرفة على 
E‏ . 

نتساءل الآن عا إذا كانت جموعة المؤثرات المتراصة «مغلقة» بالنسبة 
لعملية ضرب المؤثرات » أي عا إذا كان جداء مؤثرين متراصين مؤثراً 
متراصاً . لديناء في الواقع » قضية أقوى من ذلك . 
نظرية 2. إذا كان 4 مؤثراً متراصاً و8 مؤثراً محدودا فإن المؤثرين 48 843 
متراصان . 


البرهان . إذا كانت الجموعة يمه ديم محدودة فإن المجموعة 884 محدودة 
أيضا . وبالتالي فإن المجموعة 8834 4 شبه متراصة » وهذا يعني أن المؤثر 48 
متراص . 

كا أنه إذا كانت مه محدودة فإن 4234 شبه متراصة » ومنه يأتي » بفضل 
استمرار 8 » أن المجموعة 8434 متراصة أيضاً وهذا يعني تراص المؤثر 84 . 


وهو المطلوب . 
نتيجة. إذا كان م فضاء ذا بعد غير منته فإن مقلوب مؤثر متراص 
لمكن أن لکن مخدودا: 
لأنه لوكان الأمر غير ذلك لأصبح المؤثر المطابق 4-14 د1 متراصاً في 
E‏ “¢ وهذا مستحيل (راجع المثال 1( : 
39 


ملاحظة . تثبت النظرية 2 أن المؤثرات المتراصة تشكل في حلقة المؤثرات 
الحدودة (8 ,)ع مثالياً ثنائي الجانب . 


نظرية 3 :إن اموق القرين اللأثر مراص - مزر مراص 


البرهان . ليكن 4 مؤثراً متراصاً في فضاء لباناخ ۽ . نثبت أن المؤثر القرين 
*4 المعرف في *ث . يحول كل جموعة جزئية محدودة من *8 إلى جبوعة 
جزئية شبه متراصة . لما كانت كل جموعة جزئية محدودة من فضاء نظيمي 
محتواة في كرة» يكفي أن نثبت بأن *4 يحول كل كرة إلى جموعة متراصة . 
بفضل خطية المؤثر A*‏ يكفي أن تبن أن الصورة A*S*‏ لكرة الوحدة المغلقة 
*ى د *ظ شبه متراصة . 

نعتبير عناصر E*‏ كتوابع ساحة تعريفها لاساوي الفضاء ع بأكمله, 
حيث نعتار أن هذه الشاحة هي المجموعة المتراصة AS‏ أي ملاصق الصورة 
5 لكرة الوحدة بواسطة التطبيق 4 . عندئذ تصبح الجموعة © المؤلفة من 
التوابع الموافقة للتابعيات المنتمية ل*5 محدودة بانتظام ومتساوية 
الإستمرار. لرؤية ذلك نلاحظ أن الشرط 1 > ااا يؤدي إلى : 


sup | ا( )با‎ = sup ا( )ہا‎ = lol. sup ےا > اعدما‎ 
xe AS عد‎ AS 65 


3: ”× مدا > ”× - مدلا ٠‏ الما > امب - مما 


وبالتالي » فإن هذه المجموعة © شبه متراصة في الفضاء [0]45© (بفضل 
نظرية أرزيلا) . لكن المجموعة 8» المزودة بالمسافة المقتصرة من المسافة 
المعتادة في فضاء التوابع المستمرة [0145 والجموعة *ى *4 (المزودة بالمسافة 
المولدة عن نظم الفضاء *8) أيزومتريان؛ ذلك إنه إذا كان يم ودع 
عنصرين من *5 »؛ فإن : 


() المثالي (الثنائي الجانب) لحلقة ۸ هو تعريفاً كل حلقة جزئية لا من ۸ بحيث إذا كان + 3 لز 
و3يم فان + 3 4 وعم 3 2. 
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(×4 ,دع 3-3 sup (e,‏ = |(د ريع * 4م دوع * 4 sup‏ = رع *م سابع *هراا 
5 


(يعبرع)م = ا(2 ريع - )ا ده = ا(2 ,رع - رع) متو = 
x€E AS‏ 5 عر 


لا كانت الجموعة © شبه متراصة فهي محدودة كلية؛ وبالتالي فإن 


المجموعة *ى *4 محدودة كلية أيضاً (لأن © و *45 إيزومتريان) . ومنه يأتي 
شبه تراص *4*5 في 8 . وهو المطلوب . 


ملاحظة . نتأكد سهولة من أن الجموعة © مغلقة في (0)25 وبالتالي فهى 
متراصة ؛ ولذا فإن الجموعة *4*5 متراصة أيضاًء رغم أن (؟ تثبت ذلك 
ملاحظة الفقرة 2» 68» الفصل 4) صورة كرة الوحدة المغلقة (بواسطة تطبيق 
متراص كيفي) قد تكون غير متراصة. تختلف الوضعية التي وجدناها في 
النظرية السابقة عن الحالة العامة وذلك لأن كرة الوحدة المغلقة *ى في * 
متراصة من أجل الطوبولوجيا * - الضعيفة للفضاء *8 (راجع النظرية 3» 
8) . وهو ما يؤدي إلى تراص (بالنسبة لمسافة الفضاء *8) صورة الجموعة 
*ى بواسطة كل مؤثر متراص 


ارين . 1. لیکن 4 مؤثرا خطيا ومحدودا في فضاء لباناخ . برهن على أنه إذا 
کان المؤثر A*‏ راسا فإن *4 متراص أشنا : 


SL‏ يلزم 
ويكفي أن يكون المؤثر (الميرميتي) القرين *4 متراصا. 


د القيم الذاتية لمؤثر متراص 


نظرية 4. إذا كان 4 مؤثراً في فضاء لباناخ هم فإنه لايمكن أن يقبل» من 
أجل 5 > 0» سوى عدد منته من الأشعة الذاتية المستقلة خطياً الموافقة للقم 
الذاتية التي لما طويلة أكبر من 8. 
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البرهان . لتكن ....,2....روية .2 متتالية قم ذاتية (قد يكون البعض منبا 
متساوياً) للمؤثر 4 بحيث ام > 8؛ لتكن ... .,,» ,... ,× × متتالية الأشعة 
الذاتية الموافقة طاء نفرض أن هذه الأشعة مستقلة خطياً . 


ستخدم التوطئة 1 (الفقرة 1» 68) وننشىء متتالية أشعة ٠‏ 


وول وول ولو ګیث : 
yn E En )1‏ 
© 1 ع yal‏ 


0 > اد — Inf ly,‏ > ير ,,نر)م 


x€ En [1‏ 
حيث رر En‏ للفضاء الجزئي المولد عن الأشعة Xj, X2 .- Xn‏ ° 
من المتراجحة 8 < اءا يأتي أن المتتالية |8] محدودة. نثبت أن متتالية 
الصور |[4)5| لاتحوي أية متتالية جزئية متقاربة. لرؤية ذلك» نعتبر 


n 
يه ا = ور؛ عندئذ:‎ x 





1 حم‎ 1 1 
: حيث‎ 
n~ 1 
Zp = dk î - 1) x € En -1 


إذن من أجل كل م وي حيث م >و» لدينا: 


7 ف )ع‎ f) SE SOE = 


P 8 


1 
3> أأ(م2 و2 + ورز) - مرا = 


لآن: ر_مظ € مه ¬ 24 + وبر. 


332 


لكن هذا يناقض الغرض القائل أن المؤثر 4 متراص 
من النظرية السابقة ستنتج» بصفة خاصة» أن عدد الأشعة الذاتية 
المستقلة خطياً الموافقة فقة لقيمة ذاتية معطاة + 0 لمؤثر متراص 4 عدد 


مندة . 


كا نستنتج من هذه النظرية أيضاً أن عدد القم الذاتية ,1 لمؤثر متراص 
4 المنتمية إلى خارج القرص لها > 6 > 0» عدد منته وأن جموعة كل القم 
الذاتية لمؤثر 4 يكن ترتيبها ترتيباً متناقصا لطويلاتها ... < ايا < ارما 


4. المؤثرات المتراصة في فضاء هيلبرت . 


تكلمنا سابقاً عن المؤثرات المتراصة في فضاء باناخي كيفي . نورد فيا يلي 
بغ المعلومات: الحصل عليا بفضل .ما نعرقه: عن قضاءات: هيلبرت:. 


قلنا أن مؤثراً 4 يكون متراصاً إذا حول كل جموعة محدودة إلى جموعة 
شبه متراصة . ما أن *8 = 8 (أي أن 8 ثنوي فضاء قابل للفصل) فإن كل 
المجموعات الحدودة في 8 شبه متراصة بضعف (وليس هناك مموعات أخرى 
تحقق هذه الخاصية) . ولذا ستطيع القول أن كل مؤثر متراص في فضاء 
هيلبرتي هو مؤثر يحول كل مموعة شبه متراصة بضعف إلى جموعة شبه 
متراصة بالنسبة للطوبولوجيا القوية . 


يستحسن في بعض الأحيان تبني التعريف التالي لتراص مؤثر في فضاء 
هيلبرتي : نقول عن مؤثر 4 إنه متراص في 8 إذا حول كل متتالية متقاربة 
بضعف إلى متتالية متقاربة بقوة. لرؤية ذلك نفرض أن الشرط الأخير 
محقق » ولتكن 834 جموعة محدودة في 8# . إن كل جموعة غير منتبية من 14 
تحوي متتالية متقاربة بضعف . إذا حول المؤثر 4 هذه المتتالية إلى متتالية 
متقاربة بقوة» فإن المجموعة 434 شبه متراصة . بخصوص القضية العكسية » 
و ا واتعالية ار و و 
عندئذ» نجد أن [,×4] تحوي متتالية جزئية متقاربة بقوة. من جهة أخرى » 
وبفضل استمرار 4 » فإن المتتالية [,×4] متقاربة بضعف نحو ×4 وهو ما 
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ن تكون لما أكثر من نقطة تراك واحدة وبالتالي 


1 
بة . 


يستلزم أن [.×4] لا يكن 
فإن [م×4] متتالية متقار 


5. المؤثرات المتراصة القرينة لنفمها في 8 . 


فيا يخص المؤثرات الخطية القرينة لنفسها في فضاء إقليدي بعده منته 
لدينا النظرية المعروفة حول إمكانية تبسيط مصفوفات هذه المؤثرات إلى 
الشكل القطري وذلك باختيار أساس متعامد ومتجانس ملام . نعمم ضمن 
هذه الفقرة تلك النظرية إلى المؤثرات المتراصة القرينة لنفسها في فضاء 
هيلبرتي . إن نتاج هذه الفقرة تصلح» في أن واحدء من أجل الفضاءات 
ال ميلبرتية الحقيقية والعقدية . نفرض ببدف تثبيت الأفكار» أن الفضاء 8 


تور ق االبذأية بشن الخاشيالك الاشعة ‏ والقم الذاية للمؤقرانك. الت نة 
لنفسها في 8 » وهي تائل نفس الخاصيات التي تقتع مها المؤثرات القرينة 
لنفسها في فضاء بعده منته . 
1 كل القيم الذاتية لمؤثر قرين لنفسه 4 في 8 هى قم حقيقية . 
لرؤية ذلك نفرض أن ×۸ ×4 و 0 + الاي عندئذ: 
A(x, x) = (Ax, xX) = (x, 4X) = (x, Ax) = A(x, ×)‏ 


.۸ = 


اتح 
56 
ف 

غ 


1. إن الق الذاتية لمؤثر قرين نفسه في 8 الموافقة لقم ذاتية مختلفة 
قيم متعامدة . 


ذلك أنه إذا کان ×= ×4 ورس = ره وسر+< فإن: 
x,y) = (4x, y) = (x, Ay) = (x, py) = p(x, y)‏ 


ومنه : 0 = (ر.x).‏ 
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نثبت الآن النظرية الأساسية التالية : 


نظر ية 5 (هيلبرت - فيت ٠ (Hilbert-Schmidt‏ 


من أجل كل مؤثر خطي متراص قرين لنفسه 4 في فضاء طيلبرت 8 › 
توجد جملة متعامدة ومتجاسة (,م! من الأشعة الذاتية الموافقة للقيم الذاتية 
غير المنعدمة (,2! بحيث يكن كتابة كل عنصر ع د 8 على الشكل الوحيد 
التالي : 


E = Ù يوه‎ F8 


k 
: أي 0- 4 » بالإضافة إلى ذلك‎ «Ker 4 23 2 حيث‎ 


Ck Qk‏ الا -ة4 
2 


وإذا كانت امجملة [,م] غير منتبية فإن : 


lim Ã, = 0 


للبرهان على هذه النظرية نحتاج إلى التوطئتين التاليتين . 
توطئة 2. إذا تقاربت المتتالية [,ه) بضعف خو ي وكان المؤثر الخطي 4 
متراصاً فإن : 


(296 = و ,وك ) > (ميّ .م4 ) = (,0)5 


البرهان . من أجل كل ۾ لدينا : 
اقرقه) - (مةقرقه)ا + |( ,قه) — (مة (4Ë,‏ = ا 45 ) - n)‏ ,45 )| 


اقعدءق)ك | ٠‏ ہا ک ا(ءة ,45 ) - (مءة ,م4 )ا 
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ا( - .)4 ,)| = او,ةق4) - و.,ةه)ا 
او - ر 4 ١١‏ ايا > 
وما أن الأعداد اعا تشكل مموعة محدودة وَ: 1+0[ - ,)14 نستنتج أن : 
0ح ل( 45) - 4n, n)‏ )| 
وهو المطلوب . 
توطئة 3. إذا بلغت التابعية : 
5 ,غ4 ) = )| 
(حيث 4 مؤثر خطي قرين لنفسه ومحدود) قيمتها العظمى على كرة الوحدة 
عند النقطة م5» فإن : 
0 = )50,1( 


يستلزم : 0 = (47 ,وي) = (1,وي4) . 


البرهان . من الواضح أن 1 - أوكّ|. نضع : 
an‏ + 
e y1 22 MI‏ 

حيث ه عدد عقدي كيفي . ومنه يأتي أن 1 -/]. من جهة أخرى لدينا : 

06 = TFT OED + A (Ato, + a CHE, + | OCD 

يكن إختيار العدد ه بحيث تكون طويلته صغيرة صغراً كيفياً وبحيث 
يكون (3)4,.7 عدداً حقيقياً . حينئذ نجد: (450,7) ولدينا : 

O) = و96‎ + 27 (4ê, )+ O(a) 


إذا كان 0 + (0,1م4). يوجد ۾ بحيث : 
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)0| < )ا 
وهذا يناقض فرض التوطئة . 
ستنتج مباشرة من التوطئة 3 أنه إذا بلغ |©)0! قيمته العظمى عند 
م عاج فإن مع شعاع ذاتي للمؤثر 4 . 
برهان النظرية 5. ننشثىء العناصر بم بالتدريح وذلك باعتبار بالترتيب 
التناقصي للقي المطلقة للقيم الذاتية الموافقة 


... < ا < ... < ارا = انا 


لإنشاء العنصر ,ب» نعتبر العبارة |( ,4)) = |(©)9! ونبرهن على أنها تبلغ 
على كرة الوحدة قيمتها العظمى . لتكن ... ,رع ,غ متتالية يحيث 1 = ارا و : 


همده , + (ءة ,45م)ا 


5 =p (4ë, € 


نفرض أن 5 > 0. با أن كرة الوحدة متراصة بضعف في 8 » فإننا 
ستطيع استخراج متتالية جزئية متقاربة بضعف نحو عنصر " من المتتالية 
[,). بالإضافة إلى ذلك » لدينا: 1 > أوا» وحسب التوطئة 2 لدينا: 
(an, ml = 5‏ 
تأخذ العنصر ,ب مساوياً ل«. من الع أن اوها تساوي 1 بالضبط . 
(ذلك أننا إذا فرضنا 1 < inl‏ وأخذنا : = بو نجد: 1 = nll‏ و 


inl `‏ 
ار" 4 )| > £ » وهذا يناقض تعريف 5 .) بالإضافة إلى ذلك : 


AQ = A رو‎ 
ايج‎ = ene _ ک0‎ 
1 (O1 90 (AQı, P1) 
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نفرض الآن بأن الأشعة الذاتية : 
Pn‏ و... P2s‏ ,1©) 
الموافقة للقيم الذاتية : 
An‏ 9-< و42 و21 
قد تم إنشاؤها. نرمز ب : (,م.... ,يم ,,م)24 للفضاء الجزني المولد عن الأشعة 
م .... ود رربي ٠‏ ونعتبر التابعية : 


|) 4(6, 5 


المعرفة على جموعة العناصر المنتمية إلى الجموعة : 

Mt ود‎ H © M(Qı, Q2, و‎ Qn) 
(أي العناصر المتعامدة على بم رورم) الحققة للشرط 1> #|. إن‎ 
M; ووه ,رم)) 4ال لامتغير والمؤثر 4 قرين نفسه) 9 إذا طبقنا على‎ -- Pn) 
الاستدلالات الواردة أعلاه؛ نصل إلى القول أنه يوجد في +24 شعاع ذاتي‎ 
. (n +1 للمؤثر 4 (نرمز له‎ 


هناك احتّالان : 1) يوجد عدد طبيعي 0« بحيث 0 = 2 ,45) في الفضاء 
الجزني برلة ؛ 2) 0= 4,5) على 1 مما كان ۸”. 


يحول المؤثر 4 » ف الحالة الأول » الفضاء الجرني Mr‏ إلى (0!» ومنه 
يتضح أن الفضاء الجزني ,م3 يتألف » بأكهله » من أشعة ذاتية توافق 0 = ۸. 
تصبح عندئذ جملة الأشعة الذاتية المشيدة [,م) مؤلفة من عدد منته من 
العناصر . 


أما فى الحالة الثانية فنحصل » بالإعقاد على التوطئة 3» على متتالية غير 


منتبية من الأشعة الذاتية |,م) يوافق كل واحد منها قيمة ذاتية ,2+ 0. 
لنثبت أن 0+ بة. إن المتتالية ,م!: (بصفتها متتالية متعامدة ومتجاسة) 
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متقاربة بضعف نحو 0؛ وطذا فإن متتالية العناصر ,© ,2 - ,40 متقاربة 
نحو 260 بالنظم » ومنه 0حداأمم 4ا = اہ . 
لتكن : 


Pn, ...( = N M} > 0‏ ,... روب HO M(Qı‏ = ديق 


إذا كان ج د ديد و٥‏ + ع فإن : اعا > 45,5) وذلك من أجل كل م» 
أي : 

0 > )5 ,4( 
بفضل التوطئة 3 (باعتبار 0 -[(21)45,5م) وبتطبيقها على 241 نحصل 
على 0 = 45 » وهذا يعني أن المؤثر 4 يحول +/ة إلى 10. 


من إنشاء الجملة [,0! يتضح بأن كل شعاع يكن أن نكتبه على الشكل : 
JY cor +E‏ = 


حيث 0 = 4 » ومنه ينتج أن : 


4E = Y A, Ck Qk 


وهو المطلوب . 


تلعب هذه النظرية دور هاما في نظرية المعادلات التكاملية الق 
سنتناولما في الفصل التاسع . 


ملاحظة . تعني النظرية السابقة أننا ستطيع» من أجل كل مؤثر قرين 
لنفسه ومتراص 4 في 8 » إيجاد أساس متعامد للفضاء 8 » يتألف من 
الأشعة الذاتية لهذا المؤثر. ذلك أننا نحصل على مثل هذا الأساس بام 
جملة الأشعة [,م! المنشأة في برهان النظرية بأساس متعامد كيفي للفضاء 
الجزني +24 الذي يحوله المؤثر 4 إلى (10. بعبارة أخرى فإن النتيجة اللحصل 
عليها قاثئل النظرنة الخاصة بتبسيط مصفوفة مؤثر قرين نفسه في فضاء 
إقليدي بعده منته» وردّه إلى شكل قطري من أساس متعامد. ٠‏ 
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إن ذلك التبسيط غير ممكن عوماً إذا تعلق الأمر بمؤثرات» في فضاء ذي 
عدا كن قركة ا الدينا ا الخصوص الط الغالية: 

كل تطبيق خطى في فضاء بعده م يقبل على الأقل شعاعا ذاتياً. من 
اليسير التأكد من عدم ححة هذه النتيجة » عوماً » من أجل المؤثرات المتراصة 
في فضاء هيلبرتي . لرؤية ذلك» نعتبر مؤثراً 4 معرقفاً في را بالدستور : 





xX 2 
(8 AX = 4X1 , X2, as Xas ) = (0. 2 9 


إن هذا المؤثر متراص (تأكد من ذلك !) لكنه لايملك أية قيمة ذاتية 
(برهن على ذلك !) . 


تمرين . عين طيف المؤثر (8). 
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الق خافن 
القياس › التوابع القابلة للقياس » التكامل . 


إن مفهوم القياس (4)ى مجموعة 4 تعميم طبيعي للمفاهم التالية : 
1) الطول (1)۸ لقطعة مستقيمة ۸. 
2 المساحة (م#)ى لشكل مستو ۴ . 


6 ا حجم 6 )7 لجسم iG‏ 


4 التزايد (0)م -(ط)م لتابع غير متناقص 0)0 على مجال نصف مفتوح 
.[a, b)‏ 


5) تكامل تابع غير سالب » مأخوذ على ساحة من المستقيم العددي» أو 

برز هذا المفهوم في نظرية التوابع لمتغير واحد ثم عي وشل بصفة طبيعية 
نظرية الاحتالات ونظرية الجمل الديناميكية والتحليل التابعى والعديد من 
فروع الرياضيات الأخرى . 

نعرض في 18 من هذا الفصل نظرية القياس في جموعات المستوى انطلاقاً 
من مفهوم ساحة مستطيل . أما النظرية العامة للقياس فسنتناولما في 28 
و 38. باستطاعة القارئ أن يدرك سمولة أن استدلاللات 18 ذات طابع عام 
ونجدها تتكرر في النظرية المجردة وذلك بعد إجراء تغييرات طفيفة . 
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1. قياس المجموعات الأولية . 


نعتبر جماعة عناصرها ي جموعات من المستوى (ر,×)» كل واحدة متها 
معرفة بمتراجمحة من الشكل : 
as x Sb‏ 
a< x Sb‏ 
a < x <b‏ 
a < x <b‏ 
ومتراجمحة من الشكل : 4 > رد 
4 > بر > 
c<y< 4‏ 
c<y< 4‏ 


حيث ۾ ,( ,4 أعداد كيفية . تسمى الجموعات التي تنتمي إلى هذه الجماعة 


اما مستطيلا (مع حافته) بالمفهوم المعتاد في حالة ط >ه و4 >م» وإما 
قطعة مستقيمة (إذا كان 6>-© 43 >6 أو >ه و -ء) » وإما نقطة 
(إذا كان ط =ه وه -ء) » واما جموعة خالية إذا كان ي <ه أو 4 <م) . 
ثل مستطيل مفتوح » حسب العلاقات الموجودة بين الأعداد م » ط» م2 4 
مستطيلا بدون حافة» أو مموعة خالية. نسمى كل مستطيل من الأنواع 
الباقية مستطيلاً نصف مفتوح » ويمكن أن يكون مستطيلا بالمفهوم المعتاد 
بدون ضلع أو ضلعين أو ثلاثة أضلاع » ؟ يكن أن يكون مالا مفتوحاً أو 
نصف مفتوح » أخيراً قد يكون هذا المستطيل جموعة خالية . 

ترمو بج لجموعة كل مستطيلات المستوى 

نعرف قياس كل مستطيل طبقاً للمفهوم للمساحة. وعلى وجه التحديد 
لدينا : ش 
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1) قاس الجموعة اة يساوي :0: 


9 92 


مفتوح) ومعرف بواسطة الأعداد ه» ضء م2 ›»d‏ هو تعريفاً: 


(b- ad e) 

وهكذا يصبح كل مستطيل من ۾ ملحقاً بعدد () » وهو قياسه» يحقق 
ال 

1) يأخذ القياس (5) تيا حقيقية غير سالبة. 


2 القياس (م)م جمعىء أى أنه إذا كان ,م نا ام و ۵= رص ۶,۸ 
k=1 :‏ 
من أجل ز+1 فإن : 


n 


m(P) = Y m(Px) 


k= 


السؤال المطروح الآن هو كيف نعم مفهوم القياس (2)” المعرف من 
أجل المستطيلات» ليشمل مموعات أخرى مع الاحتفاظ بالخاصيتين (1) و 
(2؟ ش 


نبدأ بتعميم هذا المفهوم إلى المجموعات الأولية . نقول عن جموعة نقاط 
من المستوى إنها أولية إذا استطعنا تمثيلها على شكل اتحاد منته من 
المستطيلاات غير المتقاطعة مثنى مثنى . 


نحتاج في المستقبل إلى النظرية التالية . 


نظرية 1. إن إتحاد وتقاطع وفرق وكذا الفرق التناظري لجموعتين أوليتين هي 
كلها جموعات أولية . 


وهكذا وطبقاً للمصطلح المدخل في 58ء الفصل 1» تشكل المجموعات 
الأولية حلقة . 
البرهان . من الواضح أن تقاطع مستطيلين مستطيل . إذن» إذا كانت : 
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8 =U Q; 3 4 عم لاع‎ 
j k 


جموعتين أوليتين فإن تقاطعهما : 
(ر© 4N B=U(P, N‏ 
k,j‏ 


من السبل أن نتأكد من أن الفرق بين مستطيلين جموعة أولية . وبالتالي 
إذا طرحنا من مستطيل كيفي جموعة أولية فإننا نحصل على مموعة أولية 
(كتقاطع جموعات أولية) . لتكن الآن 4 و8 جموعتين أوليتين؛ يوجد»ء 
بطبيعة الحال» مستطيل م يحوي كل واحدة منهما. مما سبق ينتج إذن أن 
المجموعة : 
B= P\{(P\ A4) N (P\B)]‏ رام 
أولية . ومنه يأتي » اعتادا على العلاقتين : 


A\B= A N (P\B) 
AAB = (4U B)J\(A4AN B) 


أن الفرق والفرق التناظري لجموعتين أوليتين جموعتان أوليتان. وهو 
المطلوب . ْ 
نعرّف الآن القياس (4)” لجموعة أولية بالطريقة التالية : إذا كان : 


4 لاع‎ Pk 
k 


حيث ,5 مستطيلات غير متقاطعة مثنى مثنى » فإن : 
m( Px)‏ ,= رمام 
k‏ 
لنثبت أن (4)"” لايتعلق بطريقة كتابة 4 على شكل اتحاد مستطيلات . 


A= UP, =U 0 : نفرض أن‎ 
0 j 


حيث ,۶ و ر مستطيلات وَ: © - يط م رط وَ: @ - ع0 ۸ @ من 


أجل + + :. لما كان تقاطع مستطيلين هو أيضاً مستطيلاً » ولا كان القياس 
جمعياً (من أجل المستطيلات) فإن : 


J الدممم‎ m(P« N Qj) = Y m(@)) 


k kj 7‏ 
بصفة خاصة تجد أن القياس ” هو القياس « الأول إذا كان 4 مستطيلاً . 
من السهل أن نرى بأن قياس الجموعات الأولية المعرف ببذه الطريقة ؛ 
غير سالب وجمعي . 
نثبت الآن خاصية هامة تع بها قياس جموعة أولية . 


نظرية 2. إذا كانت 4 مموعة أولية 4,1] جماعة منتبية أو قابلة للعد من 
وك CU‏ 4 


فإن : 


ع 


00 متم‎ <Y m'(4,) 


البرهان .| gt.‏ وکل 2 أولية معطاة 4 » توجد جموعة 
m'(A) > m'(4) — 2‏ 
لكي و م ا 
مغلق يقع داخل المستطيل : م المعتبر» ومساحته أكبر من 3 - (m(Pı)‏ . 
من جهة أخرى » من أجل كل ا 
,4 تحوي ,4 وتحقق الشرط : 
جد + m(Ãn) > m'(4n)‏ 


345 


A CU A, 


]| (حسب توطئة هاين -بوريل) جماعة منتهية : 


1 
4 


m(4) = Y m'(Ani) 
i=1 
(ولولاه لكان 4 مغطى بجاعة منتهية من المستطيلاات ومساحته الكلية‎ 
: أصغر من (2” » وهذا مستحيل) . وبالتالي‎ 


د $ + مقلم (١ m(An) +3 SY‏ > $ + رهام > رمام 


i=1 n 


<Y ma) +Y 3 +5 = m(4n) +e 


ومنه نحصل على (1) لأن 8 > 0 كيفي . 


تسمى خاصية القياس “” المثبتة من النظرية 2 (وهي القائلة أن قياس 
جموعة أصغر من جموع قياسات الجموعات التي تغطيهاء» سواء كان عدد 
الجموغات الأخيرة متعيا أو قابا للعد) مي اجمعية الجزئية . وهي تستلزم 
خاصية ثانية تسمى الجمعية القابلة للعد أو ه- الجمعية التي تمثل فيا يلي : 


نفرض أن الجموعة الأولية 4 تكتب على شكل اتحاد قابل للعد من 
المجموعات الأولية غير المتقاطعة ,4 (..,1,2= م): 


A= U A, 
n=} 
9 : عندئذ‎ 
m'(4) = Y m(4n) 
n =1 
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(أي أن قياس اتحاد قابل للعد من المجموعات غير المتقاطعة يساوي جموع 
قياسات هذه المجموعات) . 


ذلك أن خاصية المع تعطي من أجل كل N‏ : 
N N‏ 
m'(4n)‏ لآ = ),4 m'( U‏ د رمسم 
n=l =‏ 
بالإنتقال إلى النہاية (ه +-8) نحصل على : 
(,4)/م m'(4) > YX‏ 
n =1‏ 
نلاحظ » بفضل النظرية 2 أن المتراجحة السابقة تصدق أيضاً في الاتجاه 
الثاني . وبذلك تكون الجمعية القابلة للعد للقياس “8 قد أثبتت. 


ملاحظة. قد يفكر القارئ فى الحصول على الجمعية القابلة للعد للقياس على 
المستوى» بصفة آلية» من جمعية هذا القياس بواسطة الانتقال إلى النهاية . 
والواقع أن ذلك خطأ (لأن برهان النظرية 2 الذي يستخدم توطئة 
هايق وري يعد ااا غل العئلة الموجودة: بين الخاسيات. المترية 
والطوبولوجية لمجموعات المستوى) . سنرى خلال 28؛ لدي دراسة القياس 
على جموعات مجردة كيفية أن جمعية القياس لا تستلزم عوماً جمعيتها 
العدودية . 


2. قياس لوبيغ على المستوى . 
نلقى فى المندسة والتحليل التقليدي جموعات أخرى ليست بمجموعات 
أولية . ولذا يبدو طبيعياً أن نحاول تعميم مفهوم القياس» مع الاحتفاظ 
يخواصه الأساسيةء إلى جموعات أخرى لاتكتب على شكل اتحادات متتبية 
لمستطيلات أضلاعها موازية لمحوري الاحداثيات . 
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كان ه. لوبيغ قد قدم في بداية هذا القرن حلاً شبه كامل لمذه المسألة . 
يتطلب عرض نظرية قياس لوبيغ اعتبار اتحادات غير منتبية من 
المستطيلات إلى جانب الاتحادات المنتهية . وكيلا نصطدم منذ البداية 
بمجموعات ذات «قياسات غير منتهية» نقتصر بادئن ذي بدء على 
المجموعات الحتواة بأكملها في المربع [1 > بر > 0 : 1 > + > 0 - 8 . 


نعرف على جموعة هذه المجموعات تابعاً (4)*س بالطريقة التالية : 


تعريف 1. نسمى قياساً خارجياً لجموعة 4 العدد: 


مم)م Inf J‏ = (مخس 
ع ACUPk‏ 


حيث يشمل الحد الأدنى كل تغطيات الجموعة 4 بواسطة جماعات منتهية أو 
قابلة للعد من المستطيلات . 


ملاحظات . 4. إذاا اعتبرنا في تعريف. القياس الخارجي تغطيات مؤلفة في آن 
واحد من مستطيلات ومن جموعات أولية كيفية (عددها منته أو قابل 
للعد) نحصل بطبيعة الحال» على نفس القيمة ل(4)* لأن كل جموعة أولية 
اتحاد منته من المستطيلات . 


2 إذا كانت 4 جموعة أولية فإن (4» = (4)*بر. ذلك لأننا إذا فرضنا 
بأن ۴... ,۴ مستطيلات تكوّن 4 فإن التعريف يعطي : 


n1 


m(4) = ) m(P;) 


i=l 


لا كانت المستطيلاات ,۶ تغطى 4 » فإن (4)'م: = (,م)م 5 > .p*)4(‏ 
1 1ع-ة 

لكن إذا كانت [,0! جاعة منتبية أو قابلة للعد كيفية من المستطيلات 

المغطية ل4 نستنتج من النظرية 2 أن لدينا: 


(روع)س 5 > م'سد؛ وبالتالی (4 )م = *س. 
J‏ 


5 
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5 نظرية 3. إذا كان : 
AC U A,‏ 
حيث إ,4] جماعة منتبية أو قابلة للعد من المجموعات فإن : 


)4( خب ١‏ ع رمخ 0 


يصفة خاصة إذا كان 8 4 فإن (8)*س > (4)*س. 


البوهان . من تعريف القياس الخارجي ينتج من أجل كل ,4 وجود جماعة 
متبية أو قآبلة العد من المستظيلات إي2) جيت يض ن ع وه و : 
k‏ 


JY m(Pae) = (An) + 3, 
k 


حيث © > 0: كيني . حينئذ : 


AC U U Prk 
n k 


وَ: € + رمس YY mCP) SY,‏ = رفخم 
n k n‏ 


ومنه تأتي نتيجة النظرية لأن 6 كيفي . 
نلاحظ أن النظرية 2 حالة خاصة من النظرية 3 لأن القياسين *س وَ ' 
متطابقان من أجل الجموعات الأولية . 
تعريف 2. نقول عن جموعة 4 أنها قابلة للقياس (بمفهوم لوبيغ) » إذا 
استطعناء من أجل كل :> 20 إيجاد جموعة أولية 8 بحيث : 
ع > p*(A4 AB)‏ (): 
يسمى التابع *س» المعتبر من أجل الجموعات القابلة للقياس لا غيرء 
قياس لوبينغ. ونرمز له بس. 
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فهو يعني 5 و تكون a‏ اا إذا استطعنا إيجاد جموعات أولية 
تقترب من هذه النظرية «اقتراباً لامتناهاً في الدقة» . 


وهكذا عرفنا جماعة م4 مؤلفة من جموعات تسمى المجموعات القابل 
للقياس » وعرفنا على هذه الجماعة تابعاً در يسمى قياس لوبيغ. 

هذفنا: امال بهو إقبات النتيجدين' الغالتين : 

1. إن جماعة الجموعات القابلة للقياس جم مغلقة بالنسبة للاتحادات 
والتقاطعات المنتهية أو القابلة للعد (أي أنها تمثل - جبراً» راجع التعريف 
في الفقرة 4» 58» الفصل 1) . 

2 إن التابع بر ه»- جمعي على م /د. 

شل النظريات الموالية مراحل في البرهان على النتيجتين السابقتين : 


نظرية 4. إن متمم جموعة قابلة للقياس جموعة تقبل القياس وهي ناتجة من 
المساواة : 
8 ذ ل = (E\A)JA(E\B)‏ 


الى صل :علييا بشيولة : 


نظرية 5. إن اتحاد أو تقاطع عدد منته من المجموعات القابلة للقياس جموعة 
قابلة للقياس . 


البرهان . يكفي بطبيعة الحال إثبات ذلك من أجل موعدين لك و 
جموعتين قابلتين للقياس . يعني ذلك أن : من أجل كل ۾ > 0 توجد جموعتان 
(8 و 8 يث : 


A B,) < 2‏ 4 )*نر 
A B») > 2‏ ي4 )*نا 
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: ما أن‎ 
ج ال‎ 
(A1 U A2) A )8 U 82 6 (AA 81) U (AA 82) 


: فإن‎ 
و‎ 
H*[(A, U A42) A(Bı U B2)] > p*(4, A Bı) + p*(42 A B») < ع‎ 


أما قابلية القياس لتقاطع جموعتين قابلتين للقياس فتأتي من النظرية 4 


(4 Aı 0 4) = EN{(E\ ريل‎ U (E\ [(يل‎ 


نتيجة . إن الفرق والفرق .التناظري لمجموعتين قابلتين للقياس ها جموعتان 
قابلتان للقياس . 
ينتج ذلك من النظريتين 4 و5 ومن العلاقتين : 
AA» = 4ı N (E\ 4))‏ 
U (4\4)‏ )42 ار ) = ريل كل رك 


نظرية 6. إذا كانت ,4 .... ,4م مموعات قابلة للقياس وغير متقاطعة مثنى 
مثنى فإن : 


ممعم > = )ء4 نام 09 


k=1 
: للبرهان على هذه النظرية نحتاج إلى التوطئة التالية‎ 
توطئة . من أجل كل مموعتين 4 83 » لدينا:‎ 
جمسبا‎ - p*(B)| = مير‎ B) 
: برهان التوطئة . لما كان‎ 
AC BU(AAB) 
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ينتج من النظرية 3 أن : 
A 8(‏ ف)خبر + *(B)‏ = رمخ 
إذا كان : (8)*س < (4)*س فإن نتيجة التوطئة تأتي من المتراجحة الس - . 
أما في الحالة التي يكون فما (8)*س > (4)*س فإن التوطئة تنتج من المتراححة : 
A 8(‏ )خب + ı*(4)‏ > (هكن 
التي يمكن البرهان عليها يسبولة . 
البرهان على النظرية 6. يكفي » ا هو الحال في النظرية 25 أن نعتبر حالة 
جموعتين . نختار ۾ > 0 كيفياً وجموعتين أوليتين ,8 و8 بحيث : 
ع > AB)‏ كل )*نر )6( 


0) p"*(A42 A ع < (و8‎ 


نضع ر4 لا 4 =4 82 ل 8 =8 . إن الجموعة 4 تقبل القياس 
حسب النظرية 5. با أن المجموعتين ,4 و4 غير متقاطعتين فإن : 
A B»)‏ يل ) Bı N B>) © (4, A Bı) U‏ 
وبالتال : 


(8) m'(B, N B2) > ع2‎ 


بالاعتاد على التوطئة والمتراحتين (6) و() ينتج : 


(9) lm'(B) — p*(4,)| < e 

(10) lm'(B2) — u*(42)| < ع‎ 

إن المجموعات الأولية جمعية» مثل القياس » ولذا ينتج من (8)» ()» 
(10) : 


m'(B) = ر8)ث'م‎ + m’(B2) - m'(Bı N B2 ) z زرك )*ر‎ + p*(42) — 4 
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وا لأخظنا ان: 
AABC (A, AB) U (4» A 82‏ 
نحصل على : 
6e‏ -(و4 )بر + ı*(4)‏ > ع2 — p*(A) > m’(B) — H(A A B) > m’(B)‏ 
ا أننا ستطيع اختيار ٠‏ > 0 صغيراً بكفاية فإن : 
p*(4) + 1*(42)‏ > )4(* 
ثم إن لمتراجححة السابقة في الاتجاه الثاني صحيحة دوماً (حسب النظرية 3) . 
نحصل أخيراً على : 
p*(AD + *(42)‏ = رم )سل 
نلاحظ أن الجموعات ,4 ,ر4 ,4 قابلة للقياس » ولذا يمكن استبدال *س 
بل انتبى البرهان . 


ينتج من هذه النظرية أن لدينا المساواة التالية من أجل كل جموعة 
(4)س - 1= (ماظ) يا 


نظرية 7. إن اتحاد وتقاطع جماعة قابلة للعد من المجموعات القابلة للقياس 
جموعتان قابلتان للقياس . 


البرهان . لتكن : 
...ا Aq, Ao, ..., Ans‏ 
اة فاب ل “ميق . ارات القادلة لفان ولك هر نك هر 
n —1‏ ء o‏ 1 عم 

نضع : ع4 لا 4.١‏ = 44 . من الواضح أن ,4 نا =4 والمجموعات » 

نضع : »4 لا 4.١‏ = م4 . من الواضح أن 46 نا, جا عمل 4 

غير متقاطعة مثنى مثنى . من النظرية 5 ونتيجتها يتبين أن كل الجموعات 
353 


4 تقبل القياس . من النظرية 6 وتعريف القياس الخارجي ينتج أن لديا 
العلاقة التالية من أجل كل م: 


مس > زيه O‏ أس- رمم > 


k=} 
: ومنه يأتي أن السلسلة‎ 
3 (4%) 
n=l 
: متقاربة » وبالتالي» من أجل كل > 0» يوجد ۷× بحيث‎ 


0110 2(4) <3 


n>N 


5 : N 
n =1 
: لمجموعات قابلة للقياس) توجد مموعة أولية 8 بحيث‎ 


)12( u*(CA 8( < د‎ 


4 نا )نا (8 4©) ح 8ك‎ A41) 
n>N 


ولذا ينتج من (11) و (12) أن : 
ع < p*(AAB)‏ 
أي أن المجموعة 4 تقبل القياس . 


لا كانت متممات الجموعات القابلة للقياس جموعات تقبل القياس فإن 
نتيجة النظرية الخاصة بالتقاطع تأت من المساواة: 


N An = E\U (E\A4,) 
n n 
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تعتبر النظرية 7 تعزيزاً للنظرية 5. أما النظرية الموالية فتعزز النظرية 6. 


نظرية 8. إذا كانت (,4) متتالية جموعات قابلة للقياس وغير متقاطعة مثنى 
مثنى و ,4 لا = 4م» فإن : 


(,4)س 2 = (م)س 


البرهان . من النظرية 6 يأتي» من أجل كل 17 : 
N‏ 


N 
(U A4,)= Y (4n) < (4) 
n =1 


بالانتقال إلى النهاية -ه # نحصل على : 


(مم)س Y‏ - (م)م (13) 


n =1 


من جهة أخرى» وحسب النظرية 3: 


(14) (4) > > (4) 


n =1 


نستنتج من (13) و (14) القضية المطروحة .. 

ميت خاصية القياس المثبتة في النظرية 8» اجمعية القابلة للعد أو 
ه - الجمعية » وهي تستلزم الخاصية التالية للقياس المسماة خاصية الاستمرار . 
نظرية و. إذا كانت 2 م4 د... د يكل د 4 متتالية متناقصة من 
المجموعات القايلة القياس A= An‏ فإن : 


(,4) بر lim‏ = )4( نر 


البرهان ٠‏ يكفي أن تعتبر الحالة الي ھک = 4ء لأن الحالة العامة 
تتح من الخالة السابقة بتعويضص ,4 ب 4ا, 


۰ 5 


: لدينا‎ 
A1 س‎ (Aı\ A42) U ) 4:١ نا (و4‎ 


An = (An\An +) نا‎ (An +ı\ An +2) و نا‎ 


إن حدود هذه الإتحادات غير متقاطعة مثنى مثنى» ستنتج من ا جمعية 


القابلة للعد أن : 
(ممفحمام < = 40م (015 
k=1‏ 
و co‏ 
Y (404)‏ = رمن 15( 
k=n‏ 


لما كانت السلسلة (15) متقاربة فإن ياقها (16) يؤول إلى 0 عندما يؤول « إلى 
ت وهكذا: 
مه +¬ 71 , 0ج (,4) نا 


وهو المطلوب . 


نتيجة. إذا كانت ... © ر4 © ,4 متتالية متزايدة من المجموعات القابلة 
للقياس و,4 لاح 4 فإن: 


(م4) سر u (4) = lim‏ 
للبرهان على هذه النتيجة يكفي أن ننتقل من الجموغات An‏ إلى متمم اتا 
واستعال النظرية 9. 
نشير أيضاً إلى القضية البديبية وال مامة في نفس الوقت : 
إذا كانت 4 جموعة » قياسها الخارجي منعدم فإنها تقبل القياس . يكفي أن 
نصع 0 B=‏ وعندئذ : 
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ع > 0 = A B) = p*(A4 A ®) = u*(A4)‏ فيخي 


وهكذا عمنا مفهوم القياس من الجموعات الأولية إلى جماعة من 
المجموعات و مغلقة بالنسبة للإتحادات والتقاطعات القابلة للعدء أي أن 
ع تقتع ببنية ه - الجبر. إن القياس المشيّد هنا ه - جمعي على هذه 
الماعة . تسمح النظريات السابقة باعطاء الوصف التالي جماعة المجموعات 
القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ . 

يكن كتابة كل جموعة مفتوحة تنتمي إلى 8 على شكل اتحاد منته أو 
قابل للعد من المستطيلات المفتوحة» أي من الجموعات القابلة للقياس ؛ 
وبالتالي ينتج من النظرية 7 أن كل الجموعات المفتوحة قابلة للقياس . أما 
المجموعات المغلقة فهى متممة لمجموعات مفتوحة» وعليه فهى أيضاً قابلة 
القياس . بالاعقاد على النظرية 7» نلاحظ أن كل المجموعات التى نحصل 
عليا بوابظة امخاداك أو تقاطعات مشية أو قابلة للعو عات هة 
أو مغلقة» مموعات تقبل القياس. لكنه بالإمكان أن نثبت بأن هناك 
جموعات أخرى تقبل القياس . 


3. تكملات وتعميات. 


اعتبرنا سابقاً المجموعات الحتواة في مربع الوحدة [1 > برد > 0) = م لا 
غير. إل أن هذا القيد ليس ضرورياً ويمكن رفعه سهولة وذلك بالطريقة 
التالية مثلاً . نمثل المستوى بأكمله بواسطة إتحاد المربعات نصف المفتوحة : 


|1 + 7 دير > ب , 1 + 4 دع > {n‏ ع Enm‏ 
(حيث « و" عددان سحيحان) ؛ نقول عن مموعة نقاط 4 من المستوى 


إنها تقبل القياس » إذا كان تقاطعها E‏ 40 = مركا مع كل مر بع Em‏ 
قابلاً للقياس . أما قياس 4 فهو تعريقاً : 


إسهاه 8 = صن 
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کن الملل السابقة: زعا مقار كو .عدة عة وما مشاه حو 
مه + ومنه نرى أنه بالإمكان أن يأخذ القياس سم قها غير منتبية . تمتد كل 
الخواص التي قتع بها القياس والجموعات القابلة لقان ٤‏ أعلاه» 
بر وة دة الخالة الراهنة ٠‏ علينا فقط أن فين إن 0 اتحاداً 0 
من الجموعات القابلة للقياس وذات قياس منته» يكن أن يكرن اله 
1 غير منته . نرمز جماعة كل المجموعات القابلة للقياس في المستوى ب : 
‘U4‏ 
عرضنا ف هذا البند كيفية إنشاء قياس لوبيغ بالنسبة مجموعات 
المتوى + يكبن بطريقة عاقلة اء قياس لوبيغ على المستقيم . وفي الفضاء 
ذي الأبعاد الثلاثة دزي عامة » فى فضاء إقليدي ذي بعد كيفي ۸ . 
وطريقة الإنشاء في جميع هذه ا هي نفسبا: ننطلق من القياس 
المعرف في البداية على جماعة جموعات بسيطة (المستطيلات في المستوى » 
والمجالات المفتوحة (ط ,ه) والمغلقة [ط ,ه] ونصف المفتوحة [ط ٠)»,‏ (4,5] في 
لتقم » اخ .) ثم نعرف القياس من أجل الإتحادات المنتهية لمثل هذه 
ا مجموعات » وأخيراً نعممها لتشمل جموعات أخرى تسمى الجموعات القابلة 
للقياس بمفهوم لوبيغ . 
نلاحظ أن تعريف قابلية القياس يُعَمَّم » بدون أي تغيير » إلى جموعات 
أي فضاء مبما كان بعده. 
عند إدخال مفهوم قياس لوبيغ» كنا انطلقنا من المفهوم المعتا 
للمساحة . يعتمد الانشاء الماثل في حالة بعد واحد على مفهوم طول مجال 
(مفتوح أو مغلق أو نصف مفتوح) . إلا أننا ستطيع في هذه الحالة إدخال 
مفهوم القياس بطريقة أخرى أعم من الطريقة السابقة. 
ليكن )5 تابعاً غير متناقص ومستمر على اليسار في المستقم العددي . 
لفح 
m(a; b) = F(b) — F(a + 0)‏ 
mla, b] = F(b + 0) - F(a)‏ 
m(a, b] = F(b + 0) - F(a + 0)‏ 
m[a, b) = F(b) —- F(a)‏ 
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من السبل أن نرى بأن تابع المجال ” المعرف بهذه الطريقة غير سالب 
وجمعي إنطلاقاً من هذا التابع؛ وبواسطة استدلالات ماثلة لتلك التي 
استخدمناها ضمن هذا البند» ستطيع إنشاء قياس (4)مسم بحيث تكون 
اجماعة ملا المؤلفة من المجموعات القابلة للقياس بمفهوم القياس (4)ہس» 
مغلقة بالنسبة للإتحادات والتقاطعات القابلة للعد» وبحيث يكون القياس مل 
ذاته ۾ - جميعاً . تتعلق الجماعة ملاء عوماء باختيار التابع ۴ . 


إلا أن مما كان هذا الاختيار فإن المجموعات المفتوحة والمجموعات 
المغلقة » وبالتالي» اتحاداتها وتقاطعاتها القابلة للعد تقبل كلها القياس . 


سين كل فان امد بوانتطة ل ,هذا الان #٠‏ قايس 
لوبيغ - ستيلجاس )esزStielt-ebesgueا)‏ . بصفة خاصة فإن التابع F(t) = t‏ 
توافق فان لري الاد عل المعتقن, 


إذا أخذ القياس مم القيمة 0 من أجل كل جموعة قياسها بمفهوم لوبيغ س 
منعدم » نقول عن القياس مير إنه مستمر مطلقاً (بالنسبة لم) . إذا كان 
القياس مم مركا بأكمله في جموعة منتهية أو قابلة للعد من النقاط (يحدث 
ذلك أحيانا في الحالة التي تكون فيا جموعة قم م منتهية أو قابلة للعد) 
نقول أنه غير متصل . نقول عن القياس س إنه شاذ إذا كان منعدما من 
أجل كل جموعة مكونة من عنصر واحد ووجدت جموعة قياسها بمفهوم لوبيغ 
منعدم ومتممها له قياس ہس منعدم. 


ستطيع أن نثبت بأن كل قياس ممم يساوي مجموع ثلاثة قياسات» 
ادها ست مط انما غي حتصل واا شاد معن إل انكلم مين 
جديد عن قباس لوغ يجان نالفل الموال . 


وجود المجموعات غير القابلة للقياس . كنا رأينا بأن المجموعات القابلة 
للقياس حسب لوبيغ جد عامة. من الطبيعي إذن أن نتساءل عن وجود 
مموعات غير قابلة للقياس . لنثبت وجود مثل هذه الجموعات . إن أبسط 
طريقة لحصول علا هي إنشاؤها على دائرة مزودة بقياس لوبيغ الخطي . 
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٠‏ لتكن © دائرة طول محيطها 1 وليكن » عدداً غير ناطق كيفي . نضع في 
نفس الصف كل نقاط الدائرة > التي يكن أن تتطابق عند إدارة © بزاوية 


هذه الصفوف يحوي جموعة قابلة للعد من النقاط . نختار نقطة في كل صف 
من هذه الصفوف ونكؤن بها جموعة نرمز لها ب مص . إن مص جموعة غير قابلة 
للقياس . نرمز ب ,© للمجموعة التي نحصل عليها بإدارة ,© بزاوية :هه . 
من الواضح أن كل المجموعات ,© غير متقاطعة مثنى مثنى» وأن إتحادها 
يساوي الدائرة © بأكملها. لو كانت الجموعة ,© قابلة للقياس لكان الأمر 
كذلك بالنسبة لكل الجموعات ,ص التي حصلنا علا بواسطة دوران ل,©. 
وما أن : 
n *‏ , © ع C= U O, , ©, NOP,‏ 


فإن ى - جمعية القياس تعطى : 


مهاس 2 =1 )17( 


n= — و‎ 


لكن المجموعات التي نحصل علها بواسطة دوران مجموعة معينة ؛ لما نفس 
القياسات» لذا إذا فرضنا بأن ,© تقبل القياس فيجب أن يكون : 


u )©,( = p (@o) 


وهذا يعنى أن المساواة (17) مستحيلة لأن مموع السلسلة الواردة في (17) 
منعدم ف حالة 0 = (م©) س وهو غير منته إذا كان (مص) س > 0. وهكذا يتبين 


أن المجموعة ,© (وبالتالي كل المجموعات ,©) لا تقبل القياس . 
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8. المفهوم العام للقياس . ديد قياس نصف حلقة 
إلى حلقة . 
الجمعية وه - الجمعية © . 


1. تعريف القياس . 

كنا أنشأنا قياس جموعات المستوى انطلاقاً من قياس (مساحة) 
مستطيل ثم مددناه إلى مموعات أخرى. لكن الذي استخدمناه في ذلك 
الإنشاء لم تكن مساحة المستطيل بعبارتها الصريحة بل اعتمدنا على 
خاصياتها العامة لاغير . وعلى وجه التحديد فقد اعتمدنا لدى تمديد القياس 
من المستطيلات إلى الجموعات الأولية على الخاصية القائلة إن المساحة 
تابع جموعة غير سالب وجمعي» وأن مستطيلات المستوى تشكل نصف 
حلقة . لإنشاء قياس لوبيغ على 'المستوى استخدمنا بالإضافة إلى ذلك» 
الجمعية القابلة للعد. 

يتبين مما قلناه آنفاً أنه بالإمكان التعبير عن إنشاء 18 من أجل جموعات 
المستوى » بشكل مجرد وعام جدا . وبذلك يتسع ميدان تطبيقها اتساعاً كبيرا . 
هذا هو الموضوع الذي سنتناوله ضمن البندين المواليين . 


نبدأ بإدخال التعريف الأساسي التالي : 


تعريف 1. يسمى تابع جموعة (4) ر قياس » إذا كانت : 
1) ساحة التعريف رع للتابع (4) س نصف حلقة جموعات » 
© قيم التابع (4) س حقيقية وغير سالبة . 
3 التابع (4) س جمعياً » أي أن لدينا المساواة : 
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(4) = Y (4%) 


k=1 
. من أجل كل تحليل لجموعة 4 د بي إلى اتحاد منته‎ 
A= رك‎ U ... ÛU مك‎ 


من المجموعات (غير المتقاطعة مثنى مثنى) ,4 3 ,ي . 


ملاحظة . من التحليل © نا ت = © يأتي (©) س2 = (©)بر» ومنه 0 = (2)س . 


2. قديد قياس نصف حلقة إلى الحلقة المولدة عنها. 

لدى إنشاء قياس جموعات المستوى بدأنا بتعمم القياس من المستطيلات 
إلى المجموعات الأولية » أي إلى الإتحادات المنتبية من المستطيلات غير 
المتقاطعة مثنى مثنى . نعتبر الآن إنشاء مائلاً ومجردا. نقدم أولاً التعريف 
التالي : 
تعريف 2. یسمی القياس مر امتدادا للقياس :م إذا كان ,© ح ,مج وكان : 

(4) = m(4) 

من أجل کل 4 3 Gm‏ . 

هدفنا في هذه الفقرة هو البرهان على النظرية التالية : 


نظرية 1. من أجل كل قياس (7)4 معطى على نصف حلقة ,م,8» يوجد 
امتداد وحيد (۸4)” ساحة تعريفه هى الحلقة (بريم (أي الحلقة الأصغرية 


المولدة عن (gn‏ : 


البرهان . من أجل كل جموعة 4 د (,,2 ؛ يوجد تحليل من الشكل : 


(1) A= U Bk (Bx € mn, Bx N Bı = 2, +8 


k =1 
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(راجع النظرية 58.3» الفصل 1) . نضع تعريفاً : 


2) m'(4) = m(B«) 
k=1 
نرى بسهولة أن الكمية (4)م » المعرفة بواسطة المساواة (2» لا تتعلق‎ 
: باختيار التحليل (1). لرؤية ذلك نعتبر تحليلين‎ 


Bi: €n .C; 8‏ , )© ن = B;‏ لا ع لم 
[عدر 


ما أن كل التقاطعات ,© ۸ :8 تذ تنتمي إلى ي بفضل جمعية القياس ”› 
فان : 
Y m(C;)‏ = كن J mBD= DY Y mB; N‏ 


i=1 i=l j=1 j =1 


وهو المطلوب . 


من الواضح أن التابع (4)'” » المعرف بالمساواة (2) غير سالب وجمعي . 

وبذلك ب يتم البرهان على وجود امتداد 'سر للقياس «cm‏ إلى الحلقة Rn)‏ . 

لإثبات وحدانية هذا الامتداد» نلاحظ حسب تعريف الامتداد أنه إذا 
كان 8 ا -45+ حبت: 8 وجات ع _متقاطعة فتن می نو 
فإن : 

m'(4)‏ = وهام f (B,) = Y‏ ( = )4( ام 
k k‏ 

وهذا من أجل كل إمتداد 7# للقياس ” إلى الحلقة (ي)۾» أي أن 
القياس 76 والقياس ” المعرف ب2) متطابقان . 


أن ارغان : 

الواقع أننا كررنا هناء بلغة مجردة» الكيفية التي استخدمناها في 18 
لقديد القياس من المستطيلات إلى المجموعات الأولية . من جهة أخرى» فإن 
الحلقة الأصغرية المولدة عن نصف حلقة المستطيلات تتألف » بالضبط » من 
المجموعات الأولية . 


363 


من جمعية وعدم سلبية القياس نستنتج الخاصيات شبه البديبية (وا مامة 
في نفس الوقت) التالية : 


نظرية 2. ليكن « قياس معرفاً على حلقة كيفية مم وَ: ,4 ....,42.ر4 


n 
: إذا كان 4 ع هلم نا و 2 = ر4 ۸ ,۰4 فإن‎ 1 
k=1 


m(Ax) = m(4) 


١ (7= 


k=1 
. n 3 
: اذا کان 4 د »4 5 فإن‎ .11 


2, m(A4x) > m(4) 


k=1 

.m(4) > m(4’) إن‎ «R3 A4' » 4' د‎ 4 E » بصفة خاصة‎ 

ذلك أنه إذا كانت المجموعات ,4 .....:4 غير متقاطعة ومحتواة في 4 » 
نجد بفضل جمعية القياس أن : 

m(Ax) + (46 4)‏ ب = m(4)‏ 
لما كان )4 6 "4١‏ > 0 فإن الخاصية 7 محققة. من جهة أخرى» ما 
k=1t‏ 

کان 4 و4 في س فإن : 

m(A4ı U 4)) = m(4,) + رزو )جم‎ - m(4ı N 4)) = m(4,) + m(42) 


ثم يأتي بالتدري : 
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أخيراً» وداي بفضل جمعية القياس » ستنتج من 4 4c Û‏ أن : 
ا و 
ومنه تأتي الخاصية 1۲ بفضل المتراحة السابقة . 
أثبتنا الخاصيتين 1 و 11 من أجل قياس معرف على حلقة جموعات . لكن 
إذا كن فياش عطي عل نعف لةه م موتا إل خلفة ان قباس 
المجموعات المنتمية إلى نصف الحلقة الأولى لاتتغير . ولذا تبقى الخاصيتان 1 
13 التة اننا ين أجل القناسنات"المحزقة حل “تست حاقة . 


. اجمعية‎ - ٠ .3 


شعن :و فش سانل ال إن اعتياى. اغخادالك, عر ية إل 


جانب الاتحادات القابلة للعد من المجموعات . ولذا من الطبيعى أن نستبدل 


شرط الجمعية الذي فرضناه على القياس (زاجع التعريف 1) بشرط أقوى وهو 
شرط 6 - ا جمعية . 1 


تعريف 3. نقول عن القياس 7 إنه معي عدودياً أو ى - معي إذا 
تحققت المساواة: 


m(4) = D m(4,) 
n=l 
ممما كانت المجموعات .. ,4 ,.. د4 ,4 المنتمية إلى ساحة تعريف القياس‎ 
: والمحققة للشروط‎ m 


A= U An , رك 0 بك‎ = O, 1 + ر‎ 


إن قياس لوبيغ على المستوى المشيّد في 18 ١٠-جمعي‏ (النظرية 8) . 
ستطيع إنشاء مثال لقياس ه٠-جمعي‏ ذي طبيعة أخرى وذلك بالطريقة 


التالية . لتكن جموعة قابلة للعد كيفية : 
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وأعدادا ,م > 0 بحيث : 


وذلك بوضع» من أجل كل 4 د : 


DP,‏ -(4)س 


4 عرد 

من السبل أن نتأكد من أن (4) قياس » - جمعى » وبالإضافة إلى ذلك : 
1 = ()” . يبرز هذا المثال بصفة طبيعية في العديد من المسائل الخاصة 
بريه ا 9 ت : 

لنورد مثالاً لقياس جمعي ليس به - جعي . لتكن × جموعة كل 
الأعداد الناطقة في قطعة المستقم [0,1]. نفرض أن ر مؤلف من تقاطعات 
× مع كل الجالات المفتوحة (ط,ه) والمغلقة [ط ,ه] ونصف المفتوحة [ط,ه) 
و (ط ,»] للقطعة [0,1]. من السبل أن نرى بأن ري نصف حلقة . من أجل 
كل جموعة و4 منتمية إلى ,,8» نضع : 

m(Aap) = b — a 


إن هذا القياس جمعي لكنه غير ه - جمعي لأن 1 = (×)"ص وX‏ اتحاد قابل 
للعد من النقاط كل واحدة منها لما قياس منعدم . 


نفرض أن القياسات المعتبرة هنا وني الفقرة الموالية» ه - جمعية . 


نظرية 3. إذا كان القياس ۸ » المعرف على نصف الحلقة ,,4» » - جمعياً فإن 
القياس س الحصل عليه يقديده إلى الحلقة (,,)7 » - جمعي أيضاً . 
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2 م1 ع ها ى (ي7)6 € ,8 , AE R(Gn)‏ 


85,0 8, وى , 27 ع‎ #r 


توجد عندئذ مموعات ر4 :8 من ہچ بحيث : 


, Bn لا د‎ Bu; ع هار‎ 1,2, .. 
j i 


مع العم أن المجموعات الواردة في الطرفين الثانيين من العلاقتين السابقتين 
غير متقاطعة مثنى مثنى والإتحادات منتبية (النظرية 3+ 58» الفصل 1) . . 


نضع ر4 86 = »€ . من السبل أن نرى بأن المجموعات ز۸٥‏ غير 
متقاطعة مثنى مثنى وبأن : 


Bni = U Cai 
j 
إذن » ولا كان القياس ” على ع ه- جمعية فإن:‎ 


0 m(4j) = J m(Cnij) 


nmi j 


(4 m( Bai) =  m(Cnij) 


j 


من تعريف القياس س على (رم)۸ يأتي : 
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( ۸)4 ا = (4) س )5( 


j 


(6) (B,) = J m(B:) 


من العلاقات () -(6) ينتج : 


)8( ,7 = )1)4 
n=l‏ 
(أن الجاميع بالنسبة للدليلين : وز منتهية هناء والسلاسل بالنسبة لم 
متقاربة) . 


لنثبت الآن الخواص الأساسية التالية للقياسات ٠‏ - الجمعية (التي تمثل 
تعميا إلى حالة اتحاد قابل للعد من الجموعات لخواص الواردة في النظرية 2) . 
ما أن الجمعية القابلة للعد لقياس تبقى قائمة» کا أثبتناء عندما يمتد هذا 
القياس من نصف حلقة إلى الحلقة الموافقة لحاء يمكن أن نفرض منذ البداية 
أن القياس معطى على حلقة ۸. 
نظرية 4. ليكن ” قياساً » - جميعاً » و 4 و ....,4.... ,4 جموعات تنتمي 
إلى الحلقة ۾. عندئذ: 

1 . إذا كان 2 42 23- ;4 4,06 من أجل زع :» لدينا: 

k=! 


J m(4r) ك‎ m(4) 


k= 


11 . (الجمعية الجزئية القابلة للعد) . إذا كان: 4 د ى4 ۶ لدينا: 
k=‏ 


m(Ax) > m(4) 


IDAs 
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البرهان . إذا كانت كل الجموعات »4 غير متقاطعة مثنى مثنى ومحتواة في 
“A‏ لدينا : 


2, (4) > m(4) 


k=1 
. © مبما كان « وهذا بفضل الخاصية 1 (النظرية‎ 
. ننتقل هنا إلى النہاية (ه + «)» فنحصل على الخاصية الأولى من النظرية‎ 
: نبرهن الآن على الخاصية الثانية . ا أن ۾ حلقة فإن المجموعات‎ 


1-يم 
(An N B,)\ U Ak‏ = ,8 
k=1‏ 


وا مجموعات ,8 غير متقاطعة مثنى مثنى فإن : 


co oo 


m(4)= D m(B,) > ذل(‎ m(4n) 


n =| n=1 
ملاحظة . نلاحظ أن الخاصية ,1 الواردة فى- النظرية السابقة لإتعتمد على‎ 
اجمعية القابلة للعد للقياس المعتبر ؛ ولذا فهي تقوم أيضاً من أجل قياسات‎ 
جمعية كيفية . أما الخاصية .11 فهي تستخدم أساسا الجمعية القابلة للعد‎ 
للقياس . فقد رأينا في المثال الوارد أعلاه حول قياس جمعي وغير © - جمعي‎ 
أن الجموعة × لما قياس كلي يساوي 1 ومغطاة بجاعة قابلة للعد من‎ 
جموعات مؤلفة من عنصر واحد قياس كل واحدة منها منعدم . بالإضافة‎ 
إلى ذلك » من اليسير أن نتأكد من أن الخاصية .11 تكافىء » في الواقع » الجمعية‎ 
.© القابلة للعد. لرؤية ذلك نعتبر قياساً كيفياً بر معرقاً على نصف حلقة‎ 
حيث رك‎ “A4 =U 4 لتكن .. ,و4 ,.. ,۸4,4 مموعات من 2 بحيث‎ 
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جموعات غير متقاطعة مثنى مثنى. حينئذ وبفضل الخاصية ,1 (الضادقة» 
۴ رأيناء من أجل كل قياس) لدينا: 


)4( ك )4( ,2 


k=1 
: إذا قتع س بالخاصية .11 فإن‎ 


J, 1(4) > (4) 


k=1 
: (ذلك لأن المجموعات »4 تشكل تغطية ل 4) » وبالتالي‎ 


oo 


J (4) = (4) 

k=1 
يكون التأكد من الجمعية الجزئية القابلة للعد لقياس (الخاصية .11) أكثر‎ 
سهولة » في معظم الأحيان » من البرهان مباشرة على جمعيته القابلة للعد.‎ 


8. تقديد قياس حسب لوبيغ 


1. القديد حسب لوبيغ لقياس معرف على نصف حلقة ذات وحدة. 


إذا كان س قياساً على نصف حلقة ري يقتع فقط بخاصية الجمعية (ولا 
قتع بخاصية » - اجمعية) فإن تمديده إلى الحلقة (,2)4 يكاد يكون وحيدا أي 
أن إمكانية توسيع هذا القياس من نصف الحلقة ع إلى جماعة جموعات أوسع 
من (,2)6 أمر عسير . أما إذا كان القياس المعتبر ه - جمعياً » فإننا ستطيع 
توسيعها من ي إلى جماعة جموعات أوسع بكثير من الحلقة (,,)» يكن 
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اعتبارها إلى حد ما أعظمية . نستطيع القيام بذلك بالطريقة المسماة «كيفية 
القديد حسب لوبيغ» . نعتبر في البداية القديد حسب لوبيغ لقياس معطى 
على نصف حلقة بوحدة. سندرس الحالة العامة في الفقرة الموالية . 


ليكن ” قياساً ه - جمعياً معطى على نصف حلقة جموعات ,ي وحدتها 
۴ . نعرف على الجماعة لا المؤلفة من كل أجزاء المجموعة ع تابعاً (4)*س» 
يسمى قياساً خارجياً ل4 » بالطريقة التالية . 


تعريف 1. القياس الخارجي للمجموعة 4 دع هو العدد: 


(,8)م إل( Inf‏ = )4(* 00 


حيث يشمل الحد الأدن كل تغطيات المجموعة 4 بواسطة جماعات منتبية أو 
قابلة للعد من الجموعات ,8 3 ي. 


حيث يشمل الحد الأدنى كل تغطيات المجموعة 4 بواسطة جماعات منتهية 
أو قابلة للعد من المجموعات ,8 3 ,؟. 


تلعب الخاصية التالية التي قتع بها القياس الخارجي دوراً أساسياً في كل 
مراحل الإنشاء الذي سنقوم به بعد حين. 


نظرية 1. (الجمعية الجزئية القابلة للعد) . إذا كانت : 
,4 لا AC‏ 
حيث إ,4) جماعة منتبية أو قابلة للعد من المجموعات فإن: 


(A) > ( (ممخير‎ 


إن البرهان على هذه القضية هو بالضبط برهان النظرية 23 18. 
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تعريف 2. نقول عن جموعة 4 إنها قابلة للقياس (يفهوم لوبيغ) إذا تمكنا 
من أجل كل > 20 من إيجاد جموعة 8 3 (,7)9 بحيث : 


u\*(A4 AB) > ع‎ 


يسمى التابع *بر» المعتبر على المجموعات القابلة للقياس » قياس لوبيغ 
(أوء قياساً » باختصار) ونرمز له بس. 


من الواضح أن كل مموعات ,© وَ(,,7)6 قابلة للقياس . زيادة على 
ذلك » إذا كان 4 د ,© فإن : 


m(4)‏ = (4)نا 
نثبت هذه المساواة بالضبط ‏ هو وارد خصوص جموعات المستوى . 
من المساواة : 


41A يل‎ = ) 5١4 4 ) 8642 


يأتي أنه إذا كانت الجموعة 4 قابلة للقياس فإن الأمر كذلك بالنسبة لمتمم 
4 . 


نبرهن الآن على الخاصيات الأساسية للمجموعات القابلة للقياس 
والخاصيات الأساسية لقياس لوبيغ الملحق بهذه المجموعات . 


نظرية 2. إن المجموعة 4 المؤلفة من المجموعات القابلة للقياس تشكل حلقة . 


البرهان . ما أن لدينا دوماً : 


A10 يق‎ = ANN(A\ A2) 


A, U يك‎ = EN{(E\4,) ^ (E\ 42)] 


يكفي أن نبرهن على أنه إذا كان ,4 3 #4 و4 د 4 فإن : 
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A= ANA» © ال‎ 


نفرض أن ,4 ور4 قابلان للقياس؛ يوجد عندئذ ,8 3 (م)۸ 
و85 3 (,7)4 بحيث : 


A Bı) < š‏ رميخم 


p*(A42 A B») < 0 


: نضع : 8۱8 = 8 3 (,,7)4 ونستعمل العلاقة‎ 
) 4ر١‎ 42) A(Bı\ B2) C (4, A Bı) U ) يل‎ A 8 


فنحصل على : 
ع > (8 ı*(A A‏ 
ما أن م > 0 صغير بالشكل الذي نريده» نستنتج أن المجموعة 4 تقبل 
القاس: 
اس 


ملاحظة. من الواضح أن م هي وحدة الحلقة ۸4 وعليه فهي جبر 
جموعاث . 


نظرية 3. إن التابع (4)س المعرف على الجماعة 4 المؤلفة من المجموعات 
القابلة للقياس تابع جمعي . 


إن الان غل هذ النظرية هو ا لشف زهان النظرية 6غ 4 


نظرية 4. إن التابع (4)س المعرف على الجماعة 4 المؤلفة من المجموعات 
القابلة للقياس تابع و - مح . 


البرهان . لتكن ... ,ر4 ,4,4 عناصر من ۸۷ 4,5 U‏ =4 
n=1|‏ 
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و ترع# 1 O,‏ = رك AlN‏ 


من النظرية 1» يأتي : 
(An)‏ 3 = (4)ن 2( 
غم من النظرية 3 لدينا: 
)4( 4-7 ان )سح رس 


وهذا من أجل كل N‏ . ومنه: 


(مم)س )> )4( )0 


من المترا تين (2) و (3) نحصل على النتيجة المطلوبة . 


باعتبار قياس لوبيغ على المستوى أثبتنا في 18 أن الاتحاد والتقاطع 
جماعة مموعات قابلة للقياس مموعتان قابلتان للقياس سواء كانت هذه 
ا جماعة منتهية أو قابلة للعد. نشير إلى أن هذه النتيجة تبقى قائمة في الحالة 
العامة » أي أن لدينا النظرية التالية : 


ف ف إن ا ر رمن ات القاالة اي اممو ا 
عثل 6 - جرا وحدته ٤‏ . 
N An = E\U (E\A«n)‏ 


وكان متمم جموعة قابلة للقياس قابلاً للقياس » يكفي أن نبرهن على أنه 
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إذا كانت المجموعات ....,4 :... ,42 ,4 تنتمى إلى #دء فإن الأمر كذلك فها 
يخص الجموعة ,4 لا = 4. 


إن البرهان الخاص مهذه القضية والوارد من النظرية 7 من 18 من 
أجل جموعات المستوى يشمل الخالة العامة بدون أي تغيير. 

وكا هو الحال بالنسبة لقياس لوبيغ على المستوى » فإن اجمعية القابلة للعد 
لقياس تستلزم استمرار هذا القياس. بعبارة أخرى» إذا كان م قياساً 
» - جميعاً مرا على -٠١‏ جير و.. 3 ,م4 د... د يل د 4 متتالية 
متناقصة من الجموعات القابلة للقياس » وكان : 


A= 0 مك‎ 


فإن : 
(,4)نر lim‏ = (م4) ير 


م اإذا كانت و ومع وم 'مثتالية امترايدة من الجموعات 
القابلة للقياين و 
,4 نا ع 4 


فإن : 
(م4) نس u (4) = lim‏ 
إن البرهان الخاص ببذه القضية والوارد في 18 من أجل القياس في 
المستوى (النظرية 9) يشمل الحالة العامة بدون أي تغيير. 
وهكذا أثبتنا أن اجماعة 4 ه - جبر وأن التابع (4)س المعرف على ۸ 
قتع بكل خاصيات قياس » - جمعي . وهو ما يبرر التعريف التالي : 


تعريف 3. سمي امتدادا حسب لوبيغ ()2 = بر لقياس مم كل تابع (4) س 
معرف على الجماعة 6 المؤلفة من الجموعات القابلة للقياس والمطابقة للقياس 
الخارجي (4)*نر على //. 
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2. مدید قياس معطى على نصف حلقة بدون وحدة. 


إذا كانت نصف الحلقة المعرف عليها القياس الأول ” بدون وحدة»ء فإنه 
تطرأ على إنشاء إمتداد لوبيغ الوارد في الفقرة السابقة بعض التغييرات 
الطفيفة . نحتفظ بالتعريف 1 للقياس الخارجي *س لكن هذا الأخير يعرف 
فقط على الجماعة بر المؤلفة من المجموعات 4 التي تقبل كل واحدة منها 
تغطية ,8 لا بمجموعات من ي» بحيث يكون المجموع  «)8,(‏ ذا قيمة 
منتهية . أما تعريف قابلية القياس فنحتفظ به دون أي تغيير. " 

تبقى النظريات من 2) إلى 4) والتعريف 3 قائة. لم ستعمل فرض 
وجود الوحدة إلا في برهان النظرية 2. للبرهان على هذه النظرية في الحالة 
العامة يجب البرهان على أنه إذا كان 46۷ 3/ © 4 فإن 
4 © ي4 نا ,4 وهذا دون فرض وجود وحدة. نلاحظ أن ذلك يأتي من 
الاحتواء : 


(4ı نا‎ A2) A(B, U B2) C (4, A Bı) U (42A Bı) 


إذا م تكن ل مه وحدة فإن النظرية 5 تستبدل بالنظرية التالية : 


نظرية 6. من أجل كل قياس ”> فإن الجماعة »4 المؤلفة من المجموعات 
القابلة للقياس بفهوم لوبيغ ه- حلقة؛ أما قابلية القياس للمجموعة 
0 487 فق جل جل قابلة” الشاي فر اد وف إا كانت 
القامات: 


4) 


محدودة من الأعلى بثابت مستقل عن × . 


تترك البرهان على هذه القضية للقارىء . 
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ملاحظة . ما أن الأمر يتعلق الآن بقياسات ذات قي منتهية» فإن ضرورة 
الشرط الأخير بديبية . 


نتيجة. إن الجماعة ,4 المؤلفة من كل الجموعات 8 د» التي تمثل 
جموعات جزئية من جموعة ثابتة 4 /ار » » - جير . 


نرى » مثلاء أن جماعة كل الجموعات الجزئية (من قطعة مستقيمة كيفية 
[4,5]) القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ (يمفهوم لوبيغ المعتاد على المستقم) » 
6 - جير جموعات . 
نشير أخيراً إلى خاصية أخرى لقياسات لوبيغ. 


تعريف 4. نقول عن قياس س أنه تام إذا نتج عن المساواة 0 = (4)س وعن 
الاحتواء 4 © “4 أن “4 يقبل القياس . 


من الواضح حينئذ أن 0 - 40»بر. نبرهن بدون بصعوبة أن الامتداد 
حسب لوبيغ لكل قياس هو قياس تام. ذلك أنه إذا كان 4 “4 وَ: 
0 - (4)س فإن لدينا: 0 = (47)*س؛ إلا أن كل جموعة © تحقق 0 -(0)*سم 
هي حت) قابلة للقياس لأن (,2 ح © وَ: 


0 = (0)*برع رذ ))خرا 


إن كل قياس » - جمعى على » - جبر » يكن تمديده إلى أن يصبح امتدادا 
تاماً وذلك بفرض أنه منعدم من أجل كل جموعة جزئية من مموعة ذات 
قياس منعدم . 


ملاحظة إضافية . 1. إن الفرض القائل بأن القياس الأول معرف على 
نصف حلقة (وليس على جماعة كيفية من الجموعات) فرض هام لوحدانية 
مداد القيان:+. نار اى مريع ‏ الوحدة. وة الستطيلات.. الفتاقولة 
والأفقية » أي المستطيلات ذات طول أو عرض يساوي 1 (الرسم 18) 
ونلحق بكل هنها قياساً مساوياً لمساحتها. 
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نستطيع تمديد هذا القياس إلى الجبر (وبالتالي إلى ى - الجبر) المولد عن 
هذه المستطيلات» بعدة كيفيات (عيّن اثنين منبها على الأقل) . 

2. لنشر إلى الرابطة الموجودة بين كيفية القديد لقياس حسب لوبيغ 
وكيفية تميم فضاء متري. من أجل ذلك نلاحظ أننا ستطيع أخذ 
(8 4۸ كمسافة لعنصرين 4 8 من الحلقة (,7)6. وهذا ما يجعل 
(,) فضاء مترياً (غير تام عوماً) تقته مؤلفة من كل الجموعات القابلة 
للقياس (في هذه الحالة » إذا كان (8 4 4)س = 0 فإن المجموعتين 4 و8 لا 
فرق بينهما من الناحية المترية) . 


ارين . 1. ليكن ” قياس معطى على نصف حلقة (بوحدة) ,© مؤلفة من 
جموعات في × » وليكن *س القياس الخارجي الملحق ب 7. برهن على أن 
جموعة 4 تكون قابلة للقياس (بمفهوم لوبيغ) إذا وفقط إذا تمتعت بالخاصية 
التالية (التي تسمى قابلية القياس بمفهوم كاراتيودوري) : من أجل كل جموعة 
جزئية 2 د » لدينا المساواأة: 


p*(ZN A4) + p*(Z\ A4)‏ = رض)خن 


2. ليكن « قياساً ه - جمعياً معطى على حلقة ۸ وحدتها ×» وليكن 
1 -8)م. من أجل كل 4 د×» ندخل إلى جانب القياس الخارجي 
cp*‏ القياس الداخلي ول وذلك بوضع : 


رام )سير - 1 = )04م 
من الواضح أن لدينا دوماً : (4)*بر > (4)يس. برهن على أن : 
(4)* = (4)يم 6 
إذا وفقط إذا كانت المجموعة 4 قابلة للقياس (بمفهوم التعريف 2) . 
إذا كن الان طن عل :خا ذالت رحدةة اغد غاد اساراق 
بمثابة تعريف قابلية القياس لمجموعة . 
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3. توسيع مفهوم قابلية القياس ي حالة قياس ى - مته . 


إذا كان القياس الأول ” معطى في الفضاء × على نصف حلقة بدون 
وحدة فإن تعريف قابلية القياس لجموعة » الذي أدخلناه 058 يصبح 
ا هذا مق إذا كان ع2 هى العو فان الجيوعات مكل المستوى 
بأكمله » والشريط » وخارج الدائرة» ليست جموعات قابلة للقياس طبقاً لهذا 
التعريف . وبالتالي ندرك أنه من الطبيعي الجوء إلى توسيع مفهوم قابلية 
القياس وذلك بقبول قم غير منتهية للقياس لكي تقبل جماعة المجموعات 
القابلة للقياس » ا هو الحال عندما يكون القياس الأول معطى على نصف 
حلقة ذي وحدة» بنية اله - جبر (بدل بنية ال6 - حلقة) . 


نقتصر الآن على الحالة الأكثر أهمية وهي حالة ما يسمى بالقياس 
ه - المنتبي » على الرغم من أن الإشاء الموافق له يكن أن يتم أيضا في 
الحالة العامة . 


ليكن ” قياساً ى - جمعياً معطى على نصف حلقة ,© من أجزاء 
المجموعة ير . تقول عن هذا القياس إنه ه - مثته إذا تمكنا'من تمثيل × بأكدله 
على شكل اتحاد قابل للعد من مموعات في ري (وليس على شكل اتحاد منته 
من جموعات في ,,©) . هناك مثال لقياس » - منته وهو المعطى بالمساحة 
المعرفة على جموعة مستطيلات المستوى . ۴ يكن الحصول على مثال سيط 
لقياس غير » - منته بالطريقة التالية : ليكن (»)/ تابعاً معطى على القطعة 
المستقيمة [0,1]. من أجل كل جموعة جزئية منتهية : [,.....,«] = 4 من 
23219 


[0,1] نضع (,<كر < = (4)س. إذا كانت مموعة النقاط × الي تحقق 
0 + («كر غير قابلة للعدء فإن هذا القياس على [1 6ا لو - م : 


e‏ ا ل 
حلقة ق ٠‏ لیکن رق لا - + ق رق a a CC‏ 
إلى الحلقة (,,7)8 00 Bk‏ : ,8 8 » يکن اعتبار × اوتا 


اد انمد من اغات العائلة ا ی رن لا ليق 
ب... Bı, B2,‏ . إذا طبقنا على 7# كيفية القديد حسب لوبيغ » التي قدمناها 
أعلاه» نخصل على قياس ل معرف على ى - الحلقة لار. ليكن 8 5 ار . 
نرمز ب و جماعة كل المجموعات المنتمية ل الحتواة في 8 : 


- 10:0 لادج‎ , CCB} 


حينئذ تكون و ه - جبرأ وحدته 8 (راجع نتيجة النظرية 6) . 
نعتبر الآن الجماعة ا المؤلفة من المجموعات 4 التي تحقق : 


4N Bi كت‎ Ms, 


وذلك مما كان ,8 . بعبارة أخرى » فإن ا © 4 يعني أن 4 يكتب على 
الشكل : 


4 4= UA; , VA > وال‎ 
1 


إن المجاعة ا هم جبر (تأكد من ذلك!) ميه الجموع المباشر ل 


ه - الجبور ,و4#. نقول عن الجموعات () التي تشكل اله - جبر لا أنها 
قابلة للقياس ونعرف القياس 2 لكل من هاته الجموعات بالطريقة التالية : 
إذا کان : 
0 ل 


4 - U A4; 5 A: بولك ع‎ 
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9 : فإن‎ 
F(4) = 2 (40 


i=1 

لا كان قياس كل مموعة: غير سالب» فإن سلسلة الطرف الثاني من 
المساواة السابقة متقاربة نحو عدد غير سالب أو نحو ٠ه‏ +. 
نظرية 7. نحتفظ بالافتراضات الواردة أعلاه» عندئذ تنتج القضايا التالية : 
غير المتقاطعة رق کی ا مو UB e‏ 5 

© إن اا ا الا 

© إن جماعة الجماعات 4 د لا التي من أجلها تتحقق: ٠‏ > (4) م هي 
الة- حلقة ۸ وعلى هذه الة- حلقة لدينا = م. 


البرهان. ) نلاحظ أولا بأن 4 يكون منتمياً- إلى 4 إذا وفقط إذا كان 
© 46 د » من أجل كل © 3 4. من الواضح أن هذا الشرط كاف » لأنه 
يعني- بصفة خاصة أن ,8 40 43 (..,1,2 - 1)؛ لنثبت أنه ضروري . 
لیکن 4 3لا وَ© 3 #. نضع : ,8 00 = ,0 » عندئذ : 
(© مم)ن -© مم 
i=l‏ 
يما أن لدينا: 
N N‏ 
د( وام (عمه ڈ)ء 


أجل كل 8 ؛ يتضح بفضل النظرية 6 أن المجموعة © ۸ 4 قابلة 
للقياس . 

لتكن (,8] و 8) جماعتين من الجموعات غير المتقاطعة من 4 يحيث 
U 87 = ×‏ = ,8 ل . إذا كان 4 3ا فإن لدينا: 
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J, H(AN BD) =} عماس‎ B; N BF) -( عماس‎ BF) 

i ij j 

وذلك لأن القياس مم لكل جموعة من ٭ غير سالب . تثبت هذه لاوا . 

أننا نحصل دوماً على نفس النتيجة سواء عرفنا (4) حر بواسطة الجماعة إ8 
أو بالجماعة [87). 


© لتكن ... ,... ,4۵ ,400 مموعات من /1» بحيث 2 = ()لم 6 )۸4 من 
أجل 1+« و 4 ن = 4. با أن س قياس -٠‏ جمعي على 4؛ فإن : 


(4= Y ممعم‎ B)= Y p(4N B;) = 
i=l ik =1 


)4%( عر > = ١ (J «(an BD)‏ 
ادع k=1 ‘i=l‏ 
وهو ما يثبت أن القياس ل ه - جمعي . 


أخيراً» فإن القضية () نتيجة مباشرة من النظرية 6.. 


ملاحظة . نلاحظ أن توسيع مفهوم قابلية القياس الوارد أعلاه (القابل لقم 
غير منتبية .للقياس) يكن أن ننجزه أيضاً بدون الفرض القائل أن القياس 
ه - منته» ويتم ذلك» مثلاء ۴ يلي . 

ليكن × فضاء كيفياً و ۸ ة - حلقة كيفية مؤلفة من جموعات جزئية 
في 1 . 
نقول عن جموعة 4 د× إنها قابلة للقياس بالنسبة ل» إذا كان: 
دج 8 46 من أجل كل 8 د 4 . نتأكد سهولة من أن الجماعة © المؤلفة 
نیا تات افا ای ا الالو و ج وج ا کت 
ا جماعة 4ء زيادة على ذلك » - جيرا (بنفس الوحدة ×) فإن ا  -‏ . 
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عق ]أن لبن انين جنا مسرا قن Ee Sg‏ 
الفقرة 2 أنه مدد إلى 8 - حلقة #ر. لتكن 0 جماعة مجموعات × القابلة 
القياس بالنسئة ل .تقول عن جموعة 4 ذى إنها جمبوعة منغدمة إذا كان 
8 6م4)س ٥=‏ من أجل كل 8 د »ر. نعرف الآن القياس م على 0 
(الذي يكنه أخذ قم غير منتبية عوماً) بالطريقة التالية : إذا تمكنا من أجل 
كل 4 في ل » من إيجاد 8 د د بحيث تكون 8 44 جموعة منعدمة . نضع : 


(8)س = )4( كر 
ثم نضع » من أجل العناصر الأخرى 4 في 0 : 
ه ع (4) ل 


نتأكد بسبولة من أن القياس حم »- جمعي ومن أنه يطابق س على 
8 الخحلقة )د د 0 . 


4. قديد قياس حسب جوردان . 


كنا اعتبرنا في 28 من هذا الفصل قياسات تحقق فقط شرط اجمعية» 
وأثبتنا أن مثل هذه القياسات تمتد من نصف الحلقة ع إلى الحلقة 
الأصغرية (,26 المولدة عن نصف الحلقة تلك . إلا أنه بالإمكان تمديد مثل 
ذلك القياس إلى حلقة أوسع من (,,)2. يسمى الإنشاء الموافق لذلك ديد 
القياس حسب جوردان0. أما الفكرة التي يعتمد علا هذا الإنشاء»ء والتي 
استعملها في بعض الحالات الخاصة منذ زمن بعيد رياضيو اليونان العتيق » 
فتنحصر في الاقتراب من الجموعة 4 التي نرغب في «قياسها» بواسطة 
جموعتين '4 و “4 » مزودتين بقياسين» من الداخل ومن الخارج أي بحيث : 

A'C AC 4"‏ 
ليكن ” قياس معطى على حلقة كيفية ۸ . 
(1( سيل جوردأن (Camille Jordan)‏ رياضي فرنسي (1922-1838) . 
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تعريف ك تقول عن جموعة 4 إنها قابلة للقياس بفهوم جوردان؛ إذا 
استطعنا» من أجل كل ع > ٠0‏ إيجاد جموعتين “4 و ”4 في الحلقة ۾ تحققان 
' الشرطين : 

AC AC 4" 

m(4'\ A’) < e 


لدينا القضية التألية . 


نظرية 8. إن المجماعة *#» المؤلفة من الجموعات القابلة للقياس بمفهوم 
جوردان » حلقة . 


لتكن 1 جماعة مموعات 4 » > كل جموعة منها محتواة في جموعة 8 من ۸ . 
من أجل كل 4 د ۸» نضع تعريفاً : 
F(A) = Inf m(B)‏ 
B24‏ 


(4) = sup m(B) 
BDA 


يسمى التابعان (۳)4 و (4) س على التوالي قياس جوردان «الخارجي» 


من الواضح أن لدينا دوماً : 
F(4)‏ = )1(4 
نظرية و. يُطابق الحلقة + جماعة المجموعات 4 دا التي من أجلها تتحقق 
المساواة : (4) ۳ = (4) م 1 
أما بخصوص جموعات ا فلدينا النظريات التالية : 
نظرية 10. إذا كان 4 د 44م 9 » فإن (ع4) م 2 ك (۳)4. 
أعدع اع 
نظرية 11. إذا كان 4 د 4 (« ,...,1,2 ع )K‏ و © = ر4 م :۰4 فإن : 
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(4) > J مهنم‎ 


E 
نعرف الآن التابع و على الساحة:‎ 
برع‎ - 2* 
+ بالعلاقة‎ 
(4)م = (4)س‎ = F(4) 
من النظرية 10 و 14 ومن كؤن:‎ 


m( 4)‏ = )4( = لس 


من أجل كل 4 د #ء تأتي النظرية التالية : 


قظرية 12. إن التابع (4)س قياس وامتداد للقياس «.. 


| يتطبق الإنشاء الوارد أعلاه على كل قياس ” معرف على حلقة. بصفة 
خاصة يمكن تطبيقه على جموعات. المستوى . نأخذ في الالة الأخيرة الحلقة 
الأول مساوية جماعة المجموعات الأولية (أي الاتحادات المنتبية 
للمستطيلات) . تتعلق حلقة المجموعات الأولية باختيار جملة الاحداثيات 
الاحدائيات) . إذا انتقلنا إلى قياس جوردان على المستوى» فإن التعلق. 
باختيار جملة الاحداثتيات يزول : بالإنطلاق من جملة إحداثيات كيفية 
و .× مرتبطة باجملة الأولى إر×,«) بواسطة تحويل متعامد : 


Kı = 205 9 ١ Xj + FRG - Xp 4 > 


XI = — SRC ° Kı + 6005-9 ° X2 + @2‏ 
نحصل دوم على نفس القياس لجوردان.. وهذا ناتم من النظرية العامة 
التالية ي 
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نظرية 13. لكي يتطابق امتدادا جوردان (”)ز = بس و (وم)ر = مس للقياسين 
m3 mı‏ المعرفين على الحلقتين ‰ وو على التوالٍ » يلزم ويكفي أن تتحقق 
الشروط التالية : 

بره C‏ :3 4)3( = (4),م على fı‏ 


C $‏ 35 3 )4( = (4)ي على f‏ 
إذا كان القياس الأول ” معرقاً على نصف حلقة رج بدل حلقةء فن 
الطبيعي أن سمي امتذادا ,نسب وردان “كور القاس + 
j(m) = j(r(m))‏ 


المحصل عليه بقديد ”س إلى الحلقة (,2)6 أولاء وبأخذ امتداده حسب 
جوردان ثانياً . 


5. وحدانية امتداد قياس . 


إذا كانت جموعة 4 قابلة للقياس بممفهوم جوردان بالنسبة للقياس س» أي 
إذا أتقت إلى (مي)*۸ = *۸ فإن قيمة (4) تم تساوي القيمة (7)4 للإمتداد 
حسب جوردان (#)ز =7 » وذلك من أجل كل قياس © ثل امتدادا ل ” 
ومعرف على *# . يكن البرهان على عدم وحدانية امتداد القياس «« خارج 
الجماعة *۸ المؤلفة من الجموعات القابلة للقياس بمفهوم جوردان. وعلى وجه 
التحديد نقول عن 4 إنها جموعة وحدانية للقياس « » إذا تحقق : 


1) وجود قياس يدد » ومعرف من أجل المجموعة 4 ؛ 
© من أجل كل قياسين بس و دس من هذا النوع » لدينا: 


(4) = (4) 
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بوسعنا أن ننص على النتجية التالية : 


تطّابقَ جماعة جموعات وحداتية القياس »م جماعة المجموعات القابلة 
للقياس بمفهوم جوردان بالنسبة للقياس cm‏ أي الحلقة .R*‏ 


إلا أننا إذا اقتصرنا على القياسات ي -الممجعية وعلى امتداداتها 
(ه - الجمعية) » نجد أن جماعة مموعات الوحدانية أوسع » عوماً» من جماعة 
المجموعات القابلة للقيان. - 

وما أن القياسات » - المعية تلعب دور أم من غيرها فإننا تدخل 
التعريف التالي : 


تعريف 6. نقول عن مموعة 4 إنها مجموعة » - الوحدانية للقياس » - المعى 
cm‏ إذا تحقق : 


1( وجود إمتداد ه - جمعي ۸ للقياس ” معرف من أجل 4 (أي بحيث 
(g2 4‏ . 


© من أجل كل امتدادين ه - جمعيين ,3 و ۾ من هذا النوع » لدينا : 
)2(4 = (4)رة 


إذا كانت 4م جموعة » - وحدانية للقياس 6 - المعى سء توجد حسب 
تعريفناء قيمة وحيدة ممكنة (2)4 للإمتداد ه-المعى للقياس س» المعرف 


من اليسير أن ندرك بأن كل جموعة قابلة للقياس حسب جوردان تقبل 
القياس أيضاً حسب لوبيغ (لكن العكس غير صحيح ! أعط مثالا لذلك) 
“ وبأن قيمتي قياسي جوردان ولوبيغ من أجل هذه المجموعة» قيمتان 


ستنتج من ذلك مباشرة أن الامتداد حسب جوردان لقياس ٠‏ - جمعى هو 
أيضاً 5 - عى . 


- 
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القياس الأول « . ذلك أن من أجل كل ع > 0 ستطيع أن نلحق بكل جموعة 
4 مموعة 8 ۸3 بحيث ع > (48 4م)*در. من أجل كل امتداد ۸ للقياس 
# » معرف من أجل 4 » لدينا : 
X(B) = m’(B)‏ 
لأن الإمتداد “م للقياس « إلى (.2)2  -‏ وحيد. من جهة أخرى : 
ع > A B)‏ ش)خبر > Aa AB)‏ 


ع > ا(8)'س — k(4)‏ 


8 > الض)ية - )4( 


من أجل كل امتدادين »- جمعيين ,3 وَ يه للقياس »« . 
ومنه يأَتي : 


)2(4 = )4( 
وذلك لأن »> ٠‏ كيفي في المتراجحة السابقة . 


يكن أن نبرهن على أن جماعة الجموعات القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ 
يستنفد جماعة المجموعات  »‏ الوحدانية للقياس الأول م بأكملها. 


ليكن ‏ قياساً » - جمعياً كيفياً ساحة تعريفه 4» ولتكن (2)9 - ۸4 
ساحة تعريف امتداده حسب لوبيغ. من السبل أن نرى بأن: 


L(G) = L(G) 
: وذلك مما كانت نصف الحلقة ,ع الحققة للشرط‎ 
ره > هج‎ CM 
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8. التوابع القابلة للقياس 
1. تعريف وخاصيات أساسية للتوابع القابلة للقياس . 


لتكن × وآ جموعتين كيفيتين » ولتكن برج و يرج جماعتين من أجزاء × 
وَل على التوالي.. نقول عن التابع المجرد (// = بر المعرف على بر والآخذ 
قيمه في ۲ء أنه (رچ,ږي) - قابل للقياس إذا كان مج © 4 يستلزم 
“f (A4) € x‏ 


إذا أخذنا مثلا × َ۲ مساويين للمستقيم العددي (أي إذا اعتبرنا توابع 
حقيقية لمتغير واحد) وأخذنا بي ومع مساويين ماعة كل المجموعات 
الجزئية المفتوحة (أو المغلقة) في #١‏ فإن مفهوم قابلية القياس الذي عرفناه 
آنفاً يصبح مطابقاً لمفهوم الاستمرار . إذا أخذنا ,رج و بي مساويين ماعة 
المجموعات البوريلية » نحصل على التوابع المسماة التوايع التابعة للقياس بمفهوم 
بوريل (©:80) أو ال ع - قابلة للقياس . 


سنهتم في المستقبل بمفهوم القياس من وجهة نظر نظرية المكاملة . ويهذا 
الصدد» نلاحظ أن مفهوم القياس المتعلق بالتوابع العددية المعرفة على جموعة 
ا ذات قياس » - جمعي برء مقهوم بالغ الأهمية . تأخذ ,رج في هذه الحالة 
يساوي الجماعة ري لكل الجموعات في القابلة للقياس بالنسبة لبرء ونأخذ 
بج مساوياً جماعة اله - جموعات (أى الجموعات البوريلية) على 
المعقم .. جا اننا تطخ عديد کل قباس اد آل جر فن 
الطبيعي أن نفرض منذ البداية بأن بي ه- جبر. وهكذا نعود في حالة 
التوابع العددية إلى تعريف قابلية القياس بالطريقة التالية . 


تعريف ۴. لتكن ا جموعة معطى علا قياس ٠‏ - جمعي س معرف على 
مح جين 8 شول طن نابم سمي ديز عل ر عرد قال لا إذا 
كان » من أجل كل جموعة بوريلية 4 من المستقيم العددي , لدينا: 
f-1(4) € §‏ 
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بطريقة ماثلة » نقول عن تابع عقدي («)ب معرف على × أنه م - قابل 
للقياس » عندما يكون ,هي © (1)4-م من أجل كل مموعة بوريلية من 
المستوى العقدي . من السهل التأكد من أن ذلك يكافىء القول أن الجزء 
الحقيقي للتابع م س - قابل للقياس » وكذا الأمر بالنسبة لجزئها التخيلي . 

نقول عن تابع معطى على المستقم إنه بوريلي (أو 8 - قابل للقياس) إذا 
كانت الصورة العكسية لكل جموعة بوريلية » مجموعة بوريلية . 


نظرية 1. لتكن #رء ۲ » 2 جموعات كيفية » ولتكن ۽ي» رة» ي جماعات 
أجزاء من ×» ۲ » 2 على التوالى . إذا كان التابع («)/ در المعرف على 
#مج.»©» - قابلاآً للقياس والتابع (ر)ع = المعرف على ۲ 
(92 ,م ©) - قابلا للقياس » فإن التابع : 
((«)ر)ع = )م = z‏ 
(عچ,بي) - قابل للقياس . 
باختصار فإن تركيب تابعين قابلين للقياس تابع قابل للقياس . 


البرهان. إذا كان 4 د مج فإن (4)-م = 8 درج لأن التابع ع (9©2 , 
,©) - قابل للقياس . من جهة أخرى فإن التابع ۶ ال (م#,يم#) - قابل 
للقياس يستلزم أن يرهء (ه)شرء أي أن برو (1)4-م = ((1)4-ع)ا-/ 
ومنه يأتي أن التابع © (ج8,»#) - قابل للقياس . 


نتيجة . كل تابع بوريلي لتابع عددي سر - قابل للقياس » تابع س - قابل 
للقياس . بصفة خاصة» فإن كل تابع مستمر لتابع س - قابل للقياس تابع 
س - قابل للقياس . ش 

سنكتب في المستقبل إذا لم نخش التباساً «قابلاً للقياس» بدل «س - قابا 
للقياس» . 
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نظرية 2. لي يكون تابع حقيقي (<//ر قابلاً للقياس» يلزم ويكفي من أجل 
كل عدد حقيقي ء أن تكون الجموعة | > («)ر: + قابلة للقياس . 


البرهان. من الواضح أن الشرط ضروري لأن نصف المستقيم (6,ه -) 
جموعة بوريلية . حتى نثبت أن الشرط كاف نلاحظ .في البداية بأن 
الى جير المولد عن الماعة < المؤلفة من كافة أنصاف المستقهات 
(ه ,ه -) تطابق اله - جبر المؤلف من الجموعات البوريلية على المستقم . 
'ومنه ينتج » حسب الفقرة 5٠58ء‏ الفصل 1ء أن الصورة العكسية لكل 
جموغة بوريلية» تى إل مت الجن المولد “عن الضور العكبية: لاتضافت 
الات ا إل :لي ا اة للقناسن + 

يُعتبر هذا الشرط في أغلب الأحيان بثابة تعريف لقابلية القياس» أي 
أننا نقول عن تابع (*)/ إنه يقبل القياس» إذا كانت كل المجموعات من 
الشكل [ه > («)/: *) قابلة للقياس . ٠‏ 


2. جمليات على التوابع القابلة للقياس . 
لنثبت أن جماعة التوابع القابلة للقياس» المعرفة على جموعة كيفية» 


E N مقلقة.‎ 


نظرية 3. إن الفرق وابجمع والجداء لتابعين قابلين للقياس توابع تقبل القياس . 
إذا كان مقام كسر تابعين قابلين للقياس غير منعدم فإن هذا الكسر يقبل 
القجافن» 
البرهان . نثبت هذه النظرية في عدة مراحل. 

1) إذا كان التابع ۶ يقبل القياس فن الواضح أن »f‏ ور +ه يقبلان 
القياس. مما كان الثابثان #- وة 

© إذا كان التابعان ۶ و ع يقبلان القياس » فإن المجموعة : 

391 


{x: f(x) > g(x)} 
+ تقبل أنضا العباين تاك أن‎ 
{x: f) > g(x)} = 0 0 > ملعم‎ {x : g(x) > 8 


e أن‎ 


{xif(x) > جه‎ g(x)} = {x: fe) + g(x) > a} 
. تقبل القياس . وهذا يعني أن مموع تابعين قابلين للقياس تابع يقبل القياس‎ 


3 من () و (2) نستنتج أن الفرق ۾ -۶ يقبل القياس أيضاً. 


) إن جداء تايعين يقبلان القياس تابع يقبل القياس. لرؤية ذلك 
ل لستعخدم المتطابقة : ْ 


2 د - 8 + ماج = هل 


نلاحظ أن الطرف الثاني تايع يقيل القياس . وهنا ناج من المراحل 
الثلاث السابقة ومن نتيجة النظرية 1» التي يتبين من خلالما أن مربع تابع 
قابل للقياس تابع يقبل القياس . 


ئ إذا كان التابع (دكر قابلا للقياس و + (#)رء فإن التابع س يقبل 
أيضاً القياس . ذلك أنه إذا كان » > 0 فإن : 
[x:4 > 2| u fe: <|‏ = | > ور :ءا 
وإذا كان » < 0 فإن : 
f(x) > 3‏ <ه:ء]- أ > جر دأ 
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ش 0 < ار :دأ =| > جر : أ 

نلاحظ أننا نحصل في جميع هذه الحالات على طرف ثان قابل للقياس 
(بصفته جموعة) . 

من المرحلتين 4) و( ينتج أن الكسر ك تابع يقبل القياس (شريطة 
أن يكون «)ج + 0) . 

وهكذا أثبتنا أننا تحصل على توابع قابلة تلقياس عند تطبيق العمليات 
الحسابية على توابع قابلة للقياس . 

نبرهن الآن على أن مموعة التوابع القابلة للقياس مغلقة ليس فقط 
بالنسبة للعمليات الحسابية بل بالنسبة للإتتقال إلى الباية أيضاً . 
نظرية 4. إن نباية متتالية توابع قابلة للقياس ومتقاربة من أجل كل × 3 بء 
تابع يقيل القياس . 


البرهان . لتكن (×)/ + («د),/؛ عتدئذ ء 


m>n tk 


أ - f(x) > = uu n 8 fine) < c‏ 85 0( 
ذلك أنه إذا كان «)ر < م » يوجد #4 بحيث  :‏ - م > (»)؛ من العدد 
امختار # يكن إيجاد قيمة ل كبيرة بكفاية بحيث تكون المتراجخة : 
fn(*) > e‏ 
محققة من ,أجل كل قم ” > ٠۸‏ وهذا يعني أن × ينتمي إلى الطرف الثاني 


من المساواة (1). 


بخصوص القضية العكسية » نلاحظ أنه إذا انقى × إلى الطرف الثاني من 
(1)» فإنه يوجد # بحيث : 
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fn) < e — 


وهذا من أجل الأعداد ص الكبيرة بكفاية. ومنه يأتي “f(x) > ce‏ أي أن 
× ينتمي إلى الطرف الأول (الأيسر) من (1). 


إذا كانت التوابع (*«),/ قابلة للقياس » فإن المجموعات : 
ليده < (x: In‏ 


تقيل أيضاً القياس . ما أن جماعة الجموعات القابلة للقياس م - جبر فإن 
المساواة (1) تبين أن الجموعة : 


ce}‏ < دارا 
قابلة أيضاً للقياس» وهو ما يثبت قابلية القياس إ(»)/ . 


ملاحظة . ما سبق » نرى أن قابلية قياس تابع لا تفرض وجودا مسبقاً لقياس 
على الفضاءات المعتبرة. يجب فقط تعيين جماعات الجموعات التق ستعتبر 
فيا بعد جموعات قابلة للقياس. والواقع هو أننا ستعمل مفهوم قابلية 
القياس » عوماً » من أجل توابع على فضاء × مزود بقياس معين» معرف 
على ٠‏ - جبر مؤلف من مجموعات جزئية من × . تلك هي الحالة التي 
سنعتيرها أسفله . ١‏ 


كنا أشرنا إلى أن كل قياس » - جمعي معرف على ه ‏ جبر ‏ مؤلف 
من أجزاء لجموعة × » يكن اعتباره تاماً وهذا دون المس بعمومية المسألة؛ 
أي أننا ستطيع أن نفرض بأنه إذا كانت 4 جموعة قابلة للقياس » وقياسها 
منعدم » فإن كل مموعة جزئية “4 د4 تقبل القياس (وبطبيعة الحال: 
0 - 40)س) . إن هذا الشرط لقام القياس سنفرض حته دوماً في المستقبل . 
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3. التكافؤ . 
من الممكن في معظم الأحيان» لدى دراسة التوايع القابلة للقياس» أن 


نهمل قيم هذه التوابع على جموعة ذات قياس منعدم . وهو ما يؤدي بنا إلى 
تقدم ار :الال 


تعريف 2. نقول عن تابعين f‏ وع معرفين على نفس الجموعة ع القابلة 
للقياس » أنهما متكافئان (ونرمز لذلك ب: ۾ -م) إذا كان : 


({x : f(x) + g(x)}) = 0‏ ير 
تتبنى المصطلح التالي : نقول عن خاصية ما إنها محققة أا كان تقريباً في 8 » 
إذا كانت محققة أا كان في ع ماعدا في مموعة نقاط قياسها منعدم . وهكذا 
نرى أن تابعين متكافئين ها تابعان متطابقان أا كان تقريباً . 


نظرية 2. إذا كان (»)/ تابعاً معرفاً على جموعة قابلة للقياس ع ومكافئا على 
ع لتابع قابل للقياس (©)م فإن (»)/ يقبل القياس أيضاً . 


البرهان. من تعريف التكافؤ ينتج أن الجموعتين : 

(x: g(x) > a} 3 {x: f(x) > a} 
لا تختلفان فيا بينهما إلا بمجموعة قياسها منعدم ؛ وبالتالي (مع العم أننا‎ 
فرضنا القياس تاماً) إذا كانت الجموعة الثانية قابلة للقياس » فإن الأول‎ 
. أيضاً تقبل القياس‎ 


ملاحظة . نلاحظ أن الدور الذي يلعبه مفهوم تكافؤ التوابع في التحليل 
التقليدي ؛ ليس ذا أهية» لأنه يعتبر أساساً توابع مستمرة لمتغير واحد أو 
لعدة متغيرات والتكافؤ بالنسبة لهذه التوابع هو التطابق . بعبارة أدق» إذا كان 
/ وه تابعين مستمرين على قطعة مستقيمة 8 ومتكافئين (بالنسبة لقياس 
لوبيغ) فإمهما متطابقان. ذلك لأنه إذا كان »)ع + ,«)ر عند نقطة م×» 
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فإن استمرار ي و ۾ يؤدي إلى وجود جوار للنقطة م بحيث تتحقق داخله 
العلاقة («)ع = ««ير. وما أن قياس هذا الجوار موجب فإنه لا يمكن أن يكون 
ابخان مدان تان دا كنا “معطا بقين + 

أما تكافؤ توابع كيفية قابلة للقياس» فإنه لايؤدي عوماً إلى تطابق هذه ٠‏ 
التوابع . مثال ذلك التابع المساوي ل1 عند النقاط الناطقة والمساوي ل0 
عند النقاط غير الناطقة 2 المستقيم العددي » فهو تابع يكاقء التابع المنعدم 5 


4. التقارب أا كان تقريباً . 


ما أننا لاخبتم في العديد من الحالات بسلوك تابع قابل للقياس على مموعة 
قياسها منعدم » فن الطبيعي أن ندخل التعميم التالي للمفهوم المعتاد للتقارب 
النقطي . 


تعريف 3. نقول عن متتالية توابع |(<«),ىامعرفة على فضاء مقيس × أنها 
متقاربة أا كان تقريباً نحو تابع («كرء إذا كان : 


(2 lim («)مر‎ = f(x) 


من أجل كل × د × تقريباً (أي إذا كانت جموعة العناصر × التي لا تتحقق 
من أجلها المساواة (2) جموعة ذات قياس منعدم) . 


مثال . إن متتالية التوابع ”(+* -) = (×).؟ المعرفة على الجال [0,1] متقاربة 
من أجل ه م نحو 0 -(«// أعنا كان تقريباً (لأهها متقاربة نحو 0 = كر 
عند کل نقطة ماعدا ف 1= (x‏ . 


تعتبر النظرية الموالية تعمي) للنظرية 4. 
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نظرية '4. إذا كانت (2«),/] متتالية توابع قابلة للقياس » متقاربة نحو تابع 
()/ أا كان تقريباً على *ء فإن التابع ()/ يقبل القياس . 


البرهان . لتكن 4 جموعة العناصر × التي تتحقق من أجلها المساواة: 
f(x)‏ = مر lim‏ 
لدينا فرضا 0 = (864)سم. إن التابع («)م/ يقبل القياس على 4 ء ثم إن 
كل تابع يقبل القياس حتا على أية جموعة قيامها منعدم ولذا ينتج أن دار 


يقبل القياس أيضاً على ×١4‏ ؛ وبالتالي فإن التابع («ير يقبل القياس على 
.X‏ 


ترين. لتكن )مرا متتالية توابع قابلة للقياس» أا كان تقريباً نحو تابع 
(«كر. اثبت أن هذه المتتالية تتقارب أا كان تقريبا نحو («)ع إذا وفقط إذا 
كان التابع (×)ع يكافى التابع («)ر . 


5. نظرية ايغوروف (580:00). اثبت د . ايغوروف سنة 1911 النظرية المامة 
التالية التى تبرز العلاقة الموجودة بين مفهومى التقارب أا كان تقريبا 


والتقارب المنتظم . 


نظرية 6. لتكن ع جموعة قياسها منته و ((«),م/] متتالية توابع قابلة للقياس » 
متقاربة أعنا كان تقريباً على 8 نحو تابع («)ر. عندئذ من أجل كل 0>8 
توجد جموعة قابلة للقياس م85 دع . بحيث : 


(Es) > (E) - 5 ) 

© تتقارب المتتالية ((«),/م] نحو (*)/ بانتظام على المجموعة .8 . 
البرهان . يتبين من النظرية 4 أن التابع («)ر يقبل القياس . نضع : 
1 > اضر - [xf‏ 0 = رم 


من أجل « و « مثبتان» ثل 7 جموعة العناصر × بحيث : 
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لل > اكير - ورا 
وذلك من أجل کل > م . ليكن : 


يتضح من تعريف ”× أن : 
أطي مك ETE EF‏ 


من أجل ” مثبت . 
ا ل أجل كل ” وکل 


5 > ۰0 إيجاد (”)0" بحيث : 


5 8 
yı (E”\ EF نرج‎ < 2m 


نضع : 


8١‏ 5 ها 


ونثبت أن امجموعة و٤‏ المشيدة بهذه u‏ تحقق شروط النظرية . نبرهن في 
البداية أن المتتالية ((<),/ر) متقاربة بانتظام نحو («ر على .5 . ذلك ما ينتج 
مباشرة من كؤن: 

ل > اضر - ورا 


هبما كان ” ف حالة no(m) < i‏ و« 5 وك . 


لنقم الآن قياس الجموعة م8685 . نلاحظ بهذا الخصوص أ 


(E\E”) =0‏ من أجل کل ب .. ذلك أنه إذا کان E\ E” 5 xo‏ فإنه 
توجد قم ل: كبيرة بالقدر الذي نريد» بحيث : 


ل > الجر - |fı(xo)‏ 
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أي أن المتتالية (),/) لاتتقارب نحو («)ر عند النقطة م×. وما أن المتتالية 
(«)ء/) متقاربة أنغا كان تقريباً نحو («)/ فرضاء يجب أن يتحقق لدينا : 

u (E\ E”) = 0 
: ومنه يأتي‎ 


"ا )ال 


1 65 
ا‎ 5 1 (ENE aD < 2m 
: وبالتالى‎ 

(ENE). = (EN N Em) = (U (E\EFm))) ك‎ 


coo 


3 ١ (ENE n)) < 0 2 
m=1 


m=} 


ا ران الط رة 


6 التقارب بالقياس . 


بالقياس نحو تابع (»)» إذا كان : 


تعريف 4. نقول عن متتالية توابع قابلة للقياس ((*),/] إنها متقاربة 


lim {x :lf (x) - ادر‎ < o} ع‎ 0 


وهذا من أجل كل و > 0. 
توضح النظريتان التاليتان العلاقة بين مفهوم التقارب أا كان تقريباً 
والتقارب بالقياس . نفرض هنا أيضاً بأن القياس منته . 
نظرية 7. إذا تقاربت متتالية توابع قابلة للقياس ((2)./) أا كان تقريباً نحو 
تابع («/ فإنها تتقارب نحو نفس التابع («)/ بالقياس . 
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البرهان . من النظرية 4 ينتج أن التابع («)/ يقبل القياس . لتكن 4 جموعة 
(ذات قياس منعدم) العناصر × التي لاتتقارب قيا المتتالية ((<),/]) نحو 


fol = ©‏ - )ما :ع = Ex(o)‏ 
هيع R,(J= U‏ 
Kean‏ 
M = 6 Rn(o)‏ 
fm»‏ 
من الواضح أن هذه المجموعات تقل القياس 5 بم أن : 
Rı(@ 5 8:)62< ..‏ 
فإن استمرار القياس يؤدي إلى: 
(MD) , E> os‏ نيزح (Rao)‏ 


لیت أن : 
McC 4‏ ® 


إذا كان م 8 4 » آي إذا كان : 
fn(xo) = ftxo)‏ ا 
هن أجل » >0 معطى يوجد ۸ بحيث: 
feed - f(xol > o , k= n‏ 
أي أن م« 3 () .۸ وبالتالي م« ® مه . 
ما أن 0 = (4)س فإن « تستلزم © = مه) م وبالتالي : 


u (R„(o))— 0 , مه ج‎ 


تم إن )م ے 62),اء» وبذلك يتم البرهان على النظرية . 
يكن أن نتأكد بسہولة من تقارب متتالية توابع بالقياس لاستلزم عوماً 
الثثارب: فا كان قربا ده المتدالية : لزؤية ذلك حرف عن أجل كل 
عدد طبيعي ۾ على [0,1) التوايع : 
يو ff, a,‏ 
بالظريقة التالية ؛ 


برقم "ده التبم ا الواحد علو الاخر ‏ خضل على متالية .متهارية 
بالقياس نحو 0 (5 نرى ذلك بسيولة) لكا الاتتقارب ف أية نقطة عن 
11 » (أثبت ذلك !) . 


تار 3 8 0 ا بالقياس نحو («)ع إذا وقتط إذا 8 
التابع (×)ع يكافىء («لر. 

على الرغم من أن المثال السابق يبين بأن القضية العكسية لقضية 
النظرية السابقة غير حيحة عوماء إلا أن لدينا النظرية التألية . 


نظرية 8ه لتكن (2),/) متتالية توابع قابلة للقياس » متقاربة بالقياس نحو 
(«كر. عندئذ نستخرج من هذه المتتالية» متتالية جزئية (*)م/] متقارية 
نجو (»)/ أا كان تقريباً 


البرهان . لتكن ... ,ره ,رع متتالية أعداد موجبة بحيث : 


inte, = 0 


—+oo‏ 1و 
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ولتكن ... ٩»,‏ متتالية أعداد موجبة بحيث تكون السلسلة؛ 
Tı + N2 FF...‏ 
متقاربة . لننشىء متتالية دليلات : 
n < H2 >‏ 
بالطريقة التالية : نختار ,م ا يلي : 
fe = eı} > nı‏ - )مرا : {x‏ 


(العدد ,م المعرف ببذه الطريقة موجود بالتأكيد) ؛ نختار بعد ذلك يم > م 
بحيث : 

{x :Îfa(x) — f(x) = ea} > يد‎ 
: بحيث‎ nk-_1 < Nk بصفة عامة نختار‎ 


e‏ < ليع = f(x)‏ — )يورا : عدار 


لنثبت أن المتتالية المشيدة بهذه الطريقة متقاربة نحو («/ر أعغا كان تقريباً . 
لرؤية ذلك نعتبر : 


ما أن : 


Rp, 2...‏ 52 ... 25 و8 R2‏ 
فإن (0) سرج (:۸) س بفضل استمرار القياس . 
من جهة أخرى» يتضح أن به 2 > (,#)برء ومنه: 0+( )س لا 
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هه هةء أي 0= (@)س. يبقى أن نتأكد بأن من أجل كل نقاط الجموعة 


n(x) ج‎ f(x) 


لیکن م« 3 8600 . يوجد عندئذ و¡ بحيث × 3 ,۸ . وهذا يعني » من 


2. 


أجل كل ۾ > : أن لدينا: 
ex}‏ > اسار - ايمرا : xo € {x‏ 


أى : 


مع > (xo0 - f(xo)l‏ مرا 
ثم إن 0ه يع فرضاء ولذا: 


ل" = (0ت)يول ب 


وهو المطلوب . 


7 نظرية لوزين «منعس). الخاصية (©). 

إن تعريف قابلية القياس لتابع » الوارد في بداية هذا البند خاص بالتوابع 
المعرفة على جموعات كيفية » وهو تعريف غير مرتبط بأي شكل من الأشكال 
بمفهوم استمرار تابع . بهذا الصدد لدينا النظرية المامة التالية الخاصة بالتوابع 
المعرفة على قطعة مستقيمة » وهي النتيجة التي توصل إليها ن .ن . لوزين 
سنة 1913 . 


نظرية و. لي يكون تابع («)/ر معرف على القطعة [ط ,ه] قابلاً للقياس يلزم 
ويكفي » من أجل كل ع > 0» أن يوجد تابع (×)ب مستمر على [ط ,۾] بحيث : 


ع > f(x) + q(x)}‏ : دام 
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بعبارة أخرى » يكن أن نرد تاعا قابلاً للقياس إلى تابع مستمر على [6.ه] 
وذلك بتغييره بشكل مناسب على جموعة قيامها صغير صغراً كيفياً. عندما 
نستطيع رد تابع معرف على قطعة مستقيمة إلى تابع مستمر بواسطة هذا 
«التحريف الصغير» نقول عن التابع المعتبر أنه قتع بالخاصية (©) (هذا 
المصطلح هو الذي استعمله ن . ن . لوزين) . تثبت نظرية لوزين أن الخاصية 
(©) يكن اعتبارها أساساً لتعريف قابلية القياس بالنسبة للتوابع ذات متغير 
عددي . ستطيع الحصول على برهان نظرية لوزين باستعال نظرية ايغوروف 
(المطلوب القيام بهذا البرهان !) . 


5 تكامل لوبيغ 


إن مفهوم تكامل ريان المعروف في التحليل الأولي لا يقبل الاستعال إلا 
من أجل التوابع المستمرة أو من أجل التوابع التي ها نقاط تقطع «قليلة» . 
أما إذا تعلق الأمر بتوابع قابلة للقياس ومتقطعة عند كل نقطة من ساحات 
تعريفها (أو معرفة على جموعات مجردة غير مزودة بمفهوم الاستمرار) فإن 
الإنشاء الرياني (نسبة إلى ريان) يصبح غير قابل للاستععال . يُوجد بالنسبة 
لثل هذه التوابع مفهوم آخر للتكامل أكثر كال ومرونة» وهو يرجع إلى 
لوبيغ . 

تقثل الفكرة الرئيسية لإنشاء تكامل لوبيغ في كؤن النقاط × تجمع 
لاحسب مقربتها من بعضها البعض على المحور ×» کا هو الحال في تكامل 
ريمان» بل تجمّع حسب مقربة قم التابع عند هذه النقاط » من بعضها 
البعض » وهو ما يسمح مباشرة بتوسيع مفهوم التكامل ليشمل صنفاً كيرا جداً 
من التوابع . ۰ 

بالإضافة إلى ذلك نلاحظ أن تكامل لوبيغ يعرف بنفس الطريقة من 
أجل توابع معطاة على فضاءات مقيسة كيفية » أما تكامل ريان فهو معرف 
أولا من أجل توابع ذات متغير واحد ثم يوسع بعد ذلك إلى التوابع المتعددة 
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المتغيرات بواسطة تعديلات لابد منبها. ثم إن تكامل ريان يفقد معناه إذا تعلق 
الأمر بتوابع معرفة على فضاءات مقيسة ومجردة . 

نعتیر من الآن فصاعداً قياس س ه - جمعياً وتاما معرقاً على ه - جبر 
مؤلف من مموعاتء وحدته × . تعتبر هذا دوماء إلا إذا ورد نص: صرغ 
ينفي ذلك . نفرض أن كل الجموعات 4 د تقبل القياس وكل التوابع (»)/ 
معرفة من أجل × د× وتقبل القياس . 

من المستحسن تعريف تكامل لوبيغ أولاً من أجل التوابع » الممواة بسيطة ؛ 
ثم نعرفه من أجل توابع عامة جدا . نتناول في الفقرات 2)» ()» (4) إنشاء 
تكامل لوبيغ في الحالة التي يكون فيها قياس الفضاء بأكمله منتبياً . أما حالة 
القياس غير المنتبى فندرمها ضمن الفقرة 5 من هذا البند. 


1. التوابع البسيطة . 
تعريف 1. نقول عن تابع («)ر معرف على فضاء مقيس × إنه تابع بسيط 
إذا كان قابلاً للقياس وجموعة قيمه منتبية أو غير منتبية وقابلة للعد. 


تتميز بنية التوابع البسيطة بالخاصية التالية . 


ية 1. يكون تابع («ر جموعة قيمه منتبية أو غير منتهية قابلة للعد: 


قابلة للقياس . 


البرهان . من الواضح أن الشرط لازم» لأن كل جموعة ,4 صورة عكسية 
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مجموعة ذات عنصر واحد [ر)» ونحن نعم أن كل جموعة ذات عنصر واحد 
و بوريلة يخ إو الوط كاف ن "فرعن النظرية ينود يان السو 
العكسية (8):-ر لكل مموعة بوريلية اتحاد ,4 ن » على الأكثر قابل للعد 
من الجموعات. القابلة للقياس. يه اتال فآن “زىت جموعة. فا 
القيامن . 

يعتمد استعال التوابع البسيطة في إنشاء تكامل لوبيغ على النظرية 
التالية : 


نظرية 2. لكي يكون تابع («)/ قابلاً للقياس» يلزم ويكفي أن يكون مساوياً 
لنباية متتالية متقاربة بانتظام لتوابع بسيطة . 


البرهان . إن الشرط كن حي E E‏ وال السابق . للبرهان 
لزومه نعتبر تابعاً قابلاً للقياس كيفياً («)/ ونضع کے = («)رر في حالة 
AE‏ (حيث م« أعداد صحيحة i‏ أعداد صحيحة 
موجبة) . من من الواضح أن التوابع (×) ر بسيطة ؛ ثم إن 0ء تتقارب 
بانتظام نحو (×)/ لاآن : 





ک )ہگ - ومرا. 


2. تكامل لوبيغ من أجل التوابع البسيطة 


في البداية مفهوم تكامل لوبيغ من أجل التوابع البسيطة المعرفة 
أعلاهء أ ا القابلة للقياس ذات قم جموعاتها منتهية أو قابلة للعد. 


ليكن ۶ تابعاً بسيطاً يأخذ القم : 


حيث : رر + ,بر من أجل ز+ :. ولتكن 4 جموعة جزئية قابلة للقياس 
كيفية من × . 
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من الطبيعي أن نعرف تكامل التابع f‏ على المجموعة A4‏ بالمساواة : 


),4(« مر YF‏ = عبة ضار | 00 


حيث : إونز = (*)ر, ل € An = {x:x‏ 

شريطة أن تكون سلسلة الطرف الثاني من (1) متقاربة. وهكذا نصل إلى 
التعريف التالي (حيث نفرض السلسلة متقاربة مطلقاً وذلك لأسباب يدركها 
القارئ) 5 


تعريف 2. نقول عن تابع بسيط ١‏ إنه قابل للمكاملة أو قابل ليمع على 
المجموعة 4 (بالنسبة للقياس س) إذا كانت السلسلة (1) متقاربة مطلقاً . إذا 


كان التابع يمر قابلاً للمكاملة» فإن جموع السلسلة (1) يسمى تكامل ثم على 
المجموعة 4 . 

نفرض في هذا التعريف أن الأعداد ,ير مختلفة . تلاحظ أنه يكن ثيل 
قيمة التكامل لتابع سيط كمجموع جداءات من الشكل (,8)سع» بدون أن 
نفرض بأن الأعداد »ء متخالفة. ويتم ذلك بفضل التوطئة التالية . 


توطئة. لیکن ,8 نا = 4 وَه - ر8 ۸ ,8 من أجل ز+:» وليكن / تابعاً 
k ¢‏ 
يأخذ على کل جموعة من المجموعات Bk‏ قيمة وحيدة Ck‏ ¢ عندئذ : 


6 ور ا‎ dy = J cx (Bx) 


k 
)2( مع العلم أن التابع مر يكون قابلاً للمكاملة إذا وفقط إذا كانت السلسلة‎ 
: مثقاربة طلقا‎ 
: البرهان . من السبل أن نرى بأن كل جموعة‎ 
An ={x:xE 4 , f) x( = }ہر‎ 
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تساوي إتحاد الجموعات .8 التي تتحقق من أجلها ,ير = ىء . ولذا: 


مقس الع هام YJ‏ مر لح (,4)سرمر J‏ 
k‏ بورلا Ck™‏ ع« n‏ 
يما أن القياس غير سالب» ستخلص: 
مقعسانا Y EBD =Y‏ ارا :8ع رمم سام Y‏ 
k.‏ ورلا r n Ck‏ 
وهذا يعني أن السلسلتين : (,4)م ,بر و (.8)س هه ل متقاربتان مطلقاً 
أو متباعدتان قي تفس الوقت . اتهى برهان التوطفة. ” 
نقدم الآن بعض خواص تكامل لوبيغ للتوابع البسيطة . 
أ ) إذا كان ۶ و ي تابعين بسيطين قابلين للمكاملة على 4 » فإن جموعهما 
م f+‏ تابع يقبل المكاملة ولدينا: 


عب g(x)‏ ا + رة دار | - دبك Kx) + gl‏ 1 
4 4 4 


لرؤية ذلك نفرض أن : 


f(x) = fi , VXE FC A4 


وَ: 
VXE GC 4‏ , ره ع g(x)‏ 
بحيث أن 
n= | Dav =F f(D‏ 3 
(ر©)س رع )= dı‏ همع أ = رل )4( 


ل 
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بالاعتقاد على التوطئة السابقة يأتي : 
)6 2:#) سرع + م =J J‏ هاصع + صانا =3 ® 
7 


(FI) =D (Fi N (ر©‎ 


31 
Gj)‏ 86)م )= ريعس 


وبالتالي فإن التقارب المطلق للسلسلتين (3) و 4) يؤدي إلى التقارب المطلق 
للسلسلة (5)؛ زيادة على ذلك : 


4 


ر ارق عد ل 


ب) إذا كان تابع سيط بم قابلاً للمكاملة على 4 و« ثابتا كيفياًء فإن 
التابع × يقبل أيضاً المكاملة على 4 » ولدينا: 
au = | o‏ وات رأ 
El‏ 4 
(التأكد من هذه الخاصية بسيط) . 


ج) إن كل تابع بسيط f‏ محدود على جموعة 4 » يقبل المكاملة على 4 ؛ 
وإذا كان : 8 > اها على 4 » فإن : 


1 ع اميق («)ر‎ Mp4) 


(التأكد من هذه الخاصية سيط) . 


3. التعريف العام لتكامل لوبيغ على جموعة قياسها منته . 

تعريف 3. نقول عن تابع / إنه يقبل المكاملة (المجع) على جموعة 4 » إذا 
وجدت متتالية [,/] من التوابع البسيطة القابلة للمكاملة على 4 » والمتقاربة 
بانتظام نحو ۶. تسمى النهاية : 


5 12 | FO ره‎ 


تكامل التابع ۶ على المجموعة 4 » ونرمز له ب: 


به ضار ,| 


نلاحظ أن التعريف السابق يصبح ذا معنى إذا تحققت الشروط التالية : 

1) إذا وجدت النباية (6) مما كانت متتالية التوابع البسيطة القابلة 
للمكاملة على 4 والمتقاربة بانتظام . 

© من أجل تابع م معطى » يجب ألا تتعلق هذه النهاية باختيار المتتالية 
لملا 

يجب أن يتطابق التعريف السابق للمكاملة والتكامل مع التعريف 
المعطى في الفقرة 2» عندما نعتبر توابع بسيطة . 

إن كل هذه الشروط متوفرة . 

للبرهان على الشرط الأول » يكفي أن نلاحظ بالاعټاد على الخاصيات 
() » (ب)ء (ج)ء لتكامل التوابع البسيطة» بأن لدينا: 


اضر - وما صن )4( > أنه وم | لع هعم || © 
4 ع 4 A4‏ 
للبرهان على الشرط الثاني » يجب اعتبار متتاليتين (,/] وَ(#/] متقاربتين 
نحو م. إذا أخذت النباية (6) قيمتين مختلفتين من أجل هاتين المتتاليتين ؛ 
فإن النہاية تصبح غير موجودة من أجل اتحاد هاتين المتتاليتين وهو ما 
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يناقض الشرط الأول . أخيراً للبرهان على الشرط الثالث يكفي اعتبار المتتالية 
ال محصل علا بوضع / = f‏ من أجل كل «. 


ملاحظة. نرى فى في إنشاء تكامل لوبيغ أننا ستطيع القييز بشكل واضح بين 
مرحلتين : + الأول منہما هي تعر يف التكامل فق حد ذاته (بصفته جموعا 
لسلسلة) من أجل صنف توایع (التوايع | البسيطة القابلة ا سيط جداً 
التغر يقن إلى صت توا ع أ بكم من الصتف السانء ويم ذلك بفضل 
انتقال إلى النباية . والواقع أننا نجد هاتين المرحلتين» أي التعريف الإنشائي 
المضيق ثم الانتقال إلى النهاية في كل انشاءات 00 ١‏ 

نقدم الآن الخواص الأساسية لتكامل لوبيغ . من التعريف ستنتج مباشرة 

]. )4( = برل 1۰ ا 1 )8( 

لل إذا کن تابعا يقبلاللكاملة: و ع کا فإن التابع “رم يقبل 
أف الكاملة لهاي ` 


9( / اح يزه دا‎ / A dp 


خضل غل هذه الخاصية بالإنتقال إلى | النهاية في الخاصية (ب) لتكامل 
التوابع البسيطة . 


1]. المعية : إذا كان ۶ وع تابعين قابلين للمكاملة» فإن التابع ع + 
يقبل أيضا المكاملة ولديئا : 


(10) / (e) + g()] d= ٣ fC) du + g(*) dı 


نحصل على برهان هذه الخاصية بالإنتقال إلى النباية في الخاصية (أ) لتكامل 
التوابع البسيطة . 


۷. كل تابع f‏ محدود على جموعة 4 » يقبل المكاملة على 4 . 
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نحصل على برهان هذه الخاصية بالإنتقال إلى النباية و ''اصية (ج) 
لتكامل التوابع البسيطة » وذلك باستخدام النظرية 2. 


ل. الرتابةء إذا كان («كر > 0» فإن : 
dy > 0‏ ودار ا (1D‏ 
4 

(شريطة وجود التكامل) 

فيا يخص التوابع البسيطة نلا حظ أن هذه الخاصية تنتج مباشرة من 
التعريف . أما في الحالة العامة فيمكن البرهان علا بملاحظة أنه إذا كان 
التابع م قابلاً للقياس وغير سالب» توجد متتالية توابع بسيطة غير سالبة» 
متقاربة نحو ۶ (راجع النظرية 2) . 


نستنتج من الخاصية الأخيرة أن الشرط (ء)ي < («كر يؤدي إلى : 


02 | mar = |] sear 


وبالتالي» إذا كان : ۸£ > («ر > .م من أجل كل × 3 4 (أو كلها 
تقريبا) فإن: 


)13( my( 4) < / Ae) du = Mu(4) 


1. إذا كان 0 = (4 )سء فإن 6 = م دار 
۲ إذا کان («)ع = («كر أسا كان تقريباً فإن : 
سه همه | = roa‏ | 
A4 4‏ 
مع العم أن هذين التكاملين من طبيعة واحدة. 


نستنتج هاتين الخاصيتين مباشرة من تعريف تكامل لوبيغ . 
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1 إذا كان التابع ب قابلاً للمكاملة على 4 ء وكان (#«)ب > ارا أعغا 
كان تقريباً » فإن التابع ۶ يقبل المكاملة أيضاً على 4 . 


ذلك أنه إذا كان ير وَ م تابعين بسيطين وحذفنا من 4 جموعة ذات قياس 
منعدم فإننا نحصل على جموعة 4 يكن كتابتها على شكل اتحاد منته أو قابل 
للعد لمجموعات يكون التابعان f‏ وم على كل واحدة متها ثابتين: 
a,‏ = (دكر»؛ ,5 =)ب» حيث ۾ > اها . لما كان e‏ للمكاملة 


فإننا ستطيع كتابة : 


3 lalan) =Y b, 5 |, هوف‎ = | oc ar 
وبالتالي فإن التابع ۶ يقبل أيضاً المكاملة ولدينا:‎ 
|, ب - لبد‎ - | 7 ۰ 4 <Y lanl 4n) = 


به هم | = lrolar‏ | - 
4 4 
نبرهن على هذه الخاصية في الحالة العامة بالإنتقال إلى النهاية وباستخدام 
النظرية 2. 
3 إن التكاملين : 


)14( 1 1 fd , ده‎ fol dy 
من علبيعة واحدة.‎ 


فى حالة FF‏ البسيطة 0 القضية العكسية للقضية السابقة > من تعريف 
ا أما في الحالة العامة فنبرهن عليها بالإنتقال إلى النهاية وباستخدام 

النظرية 2؛ نستعمل أيضا في الحالة الأخيرة المتراجحة : 
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اط - ا > اطا - اها 


٠ .4‏ - الجمعية والإستمرار المطلق لتكامل لوبيغ . 
قدمنا في الفقرة السابقة خاصيات تكامل لوبيغ على جموعة ثابتة . 
ونقدم الآن بعض خواص تكامل لوبيغ باعتبار العبارة : 
به ور | = FA)‏ 


كتابع جموعة معرف على جماعة جموعات قابلة للقياس . تثبت في البداية 
الخاصية التالية : 


نظرية 3. إذا كان ,4 لا -4مء حيث: © = ر4 4,0 من أجل ز+:»ء 
فإن : ١‏ 
Koar‏ | كتاف (05 
إن وجود تكامل الطرف الأيسر يستلزم وجود التكاملات والتقارب المطلق 
للسلسلة الواردة في الطرف الاين . 
البرهان . لنتأكد في البداية من نتيجة النظرية من أجل تابع بسيط ۶ يأخذ 


القے : 
لقم < وو <s‏ 7010122 
لتكن : 


f(x) = yx}‏ ,4 عع :عا د ع8 
An, f(x) = yx}‏ ع Bak = {x: x‏ 


(16) | وار‎ au=Y ye MBN = ye (Bn = 
k 


k n 


J J vun) =) | به ضار‎ 
n k An 


n 
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بما أن السلسلة (8 )س بر لآ متقاربة مطلقاً حسب قابلية f‏ للمكاملة على 
4 » وما أن قياس كل جموعة غير سالب» فإن السلاسل الأخرى الواردة في 
(16) متقاربة مطلقاً . 


إذا كان / تابعاً كيفياً فإن قابليته المكاملة على 4 يستلزم » من أجل كل 
م > ۰0 وجود تابع سيط ع قايل للمكاملة على 4م يحفق الشرط : 
f(x) - g(x) < 8‏ )17( 
لدينا من أجل ۾ : 
dı‏ :)ع 7 = ١ s0‏ 18( 
خي و قاين الكائلة عل كل جوع من الحيرغات رفوالا 
(18) متقاربة مطلقاً . ينتج ما جاء آنفاً ومن المتراحة (17) أن التابع ۶ يقبل 


أيضاً المكاملة على كل جموعة من المجموعات ,4 » وأن : 
rman | soar) =X er4.) = e4)‏ ,|| ا 
s(x) ar) < e4)‏ | سعبة ضكر |j,‏ 
A4 A4‏ 
مراعاة (18) ينتج أن السلسلة : بره كر | ١‏ متقاربة مطلقاً» وأن : 
2ep(4)‏ ع بك J(x) du — f(x)‏ 2 
ما أن ۾ > 0 صغير صغرأ كيفياً» نحصل على : 
[mar‏ حب صر j,‏ > 
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فتيجة . إذا كان التايع ۶ قابلة للمكاملة على 4 ء فإنه يقيل المكاملة على كلى 
#موعة قايلة للقياس Ad‏ د ك4 . 


كتا أتبتنا أنه إذا كان التابع م يقبل المكاملة على المجموعة 4 فين القرض 
مك ناك 4 و 2 - ره © رك من أجل تر ن يستلزم أن ۶ يقبل المكاملة على 
كل .4 والتكامل عبلى 4 يساوي جموع التكاملات على الجموعات ,4 . 
تقبل هذه النتيجة قضية عكسية وهي + 


نظرية 4. إذا كان ,4 لا = 4 وك ر4 4,6 من أجل ز+:» وكانت 


ال 
dp‏ الود كرا ٍ! م )19( 


متقاربة » فإن التابع م يقبل المكاملة على 4 وَ: 
dy‏ دار 1 25 نرف f)‏ 7 


البرهان . الشىء الجديد هنا بالنسبة للنظرية السابقة هو أن تقارب السلسلة 
(19) يستلزم قابلية المكاملة لير على 4 . 
نبرهن على النظرية أولاً في حالة تابع بسيط ير يأخذ القم ,ر. نضع : 
A4 , KR) = f}‏ عع :ع1 عد B;‏ 


A wi عد‎ An N 2 


5 Ani e Bi 


/ foe) نك‎ - fil (A4 nı) 


إن تقارب السلسلة (و1) ستلزم تقارب السلسلتين : 
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(مقعسارا. )= JY filan)‏ 
م إن تقارب سلسلة الطرف الأيمن يستلزم وجود التكامل : 
[mau = Y fw»‏ 


أما في الحالة العامة فنقترب من التابع ر بواسطة تابع بسيط ثر بحيث : 


ع < ام) م - fo‏ 20( 


| | يبك ا«)/‎ > 1 FOO du + e (A) 
An 5 


ولا اتيك ا 
J (4n) = (4)‏ 


متقاربة » فإن تقارب السلسلة (19) يؤدي إلى تقارب السلسلة : 


> |, oar 


وهذا يعني » حسب ما أثبتناه آنفاً» أن التابع البسيط ١‏ يقبل المكاملة على 

4 . لكن المتراجحة (20) تبين » عندئذ» أن التابع الأول ۶ يقبل أيضاً المكاملة 

على 4. انتهى برهان النظرية . 

متراجحة تشيبيتشاف (»ءف م2600 . إذا كان («)م > 0 على 4 وه > 0 فإن : 
du‏ (عد)ي4 كه < Hx: x € 4,(x)‏ )21 


لرؤية ذلك نعتير : 
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Zz ¢‏ (*«)م , 4 ع ع«:عاع A‏ 
حنئذ : 


1 q(x) dıı = | q(x) dp + 1 »)0( dy > 1 Q() dı > e (4) 
A4 4 ANA A4 


“ننيجة . إذا كان : 


1 lf) du = 0 
4 5 


فإن 0 -(*//ر أسا كان تقريباً . 
لرؤية ذلك نلاحظ أن متراجحة تشيبيتشاف تعطى : 


Mx:xe 4, fool > بط‎ > n | lf) du = 0 
n 4 
: من أجل كل . وبالتالي‎ 


0 = ل > 9ا 4 € |x: x‏ 3 د |0 + 4.00 ع |x:‏ 


n =1 


أثبتنا في الفقرة السابقة أن تكامل لوبيغ لكل تابع f‏ على جموعة ذات 
قياس منعدم » يساوي الصفر . 
مكن اعتبار القضية السابقة كحالة قصوى من النظرية المامة التالية . 


نظرية 5. (الاستمرار المطلق لتكامل لوبيغ) . إذا كان (*كر تابعا قابلاً لجمع 
على المجموعة 4 2 نستطيع من أجل كل ع > 0 إيجاد 5 > 0 بحيث : 
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من أجل كل مموعة قابلة للقياس + د4 بحيث : 8 > (©)نر. 
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البرهان . نلاحظ بادىء ذي بدء أن النظرية بديبية في الحالة التي يكون فيا 
التابع ر محدودا. ليكن إذن ۶ تابعا كيفياً» قابلاً لمجمع على 4 . نضع : 


An, ={x:xE 4 , م‎ Sf > n + 1} 


Bn ع‎ U A4, , Cn = A\Bx 
: وبالتالي ينتج من النظرية 3 أن‎ 


|, rolan = > |, باصا‎ 


n =0 


١ نبل اا‎ = 8 fC du < 5 


n= N +1 


وليكن : 


8 
0>5 > 2-9 


إذ كان الآن : 6 > (6)سر فإن : 
olay‏ | + بيه اصن | = بيه اضها | > road‏ | 
بد0 مه e eN BN‏ 6 
إن التكامل الأول الوارد في الطرف الأين من هذه المتراححة أصغر من 5 
أو يساويه (الخاصية 7) ؛ أما فيا يخص التكامل الثاني فهو لايتجاوز 
* التكامل المأخوذ على المجموعة ,© بأكملهاء وبالتاللي» فهو أصغر من و أو 


يساويه . إذن : 
ع < fC du‏ | 
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تؤدي خاصيات التكامل كتابع لمجموعة» وهي الخاصيات المثبتة أعلاه» 
إلى النتيجة التالية . 

لكوي نه عرز واليه انز ابيع عل i es‏ 
عندئذ يكون التابع 

به ور | = F(A)‏ 

معرقاً من أجل كل جموعة قابلة للقياس 4 د×» وغير سالب 
وه - جمعياً أي أنه يحقق الشرط : إذا كان مكل لا ع 4م و2 ع ;4 4:60 من 
أجل ز+ 1ء فإن (,5)4 ۶= (۴)4 . 

بعبارة أخرى » فإن تكامل تابع غير سالب » باعتباره تابع جموعة » قتع 
بكل خاصيات قياس 6 - جمعي . 

إن هذا القياس معرف على » - الجبر المعرف عليه القياس الأول سء أما 
العلاقة التي تربط هذين القياسين فهي أن المساواة: 0 - (4)س تستلزم 
المساواة 0 = (4)" . 


5. الانتقال إلى النهاية تحت رمز تكامل لوبيغ . 

كثيراً ما تطرح مسألة الانتقال إلى النباية تحت رمز الجموع » أو مسألة 
المكاملة حداً 0 لسلسلة متقاربة (وهي مسألة ترد إلى المسألة الأول) . 

نثبت في التحليل التقليدي أن هناك شرطا كافياً يجعل هذا الانتقال 
مكنا » وهو أن يكون تقارب المتتالية (أو السلسلة) المعتبرة منتظًا . 

نبرهن هنا على بعض النظريات الخاصة بالانتقال إلى النہاية تحت رمز 
تكامل لوبيغ وهي تعتبر تعميات بعيدة المدى بالنسبة للنظريات الموافقة لها 
في التحليل التقليدي . 1 


نظرية 6. (لوبيغ) . لتكن إء/) متتالية توابع على ٠4‏ متقاربة نحو f‏ إذا 
كانت لدينا المتراجمحة التالية من أجل كل ”: 
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(«)م ک ((«) مرا 


حيث م تابع يقبل المكاملة على 4 » فإن الهاية ۶ تابع يقبل المكاملة على 4 
3 
d~ | f(x) dı‏ وام 1 
A‏ 4 


البرهان . ستنتج من فرض النظرية سهولة أن («)م > )ا . وقد لاحظنا في 
الفقرة 3 (الخاصية 9711) أن التابع م يقبل عندئذ المكاملة على 4 . ليكن 
ع > 0. من النظرية 5» يوجد 6 > 0 بحيث : 6 > (8)دم يستلزم : 


22) 1 )م‎ dy > 


ثم من نظرية إيغوروف » يكن اختيار 8 بحيث تكون 5 > (8)ر والمتتالية 
متقاربة بانتظام نحو / على 4۸8 -0 . يوجد إذن عدد ۸ بحيث من أجل 


م > َع 3 0 ستنتج : 


Tawra E‏ )رك اا دارا 


| rau = | hedan = 


= 7 U(x) - fn(x)] dp + f(x) dp — Jfn(x) dp 


ما أن مم > ا0ا و (٭)ب > اوم راء يأتي مراعاة (22) أن : 


5+5+5“ نك d= 1 f(0‏ ا 
انتبى البرهان . 


: إذا كان : ثابتاً = 36 > )يرا وم بم فإن‎ ٠ 
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بيه ضكر | cou‏ | 

A4 4 

ملاحظة . ما أن قيمة التكامل لاتتعلق بقيم التابع على جموعة ذات قياس 

نعل کی أن بو غارب اال :زيف النظرية 6 ر اننا کن 
تقريباً » وأن تتحقق كل متراحة («)م > ا») ۶ا أعغا كان تقريباً . 


نظرية 7. (ب لوي :16 .8) لتكن [م) متتالية توابع قابلة للمكاملة على 4 
ىث : 


0 


... كك f(x) = f(x) > ... < fa(*)‏ 
وحيلث تكون جموعة تكاملاات هذه التوابع محدودة من الأعلى بثابت K‏ أي : 
au = K‏ .1| 


عندئذ تقبل المتتالية [.ئ) أا كان تقريباً على 4 نهاية (منتبية) 


(23) J(x) = lim fn(x) 


به وال ,| 1.a‏ ,| 


نلاحظ أنه يمكن تعريف التابع ۶ على الجموعة (ذات القياس المنعدم) 
التي لاتوجد فما النهاية (23) وذلك بطريقة كيفية» مثلاً » بوضع 0 = («)/ 
على هذه المجموعة. 
البرهان . سنفرض أن (*),/ > 0 لأنه يكن رد الحالة العامة بسهولة إلى الحالة 
السابقة بالانتقال إلى التوابع : ظ 

١ f n = fn - f 


0 = {(x:iXxE 4 , f(x) — o} 
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من السبل أن نرى بأن: ۵۳ نا ۸= © حيث : 
a(x) > r}‏ , 4 ع Q7 = {x:x‏ 
ثم من متراجحة تشيبيتشاف (21) يأتي : 


: K 
(r) ت‎ 
u(Q7) > 


U‏ کن OPCOPC CAF Cc...‏ کن ان کی 
ع (0ه )س 
n 5 r‏ 


لدينا أيضاً الاحتواء التالي من أجل كل : 


Q CU O7 
n 


K :‏ ا 
ولذا: ح ك( . ما أن r‏ كيفي » يأني : 
0 = )®( 
وهو ما يثبت أن المتتالية الرتيبة |(«)ء/] تقبل أا كان تقريباً على 4 ههاية 
منتبية (*)/ . ش 
نرمز ب ,4 لمجموعة النقاط × د 4 التي تتحقق من أجلها: 


...و2 و1 = f) <F‏ > 1 دم 
ونضع م = («)ن على ,4 . 
عندما ننتبي من البرهان على قابلية المكاملة ل(« على 4 تصبح 
نظريتنا نتيجة مباشرة من النظرية 6. نضع : 


B= UA, 


r=] 
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لما كانت التوابع رر و۶ محدودة على ,8 ولدينا دوماً 1 + ار > (د)ب؛ 


لض تطيع أن نک نکتت : 
f(x) du + (4) =‏ 1 = يبل p(x)‏ 1 
Bs Bs‏ 


f(x) dp + (A) > K + (4)‏ أ ا 


من جهة أخرى : 


5 


| man= Y rua) 


r=l 
: ما أن هذه الجاميع محدودة نستنتج تقارب السلسلة‎ 


co 


به وم | = ru4)‏ > 
r=‏ 
وهكذا يتضح أن قابلية المكاملة للتابع م على 4 قد أثبتت . ستطيع تعويض 
الشرط القائل بأن المتتالية ير متزايدة في النظرية 7 بالشرط القائل أن هذه 
اة اة واسيب كد 


نتيجة . إذا كانت (*«)ربن > 0 و: 


٠ 


مه 


| vray < - 


n =1‏ 
فإن السلسلة («)ربن < متقاربة أننا كان تقريباً على 4 » و : 
n=]‏ 


(3 wo) = 3 | بوت‎ 


n =1 اعدع‎ 


نظرية 8 (فاتو ده:ة8) إذا كانت متتالية توابع ,ا قابلة للقياس وموجبة » 
متقاربة نحو / أبغا كان تقريباً على 4 و: 
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100a = ©‏ | 
4 
فإن التابع ۶ يقبل المكاملة على 4 و: 
f(x) dp = Kk‏ ا 
4 


البرهان . نضع : 
)ركم = هام . 
إن التوابع ,م قابلة للقياس لأن: 
U {x: fes) > ¢}‏ حل > هامو:ع) 


من جهة أخرى : (») ۶ > («),م > ٠0‏ وبالتالي فإن التوابع ,م تقبل المكاملة 


لعا 
dy =‏ )ار | > O‏ 1 
4 4 
8 
... ك Q(X) = P(X) > .. > Pn)‏ 
1 


lim Q,(x) = f(x) 


أعنا كان تقريباً . إذن بتطبيق النظرية السابقة على المتتالية (,ب! نحصل على 


6. تكامل لوبيغ على جموعة ذات قياس غير منته . 
كنا تفرض مدن البداية». عند الحديث عن التكامل .وخاصيائه > بان 
التوابع المعتبرة معطاة على مموعات ذات قياسات منتهية . ورغم ذلك فإننا 
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نضطر في الكثير من الأحيان إلى اعتبار توابع معطاة على جموعة ذات 
قياس غير منته » قد تكون هذه المجموعة مثلاً مستقهاً مزوداً بقياس لوبيغ . 
ومنه يتضح أهية توسيع مفهوم التكامل ليشمل هذه الحالة . سوف نقتصر 
غل تتاول آم حالة وهي التي تكون فيها امجموعة المعتبرة × على شكل اتحاد 
قابل للعد مؤلف من جموعات ذات قياسات منتمية : 

(24) X =U XK, , (Xa) > مه‎ 


إذا كانت الجموعة × » المزودة بالقياس س» تكتب على شكل اتحاد قابل 
للعد من جموعات قياساتها منتهية » فإن القياس س على × يسمى قياس 
ه - منتهياً (راجع الفقرة 3863) . إن قياس لوبيغ على المستقم » مثلاء 
وعلى المستوى وعلى فضاء ذي « بعداًء قياس » - منته . نحصل على مثال 
لقياس لا قتع بخاصية القياس » - المنتبي بتزويد كل نقطة من المستقيم 
العددي بالوزن 1» حينئذ نستطيع اعتبار كل المجموعات الجزئية لهذا المستقم 
كقابلة للقياس : ذلك أن المجموعات المنتبية ذات قياسات منتهية » أما باقي 
المجموعات فهي ذات قياس غير منته . 

تسمى كل متتالية متزايدة إ,×] من المجموعات الجزئية القابلة للقياس × 
متتالية معمقة إذا حققت الشرط (24)» ندخل الآن التعريف التالي . 


تعريف 4. نقول عن تابع قابل للقياس 'ر» معرف على جموعة × مزودة 
بقياس » - منته »» أنه يقبل المع على × إذا قبل المع على كل جموعة 
جزئية قابلة للقياس 4 د× قيامها منته» وكانت النهاية : 


25) lim / f(x) dp 


موجودة من أجل كل متتالية معمقة (,!» ولا تتعلق باختيار هذه المتتالية . 
لسمى هذه النباية تكامل رو على 2254 ونرمز الا ب: 
fC) dp‏ ا 
XxX‏ 


426 


من الواضح أن التعريف السابق من أجل كل تابع » منعدم خارج 
جموعة ذات قياس منته » يكافىء التعريف المعطى في الفقرة 3. 


ملاحظة . ستطيع توسيع تعريف ل ا 1 
بدون أي تعديل إلى الحالة التي يكون فيا القياس غير منته . من الواضح 
لو و ل ل 
قيمه غير المنعدمة على مموعة ذات قياس منته. إن تعريف قابلية المع 
المعطاة فى الفقرة الثالثة ذو علاقة مباشرة بفرض انتهاء قياس الجموعة × . 
ذلك أنه إذا كان ه = (8)سم فإن التقارب المنتظم لمتتالية توابع بسيطة قابلة 
للقياس [,م! لا يستلزم عوماً تقارب متتالية تكاملاتها (اعط مثلاً !) . 


تمتد النتاج المقدمة ضمن الفقرتين 3 و4 في حالة قياس منته» في 
خطوطها العريضة » إلى التكاملات على. جموعات ذات قياس غير منته . 


إن الفرق الأسامي فيا يتعلق ببذه النتائح هو أنه إذا كانم = (#)سر فإن 
التوابع القابلة للقياس والمحدودة على × ليست دوماً قابلة للمكاملة . نلاحظ 
بصفة خاصة هنا أن كل ثابت غير منعدم تابع لا يقبل المكاملة على × . 


يكن للقارئ أن يتأكد من أن نظريات لوبيغ ولوفي وفاتو تبقى قائمة في 
حالة قياس غير منته . 


7 مقارنة تكامل لوبيغ بتكامل ريان . 
نريد الآن دراسة أوجه الشبه بين تكامل لوبيغ وتكامل رهان . نقتصر هنا 
على أبسط الحالات وهي تلك التي يكون فيا قياس لوبيغ معرفاً على المستققم 
العددئ:: 
b‏ 
(RÎ fax‏ =1 
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موجودا» فإن التابع ث/ يقبل المكاملة على [ط,ه] بمفهوم لوبيغ ولدينا: 
Kau =1‏ ,| 
[a,b]‏ 


البرهان . نعتبر تجزئة لقطعة المستقم [ط,ه] إلى "2 جزءا بالنقاط : 


k 
Zk = a + ,مج‎ (hb — a) 


ونعتبر مجاميع داريو (*«ده6ة2) الموافقة هذه التجزئة : 


ba 
O, = 2n ١ Mnk 
k=1 





b—a 5 
رمه‎ = 2n Monk 
k=| 





حيث ».14 و »رص ها الحد الأعلى والحد الأدنى على التوالي للتابع ۶ على 
القطعة : 
XS Xk‏ 5 اعرد 
من تعريف تكامل ريممان يأتي : 
ر© I = lim O, = lim‏ 


fn(x) = Mak,Xk1 ك‎ X < Xk 


n(x) = Maks Xk-| 5 X < Xk 


يمكن أن نعرف التابعين ,۴ و بار بطريقة كيفية عند النقطة م =×. 


o,‏ اه وام ب | Fd =O,‏ ا 
{a,b} [a,b]‏ 
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لا كانت المتتالية ترا متناقصة والمتتالية (ررا متزايدة» لدينا: 
ش 709 > وار+ و 7 
(/ ك ورم جوم 
وذلك أا كان تقريباً . 
من نظرية ب لوفي يأتي : 


1 f (x) dp = lim OQ, = I = lim ®, -| f(x) dx 
[a,b] A —oo {a,b] 


جد 1 


1 |۴ )×( - ا(‎ dp -| (f (x) - عرف ار‎ = 0 
{a,b] [a,b] 


ولذا: 
0 = ودار = در 


وذلك أا کان تقريباً: أي : 
100 = )ل = () f‏ 


وا 
dy = 1‏ ودار 1 
{a,b)‏ 


وهو المطلوب في النظرية . 
من السبل أن نعطي أمثلة لتوابع محدودة على قطعة مستقيمة كيفية › 
قابلة للمكاملة بمفهوم لوبيغ وغير قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان (مثلاً » تابع 
ديركليت السالف الذكرء أي التابع على [0,1] الذي يأخذ القيمة 1 من 
أجل كل × ناطق والقيمة 0 من أجل كل × غير ناطق) . ليس هناك توابع 
تقبل المكاملة بمفهوم ريمان من بين التوابع غير المحدودة» لكن هناك من بيبا 
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توابع تقبل المكاملة بمفهوم لوبيغ . نلاحظ بصفة خاصة أن كل تابع (»)/ > 0 
بحيث يكون تكامله بمفهوم ريممان : 


(ne 


موجوداً من أجل كل »> 0 وبحيث يقبل نهاية منتهية 1 لما 0+مع» هو 
تابع يقبل المكاملة على [a, b]‏ بمقفهوم لوبيغ » ولدينا : 


1 f(x) du = lim f(x) dx 
[a,b] ممع‎ Ja+e 


إن التكامل ١‏ : 
إن التكامل الموسع 5 
lim f(x) dx‏ 
a +6‏ 0جع 
٤‏ الحالة التي تكون فیا : 


b 
مه = يدل دارا | هنا‎ 
06 +6 


غير موجود بمفهوم لوبيغ لآل قابلية المكاملة للتابع (×) تستلزم قابلية 
المكاملة للتابع («)/ا حسب الخاصية ۷111 من الفقرة 3. إن التكامل التالي 


1 
1 LEE 
0 × x 


موجود كتكامل موسع (فهو نصف متقارب) لريمان لكنه غير موجود 
كتكامل للوبيغ . 

إذا اعتبرنا تابعا على كل المستقيم العددي (أو على نصف المستقيم) فإن 
تكامل ريان لمثل هذا التابع لا يكن أن يوجد إلا باعتباره تكاملا موسعاً. هنا 
أيضاً ستطيع القول أنه إذا كان مثل هذا التكامل متقارباً مطلقاً فإن تكامل 
لوبيغ الموافق له موجود وله نفس القيمة ؛ أما إذا كان هذا التكامل نصف 
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sin x 
x 


مثلاً لا يقبل المكاملة بمفهوم لوبيغ على المستقيم العددي لأن : 
7 هد ب اع | 

E‏ اك 
على الرغم من أن : 


ذم مه + 
2 5111 
عدل ——— 1 


20 


مه - 


موجود» کا نعلم » ويساوي 7. 


وه. الجداءات المباثرة مماعات الجموعات 
وللقياسات 
نظرية فوبيني (نمنطد۴) 

تلعب النظريات الخاصة برد تكامل مزدوج (أو تكامل مضاعف » 
عوماً) إلى تكاملات بسيطة دوراً هاما في التحليل. فيا يخص نظرية 
التكاملات المضاعفة للوبيغ فإن النتيجة الأساسية هي نظرية فوبيني التي 
سنبرهن عليها في آخر هذا البند. ۰ 


نبدأ أولا بتقدنم بعض المفاهم والنتاج الأولية والتي لما أهمية في حد 
ذاتها . 


1. جداءات جماعات الجموعات . 
نسمى امجموعة Zz‏ المؤلفة من الثنائيات المرتبة (ر,×) حيث × 3 × 


وير د » الجداء المباشر للمجموعتين × و ۲ ونرمز لما ب8 3 × . بطريقة 
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مماثلة » نسمى المجموعة 2 المؤلفة من المتتاليات المنتهية المرتبة (,ك*.... .*,*«) 
حيث X« 3 xk‏ الجداء المباثر للمجموعات Xi Ko Ka‏ ونرمز لما -: 


Z = ديو »دار‎ > Xa = 8 X, 
: أما في الحالة الخاصة التي يكون فيا‎ 
رلا =.. حارلا = إل‎ = X 
: × فإن المجموعة 2 هي القوة من الرتبة م للمجموعة‎ 
Z= ع‎ 
» وهكذا فإن الفضاء الحسابي الذي بعده «: ”#8 هو القوة من الرتبة‎ 


للمستقيم العددي ۸ . إن مكعب الوحدة 70 أي مموعة عناصر 80 التي لما 
احداثيات تحقق الشروط : ش 


هو القوة من الرتبة « لقطعة الوحدة [0,1] = 11 . 


إذا كانت ہج ,.. يه رج جماعات أجزاء من الجموعات : و ...×× 
فإن : 
ميا X‏ ... »اوه X‏ يي R=‏ 


ترمز إلى جماعة أجزاء المجموعة + = × التي يكن كتابتها على الشكل : 


A= رك‎ X A2... X An 
. حيث ,4 3 بي‎ 
فإن # هو القوة من الرتبة « لبراعة‎ ٠ = إذا كان ,8 = .. = رق - رع‎ 


0 
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نلاحظ مثلاً أن جماعة متوازيات الوجوه في «۸ هى القوة من الرتبة « 
جماعة القطع المستقيمة في '۴. 


نظرية 1. إذا كانت ہے ,.. رق ,ع أنصاف حلقات » فإن : ,2 © = ۸ نصف 
حلقة أيضا . 


اللوهان .عليه رق تق اه و تتاكة مق اه ن 

عنصرين من ۸ فإن 8 406 د #» زيادة على ذلك إذا كان 4 ء8 فإن 

© لا > 4 حيث 8 - م2 2 = © ۸ ,© من أجل ر+:؛ 3 ۸3 
i=l‏ 

(.... ,1,2 = 1). نقتصر على الحالة 2= ”. 


1. ليكن : وو x‏ ¢ ع 4 وَ BEQ xf‏ ¢ هذا يعني أن : 
دي € 42 .يو € A= A, xX A» 0 Aı‏ 


B= ره‎ x 8: , 8, © ,رو‎ B> © يو‎ 


: فإن‎ 
AN B= مر4)‎ Bı) x (42 N B») 
: وما أن‎ 
A, N B, € ري‎ 8 A, N B> © وي‎ 
: لدينا‎ 


يه AN 8 € §ı x‏ 
1. نفرض الآن بأن لدينا إضافة إلى ذلك : 
C A2‏ وظ BIC Ar,‏ 


لا كان ,© ور نصفي حلقتين » نستنتج التحليلين التاليين : 
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Aı = Bı U B® U ...uU B® 
42 = B> U 849 U ...U BP 
: عندئد‎ 


4= A, x ول‎ = (Bı 26 82) U (B, XxX 842) ل‎ U(B, 5 BP») ل‎ 


ن(842 U (BP x BJU ... U (BD x‏ زوه x‏ 849 )ان 


U (B(® x B2) U (B(® x B{™) U ... U (B® x B() 


إن الحد الأول من هذا التحليل هو 8 - ,8 × ,8 وكل الحدود تنتمي 
إلى الجماعة رق × ر . انتبى البرهان . 


هذاء ولا يكننا أن تنتج - عوماً - من الفرض القائل أن امماعات 
ع حلقات (أو ى - جبور) أن الجداء 5 حلقة (م- جبرء على 
التوالي) . 


2. جداءات القياسات . 


لتكن : ,م ,... ر ,چ أنصاف حلقات نعطى علها القياسات : 
Fk‏ ع Hn (4n), Ax‏ ,... ,)42 )مير رزر4 )ريا 
قصد التبسيط » نفرض أن هذه القياسات منتهية على الرغم من أن 
الاستدلالات والنتاج الموالية تمتد بدون تغيير معتبر إلى حالة القياسات 
م -المنتبية (راجع مثلاء [21) . 
مه X‏ ءا وه X‏ 7ه ٠. R=‏ )1( 
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2) p= py X ول‎ X ... X Hn 
(3) L(A) = )من ... )42( ررق )رن‎ An) 


A= A, X A2 X ... » An 
يجب أن نبرهن أيضاً بأن (4)س يساوي بالفعل قياساً» أي أن تابع‎ 
.«- 2 امجموعة جمعي . نضع من أجل ذلك‎ 
= 4ı x يك‎ =U B®) , BDN BO= ® ,i+#j 
B) = B® x B® 
: ينتج وجود التحليلين‎ ٠1 الفصل‎ ٠58 »2 من التوطئة‎ 


A= U C™ , 4 =U CP 
m n 


بحيث أن المجموعات “8 اتحادات لبعض ٥)"‏ والمجموعات )8 اتحادات 
لبعض ٥‏ . من البديهي أن : 


(4 1(4) = ı(4) (42) = YY Y (0؟© )ري‎ (C$) 

6) u (B®) = pı( B®) (0إ8 )يم‎ = ١ 3 ı(C™) )وس‎ C$") 

حيث يتد المجموع في (5) إلى « وه بحيث 8 c 8١ » ٥)” c‏ لوم 
ويحوي الطرف الأيمن في المساواة (4) مرة واحدة كل حد يظهر في الأطراف 


الهنى من العلاقات (5). وبالتالي : 
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8س اذا = رمس 
k‏ 
وهو المطلوب . 
وهكذا نرى بصفة خاصة أن جمعية القياسات الأولية على الفضاء 
الاقليدي ذي « بعد ينتج من جمعية القياس الخطي على المستقم . 
يُسمى القياس (2) المعرف على نصف الحلقة (1) بواسطة الدستور (3) 


جداء القياسات : برطلا و... ‘Mis‏ 


نظرية 2. إذا کانت القياسات : Hn‏ و... Mis Mas‏ ى - جمعية » فإن قياس 
الجداء رس × ... × ور × رس دير سى- جمعى أيضاً. 


البرهان . نقتصر على الحالة الي يكون فيها 2= م. ترمز 21 لامتداد 
القياس ,س حسب لوبيغ. 

ليكن ,© ل = » حيث تثل المجموعات © » ,© عناصر من الجماعة 
و * © » أي : 


C=A4xB, AEG , BEG, 
Cn = An X< B, , An © Fı , Bn, © ويا‎ 


نفرض أن الجموعات : ... ,ر4 ,4,4 محتواة في الفضاء × . نضع من 
أجل كل × 3× : 


(Bn) , xE An 
0 ,< © A, 


من السبل أن نرى من أجل كل × د 4 يأن : 


f.0) = | 


2 n(x) = Ha (B) 
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ولذا نستطيع أن نكتب بفضل نظرية لوفي (النظرية 7» 58) : 


J |, به وتام‎ = | (E) da, = 3(4) ° p(B) = (4) مير«‎ ( 


لکن : 
EDE AE)‏ = يق زوز / 
وبالتاللٍ : 
(C)‏ = زم عن ,2 


n 


إذا کانت القياسات : Mn‏ و... E His H2:‏ جمعية معطاة عل التوالي » 
على ي - الجبور ......, فإن جداءها يصبح تعريقاً امتداد القياس 
رلا »ا ... × وير × بل . ترمز له ب: 


jı © يبر‎ © ... © Hn 


أو ب: uk‏ © 
بصفة خاصة » من أجل : 

U = يلع‎ = .. = Up ap 
. نحصل على القوة من الرتبة « للقياس‎ 

"= Spr , pk =p 


وهكذا نرى » مثلاً » بأن قياس لوبيغ الذي بعده » » هو القوة من الرتبة 
م لقياس لوبيغ الخطي س . 

نلاحظ أن قياس الجداء تام دوماً (حتى ولو كانت القياسات : ملاب وإ 
غير تامة) . 
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3. التعبير عن قياس جموعة من المستوى بدلالة تكامل القياس الخطى 
لقاطعه . التعريف المندسي لتكامل لوبيغ . 
لتكن © ساحة من المستوى (ر,×) محدودة بالعمودين ۾ =× وم عير 
والمنحنيين («)م = ر و (×)ل = ر. 
نعم أن مساحة الساحة © تكتب بدلالة التكامل : 
b‏ 
v«) - | {0(x) - wy(x)} dx‏ 


يثل الفرق (م×)ب - (م×)ب طول مقطع الساحة © وفق الشاقول م« = × . 
إن السؤال المطروح هنا هو تعميم هذه الوسيلة (لحساب المساحات) إلى 
حالة جداء قياسين كيفيين : 
ر © يرز حال 


نفرض فها يلي أن القياسين .ير و رس معرفان على » - جبرين » - جمعيين 
ويقتعان بشرط القام (إذا كان 4 8 و0-(4)س فإن 8 يقبل القياس) 
الذي تع به» ۴ أشرنا لذلك سابقاً» كل امتداد للوبيغ . 


(× مثبت) ۰ إ4 € (ر,):ر) = ,4 
(ر مثبت) » })4 © Ay, = {x:(x y)‏ 


إذا كان × و8 محورين عددين (أي أن ¥ ×× مستو) فإن ,4 هو 


المسقط على المحور ۲ لمقطع المجموعة 4 وفق المستقيم م« = ×. 


نظرية 3. إذا تحققت الشروط الوارد ذكرها أعلاه نحصل2 على المساواة 


() نلاحظ أن المكاملة على × ثردٌ إلى المكاملة على المجموعة ,4 نا د × التي ينعدم خارجها التابع 
الذي يطلب مكاملته . بطريقة ماثلة لدينا: بر | - 
35 3 م 
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التالية من أجل كل مموعة 4 قابلة للقياس بالنسبة لس (نكتب: 4 بس 
قابلة للقياس) ٠‏ 


(4) = 1 Hy(Ax) dx 5 | ربكل زمرك )امنا‎ 
XxX 4 


البرهان . يكفي أن نبرهن على المساواة : 


(6) (4) = 1 («)يرف‎ dx , Q4 (x) = رس‎ (4x) 


الجزء الثاني من النظرية ياثل تماما جزءها الأول . ينبغي الملا حظة أيضاً 

ن النظرية تحوي مباشر ره النتيجة التالية : وين جل اا ا 
2 القياس رس) فإن المجموعات ,4 تقبل القياس من أجل القياس رس . 
وتضم أيضاً النتيجة : : التابع )مم يقبل القياس بالنسبة للقياس Hx‏ . ولولاه 
لفقد الدستور )6( معناه . 


إن القياس س هو الامتداد حسب لوبيغ للقياس . 
رلا m = x X‏ 
المعرف على الجماعة رع المؤلفة من الجموعات ذات الشكل : 
4x0‏ × 0ر4 = 
نلاحظ بخصوص هذه المجموعات أن الدستور (6) بديهي لأن لدينا في 
هذه الحالة : 


ويرك € xX‏ , (وءك4)رنا 


| = 0۸9 
ورك © د 0 


كا يُعمم الدستور () أيضاً بدون صعوبة إلى جموعات (,2)8 التي يكن 
تمثيلها بواسطة اتحادات منتبية من جموعات غير متقاطعة مثنى مثنى من س8 . 
يعتمد البرهان على المساواة () في الحالة العامة على التوطئة التالية التي 

تعتبر في حد ذاتها نتيجة ذات أهية بالنسبة لنظرية امتدادات لوبيغ . 
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توطئة. من أجل كل جموعة س قابلة للقياس 4 » توجد مموعة 8 من 
الشكل : 


B= NB, , B23 د ... د و8‎ B, د‎ 


Bn, =U Bar , روه‎ C Bp2 © ...C Bak C ... 
n 


حيث تنتمي المجموعات »,8 إلى (م)۸ 83 4€ و (8 )س = (4)سر. 


البرهان . من تعريف قابلية القياس» من أجل كل « معطى ستطيع دك 
المجموعة 4 في جموعة ,4 لا = ,© تساوي اتحاد مجموعات 4 من بي 
نحيث : 


(Ca) > (4) + ل‎ 


نضع 0 6 = ٥8,‏ نلاحظ أن الجموعات ,8 تكتب على الشكل 
k 0‏ 

ên‏ لا = ,م8 حيث : ,رج € ıs‏ . أخيراً » بوضع ورة Bank = U‏ نحصل على 
5 1= ى 


جماعة جموعات ,8 تقتع بالخاصيات المطلوبة . انتبى برهان التوطئة . 


تعمم المساواة (6) بسبولة من المجموعات »,8 3 (,2)6 إلى المجموعات 
,8 83 بواسطة نظرية لوفي (النظرية 7» 58) » وذلك لأن: 


... كت (X) , Pa, 5 P8,‏ يرق ا = )X(,۾ۍQ‏ 
lim Qaۍ,‎ (x) , QB, 2 681 2‏ = (<) وم 5 
نلاحظ أن هذه العلاقات محققة عند كل نقطة × وذلك بفضل استمرار 
القياس . إذا كان 0 = (4)سر فإن : 0 = (8)س وَ: 
ky(Bx)= 0‏ = )x(ۍQ‏ 


ایا كان قرا : 
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لا كان .4 د ,8 من أجل كل × تقريباً» فإن المجموعة ,4 تقبل 


py(4,) = 0‏ = («د) يرم 


(4)ن = 0 = dp,‏ هيه ]| 


وبالتالي فإن الدستور () محقق من أجل كل جموعة 4 ذات قياس 
منعدم. نضع في الحالة العامة 4 على الشكل 8٠66©‏ = 4م» حيث : 


0 = )€( 
وهذا بفضل المساواة (7) . 

لا كان الدستور (6) محقق من أجل المجموعتين 8 و©» فن السبل أن 
نرى بأنه محقق أيضاً من أجل المجموعة 4 . بذلك ينتبي برهان النظرية 3. 


ليكن الآن ۲ مورا عددياً » و رمم القياس الخطي للوبيغ و4 جموعة نقاط 
«ر,») من الشكل : 


(8) {x,y):x E M , 0 ك برك‎ f(x} 


حيث 84 جموعة بس - قابلة للقياس كيفية و(× تابع قابل للمكاملة 


في هذه الحالة : 
xEM‏ , 0 


x) 3‏ 4 ) رد 
834 © * , 0 


نرق Je)‏ أ = (مار 


وهكذا نكون قد أثبتنا النظرية التالية : 
441 


نظرية 4 إن تكامل لوبيغ لتابع قابل لمع وموجب (*)ر يس ري القياس : 
رط “ا بس = س للمجموعة 4 » المعرف بالعلاقة (8). 

إذا كان × محوراً عددياً 343 قطعة مستقيمة و(</ تابعاً قابلً للمكامل 
بمفهوم ريمان» فإن هذه النظرية تعبر عن المعنى المندسي المعروف للتكامل 


4. نظرية فوبينى . نعتبر الجداء 2 × ۲ × × = داء ولتكن القياسات : سء 
رط» يس المعطاة» بالترتيب » على المجموعات ×» 1 2» ٠7‏ عندئذ يكن 


تعريف القياس : 
Hy = Û, © py On,‏ 
ك5 يلي : 
عقر © (x © py)‏ 
أو د 


x, © (py © pz) 
. من السبل التأكد من أن هذين التعريفين متكافئان‎ 
تعتبر النظرية التالية أم نظرية في التكاملات المضاعفة.‎ 


نظرية 5. (فوبيني) . لیکن بس و رس قياسين معرفين علىه - جيرين» 
» - جمعيين وتامين » :وليكن (ر,)/ تابعا يقبل المكاملة من أجل القياس : 


برل © برل = ل 
على جموعة : ACXxY‏ )69 
عند ئذ() : 
1a = | (j, e ay) a =‏ ,| )10( 
ناه | ٣ f(x,y) dx‏ = 


(1) نفس المامش الوارد بخصوص النظرية 3 المقدمة أعلاه. 
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نلاحظ أن نص هذه النظرية يؤكد خمنياً على وجود التكاملين الداخليين 
(في (10)) من أجل كل القيم تقريباً للمتغير الذي تأخذ من أجله التكاملين 


الخارجيين . 


البرهان . نجري في البداية البرهان في الحالة (بر,«)/ر > 0. من أجل ذلك 
نعتبر الجداء : 
U= Xx 7 > 2‏ 


الذي يكون فيه 2 هو المستقيم العددي ويكون فيه قياس الجداء هو: 
ا © ير = اس © رر © عير = ۸ 
حيث يرمز اير لقياس لوبيغ الخطي . 
لتكن س جموعة جزئية من لاء المعرفة بالشرط : 
(x,y, 2( > w‏ 


إذا كان (ر») 3 4ل و (ردار > : > 0. 
من النظرية ٠4‏ لدينا: 


(AD Os ينتار ا‎ y) dpi 


من جهة أخرى» ينتج من النظرية 3 أن : 


02) س‎ ٣ E(w) dily 


حيث اس ® س٤‏ و بس يرمز لجموعة الثنائيات (2,ر) بحيث 
« > 2 ,ر,»). بالإضافة إلى ذلك » نستخلص من النظرية 4 أيضاً أن : 


(13) §&)wW( = f(x, y) dy 


بمقارنة (11)» (2)12 (13) نحصل على : 
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| f(x, y) dj = انا‎ f(x, y( dy | di 
. وهو المطلوب‎ 
اغا الفا إل اطالة الستابقة فكل العلدقات:‎ 
Jy) = f*)x,y( = حل‎ )*,«( 


0 ,در 2 إن ,)ا E‏ 


f-(x, ت (ر‎ f(x, ارد‎ 7 f(x, y( 


ملاحظة . إن وجود التكاملين : 
مه )2 ,|( ,ا 
بلك f.)‏ 


لايستلزم عوماً» كما يُبين المثالان أسفله» حة العلاقات (10) ولا قابلية 
المكاملة للتابع (بر .)/ على 4 . لكن إذا وجد على الأقل واحد من التكاملين : 


(14) 


(15) ٤ ا( ,دارا ب‎ dy) dius 
ا( ,)8 7 7 ظ‎ 33 dll, 


فإن التابع (ر »)م يقبل المكاملة على 4 ولدينا العلاقات 10). ٠‏ 


لرؤية ذلك نفرض مثلاً أن التكامل الأول من التكاملين (15) موجود وأنه 
يساوي 34 . إن التابع («,|(بر,د)را) هنم = (بر,«)ممر يقبل القياس ومحدود 
وبالتالي يقبل امع على 4 . من نظرية فوبيني : 


)16( | ابأ = بيه عا‎ /»)0:3( duy | ds = M 
تشكل المتتالية ,/ متتالية رتيبة موجبة متقاربة أغا كان تقريباً نحو‎ 
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ار )را . ستنتج من نظرية لوقي » ممراعاة المتراححة (16)» أن التابع أ(مر ,ا 
يقبل المع على 4 . وعندئذ يكون التابع (ر»)/ قابلاً لجمع أيضاً ويقتم 
أثبتنا نظرية فوبيني بافتراض أن القياسين بس و رس (إذن س أيضاً) 
منتهيان . ورغم ذلك فإن النظرية محققة أيضاً في حالة القياسات 
ه - المنتبية (راجع » مثلاء [21)) . 
نعتبر مثالين لتوابع يتحقق من أجلها وجود التكاملين (14) مع عدم صحة 


العلاقات (10). 
1. ليكن : 
7 -]ع 4م 
و 
Jx: ) = GT‏ 
حينئذ : 
max =0 ,y 0‏ | 
و 
1 
0 جد , fxy)dy=0‏ | 
1~ 
وبالتالي : 


(feme = f, (f, aene|ee=0 
: لكن التكامل المزدوج بمفهوم لوبيغ على المربع غير موجود لأن‎ 


1 1 1 3 1 : 
Rae إن نج‎ CAT E a 
-1 -1 0 0 r 5 


0 
: لیکن‎ .2 
A4 = [0, 1P 
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يمكن أن : 
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1 
ا 





1 


د22 > رك 


1 1 1 
ك ج2 : Tre‏ ك ور , 22n‏ 





1 1 1 
° TFI ك‎ X* <F 3F 





في الحالات الأخرى 0 


| ) | سار‎ ax) ay -0 


1 
0 


(je 02 )ر۵‎ dx =1 


— 227 +1 


J), y( = 


الفصل السادس . 


نعتبر في هذا الفصل تكامل لوبيغ المتعلق بصفة خاصة بالتوابع المعرفة 
E‏ وذلك بافتراض أن القياس الذي نأخذ من أجله 4 التكامل 


هو القياس الخطي للوبيغ المعتاد . 


إذا كان ۶ تاعا قابلاً لجمع » معرفاً على فضاء قابل للقياس ‏ وكان لدينا 
قياس س معرّف على × » فإن التكامل : 


ل سار | 0 


وجراو اچل كل جموعة قابلة للقياس 4 د×» وإذا اعتبرنا ۶ مثيتاً 
فإن هذا التكامل يمثل تابعاً لمجموعات معرفاً من أجل كل المجموعات القابلة 
للقياس 4 د × . يسمى مثل هذا التكامل تكامل لوبيغ غير المحدود . يكن أن 
تلز مكان الفضاء × قطعة مستقيمة من المستقيم العددي » وذلك كحالة 
خاصة... بالأضنافة: إل “ذلك »> إذا' كانت اه قطعة' مستقيية أيضا 4 قان 
التكامل. ن تسر اا تقطن وها ذا (أو: طف القطعة المستقيفة وء 
نفرض في هذه الحالة ان القياس سم هو قياس لوبيغ على المستقيم ونكتب /04 
بدل سه . بعد تثبيت احد الحدين للتكامل (*)» نثبّت مثلاً الحد الأدنى» 
يكننا دراسة خاصيات التكامل ۵1 ()/ 1 الاجر غ القظدة: 2 
[د,ه]ء وهذا باعتباره تابعاً للمتغير × . ستؤدي بنا هذه المسألة إلى اعتبار 
بعض الاصناف المامة من التوابع المعرفة على على المستقم . سنتعرض للمسألة 
العامة المتعلقة بدراسة تكامل لوبيغ (لتابع f‏ مثبت) بصفته تابعاً المجموعة 
من 5§. 

نحن نعلم من خلال الدروس الأولية في التحليل العلاقتين الأساسيتين 
التاليتين المعبرتين عن العلاقة الموجودة بين ا الاشتقاق والمكاملة : إذا كان 
۶ تابعا مستمرا وم تابعا يقبل الاشتقاق باستمرارء فإن : 
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0 كر -ءه 10 | 3 


F'(Ddt = F(b) - F(a) 2‏ ا 


ومنه يُطرح السؤلان المواليان : هل تبقى المساواة 1) قائمة من أجل التوابع 
القابلة للجمع بمفهوم لوبيغ؟ ثم ما هو (أكبر) صنف من التوابع التي تتحقق 
من أجلها المساواة 2)؟ 


نعالج في الفقرات الموالية موضوع هذين السؤالين . 


§1. التوابع الرتيبة . قابلية اشتقاق التكامل بالنسبة 
لحده الأعلى . 


1. الخاصيات الاساسية للتوابع الرتيبة . 


نبدأ بدراسة خاصيات تكامل لوبيغ : 
dt‏ قار ! = ))۵ 00 


افر ا لقيو عل ورد او اح اة النديينة وا اة الثالية: 
إذا كان التابع ۶ غير سالب » فإن التابع (×)۵ رتيب وغير متناقص (أي 
متزايد) . من جهة أخرى فإن كل تابع قابل لجمع يساوي حا فرق تابعين 
قابلين لجمع وغير سالبين : 
f(D - £L(D‏ = )ل 2( 

ولذا نستطيع تفكيك التكامل (1) إلى فرق تابعين رتيبين وغير متناقصين . 
إذن ترد دراسة تكامل لوبيغ بصفته تابعاً لحده الأعلى إلى دراسة التوابع 
الرتيبة من نفس الفط . تقتع التوابع الرتيبة (بغض النظر عن مصدرها) 
بسلسلة من الخاصيات البسيطة والمامة نعيدها إلى الأذهان فيا يلي : 
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نذكر في البداية ببعض المفاهي . سنعتبر دوماً توابع معطاة على قطعة 
مستقيمة إلا إذا نْصّ على خلاف ذلك. 


نقول عن تابع / إنه رتيب وغير متناقص إذا أدى الشرط و« > ×١‏ إلى 
f(x) = f(x»‏ 
نعرف بطريقة ماثلة تابعاً رتيباً غير متزايد . 
ليكن ۶ تابعاً كيفياً على المستقيم . تسمى النهاية”» 


lim f(xo + 8( 


(عند وجودها) النباية من الهمين للتابع م عند النقطة ,× ونرمز لما 
ب + 0«كر. ونعرّف النهاية من اليسار للتابع م عند النقطة ,× بطريقة 
ماثلة » ونرمز ها ب 0 - ,و« . تعني المساوأة (0 - مر = (0 + م×)/ بطبيعة 
الحال إما أن التابع f‏ مستمر عند النقطة ٠×,‏ وإما أن لم تقطعا غير 
رئيسي . تسمى كل نقطة توجد من أجلها هاتان النہايتان مع عدم تساويهماء 
نقطة تقطع من الفط الأول؛ ويُسمى الفرق (0 - ,كر - (0 + م«)ر قفزة 
التابع 1 عند النقطة × . 


إذا كان 0 - م)/ = كر فإننا نقول. عن التابع / إنه مستمر من 
اليسار عند النقطة × ؛ وإذا كان 9 + مدر = («)ر نقول أن f‏ مستمر من 
المين عند هذه النقطة. 

نبين فيا يلي الخاصيات الأساسية للتوابع الرتيبة . لتثبيت فكر القارئ 
سنتكلم عن التوابع الرتيبة غير المتناقصة» لكنه من الواضح أن كل ما 
ستورده الآن ف هذا الصدد يُعمَّم مباشرة إلى التوابع الرتيبة غير المتزايدة . 

1. إن كل تابع / رتيب وغير متناقص على [ط,ه] تابع قابل للقياس 
ومحدود» وبالتا ل قابل للجمع . 

ذلك أن لديا تعورينا : 

(1) یرمز +8+0 إلى کون # يسعى إلى 0 وهو دوماً موجب. 
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f(a) > f(x) = f(b) , Vx Ee {a,b} 
: من جهة أخرى فإن المجموعة‎ 
«اع-ع لم‎ ; f(x) > ¢} 


من أجل كل ثابت »» هي إما قطعة مستقيمة وإما جال نصف مفتوح (أو 
جموعة خالية) . لرؤية ذلك نفرض وجود نقاط ‏ تحقق » > (*)/ وليكن 4 
الأعلى لجموعة هذه النقاط . حينئذٍ نلاحظ ان .4 تمثل إما القطعة 
المستقيمة [4 ,ه] وإما الجال نصف المفتوح (4,ه]. 

2< لا يكن أن تكون تقطعات تابع رتيب إلا من الفط الأول . 

لرؤية ذلك نفرض أن م نقطة ما من [ط,ه] وأن: مده ,× حيث 
م > ,د. عندئذٍ تكون المتتالية ((,)/) محدودة من الأدنى ومن الأعلى 
(مثلا بد (ه)/ و (0)/) . وبالتالي فإن هذه المتتالية نقطة ترام واحدة على 
الأقل . من ناحية اخرى نلاحظ أن وجود عدة نقاط ترام لمثل هذه المتتالية 
يناقض بطبيعة الحال فرض رتابة التابع ۶. وهكذا فإن (0 - مر موجود. 
نثبت بطريقة ماثلة وجود (0 + 0<« . 


ليس من الضروري أن يكون تابع رتيب مستمراً. ورغم ذلك فإن 
الخاضية الثالية قاغة . 


3. إن جموعة نقاط تقطع تابع رتيب جموعة » على الأكثر » قابلة للعد. 
ذلك أن مجموع قفزات عددها منته » لتابع ۶ رتيب على [ط ,ه]› لا يتجاوز 
(ه)/ - (ط)/. وبالتالي» من أجل كل « فإن عدد القفزات المتجاوزة ل + 
عدد منته. فإذا جمعنا عدد القفزات من أجل ... ,1,2 = م وجدنا عددها 

نذكر من بين أبسط التوابع الرتيبة التوابع المسماة توابع القفزات . ويمكن أن 
ننشنها بالطريقة التالية . نفرض أن لدينا متتالية منتبية أو قابلة للعد من 
النقّاط 
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على القطعة [5.ه]. نلحق يكل نقطة ,× من هذه النقاط عددا موجباً ر۸ 
بحيث يكون ٠‏ > ,8 '( . تُعرّف بعد ذلك تابعاً f‏ على [ط ,4] بوضع : 


6000 f(x) = Y hn 

من الواضح أن هذا التابع رتيب وغير متناقص . بالإضافة إلى ذلك فهو 

مستمر من اليسار» عند كل نقطة» أما نقاط تقطعه فهى النقاط [,*!» 
والقفزة عند كل نقطة ,× نساوي 2h,‏ . ذلك أن : 


hy‏ أ  0(- lim f(x —e) = lim‏ عار 
e¬+0+ E0 yy<x e‏ 


وجا أن كل ,× محقق للشرط ,× <× يحقق أيضاً الشرط : ۾ - × > ,× من 

أجل ١‏ > 0 صغير بكفاية فإن النهاية الأخيرة تساوي #«كر- ,م ل » 

*n< x : وهكذا‎ 
J) - 0( = f)×( 

إذا تساوت النقطة × مع أية نقطة من النقاط ,+ ء مثلاً ,× = + » فإن : 


f(xno + 8) = lim h, = hr,‏ ار > )0 + عار 


E x< xn g FE كور‎ Xn 0 


O) - f(x = 0) = hao‏ وال 


أخيرا إذا لم يتساوى × مع أية نقطة من النقاط ,“د فإن تابع القفزات 
يصبح مستمراً عند هذه النقطة (أثبت ذلك !) . د 
() لو كان التابع ۶ معرقاً بالدستور: 
hn‏ 2 ء عر 
لكان ۶ مستمراً من الهين. سنفرض من الآن فصاعدا أن كل التوابع المعتبرة مستمرة من اليسارء إا 
إذا نص على خلاف ذلك . 


(2) شريطة أن يكؤن 8+ ,× مهما كان ٠۸‏ لأن ,× لا يدخل في المجموع (©. 
لمراعاة القفزة عند 6 يجب اعتبار المجال نصف المفتوح © + 5.ه)ء 9 > © بدل 81.ه]. 
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نسمي من الآن Gas‏ 
السابق تابع قفزات . من أ بع القفزات هي التوابع الدرجية التي يمكن 
وضع 0 رتيبة : 

لل < X2 <... < Kg‏ < د 

أما في الحالة العامة فنشير إلى أن توابع القفزات لما بنية أكثر تعقيد 
فثلاً إذا كانت (,ع) جموعة النقاط الناطقة (أو الكسرية) في القطعة 51 .4[ 
0 ,8 » فإن الدستور (3) يُعرّف تابع قفزات متقطعاً من أجل × ناطق 
رمس عن أجل لد بغي e‏ 


4. يمكن أن غثل كل تابع رتيب ومستمر من اليسار بطريقة وحيدة 
على شكل جموع تابع مستمر ورتيب وتابع قفزات (مستمر من اليسار) . 

نيك ز تاعا غير اى وما مق اليضان) ولككن .وو و تقاط 
تقطعه و ... ,رط ,۸ قفزاته عند هذه النقاط . نضع : 


H(x) = Y hn 


إن الفرق : 500 
تابع مستمر وغير متناقص . للبرهان على ذلك نعتير الفرق : 
(x) - (x) = f(x) - f(x) - [H(x") - H(x')]‏ 
حيث “د < ”بء إن الطرف الأين لمذه المساواة يمثل الفرق بين الترايد 
الكلي للتابع ۶ على القطعة 1× .'*] وجموع قفزات ۶ على هذه القطعة. من 


الواضح أن هذا الفرق غير سالب» وهو ما يثبت أن التابع م غير 
متناقص . من جهة أخرى » باعتبار نقطة ما *×» يمكن كتابة : 


hy,‏ ذأ - )0 — f(x* — 0(  H(x* - 0)= f(x*‏ = )0 - #بر)و 


Xn<x* 


Q(x* + 0) = f(x* + 0) — H(x* + 0) = f(x* + 0) — Y ha 


"کو . 
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وده 

f)x* - 0(  h* = 0‏ - (0 + *برر = (0 - *بر)ي - (0 + *ير)ن 
(حيث *م يمثل قفزة التابع 8 عند النقطة خير) . ومنه ينتج بمراعاة 
الاستمرار من اليسار للثر و8 ان م تابع مستمر بالفعل. 


نتتقل الآن إلى السؤال المتعلق بعرفة مأ إذا كان كل تابع رتيب يقبل 


مشتقا 


نظرية 1 (ه. لوبيغ) . إن كل تابع رتيب ؟ معرف على قطعة [ط ,ه] يقبل 
مشتقاً أا كان تقريباً على هذه القطعة. 
تقدم في البداية بعض المفاهم اللازمة للبرهان على هذه النظرية . 
نعم أن مشتق تابع f‏ عند نقطة معد هو تعريفاً نباية النسبة : 
f(x‏ - عار 


م = × 


(4) 


عندما يسعى × إلى م×. إلا ان هذه النهاية قد تكون غير موجودة. لكن 
المقادير الأربعة التالية (التي يمكن أن تأخذ قيا منتية أو غير منتبية) لها 
داع معى 0 

ولم: النهاية العليا للنسبة (4) عندما يؤول × إلى م× من الهين (أي بحيث 
مد -× > 0) . يسمى هذا المقدار العدد المشتق الأعلى من المين. 

<: (وهو العدد المشتق الأدنى من المين) يثل النباية الدنيا للنسبة ) 
عندما يؤول × إلى م من الههمين. 

۽۸: (وهو العدد المشتق الأعلى من اليسار) يشل النباية العليا للنسبة 
(4) عندما يؤول × إلى م× من اليسار. 
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ي2: (وهو العدد المشتق الأدنى من اليسار) ممئل الناية الدنيا للنسبة (4) 
عندما يؤول × إلى 0+ من اليسار. 


مثلنا في الرسم .19 المستقيات التي لما معاملات زاويّة وكمء يه 
۸ وذ على التوالي . من الواضح ان لدينا دوماً : ۸4 ك ۸4 و ۸ > ي3. 





الرسم 19 


إذا كان هى و ية متساويين فإن قيمتيهما المشتركة تمثل المشتق من المين 
للتابع («كر عند النقطة و×. ا ان المساواة م,2- وى تستلزم ان القيمة 
المشتر 2 و و ^ نساوي المشتق من اليسار للتابع دار عند النقطة و× . 
إن وجود مشتق منته للتابع ۶ عند مد يكاف تساوي الأعداد المشتقة الأربعة 
التابع ۶ وانتهاء قيمها المشتركة. ولذا ستطيع صياغة. نظرية لوبيغ بالشكل 
التالى : ش 


من أجل تابع رتيب على [ه,ه] لدينا العلاقات التالية : 
مه > Aq‏ = وى = 1= يوي( > مه - 


محققة اسغا كان تقريباً على [ط ,ه]. 


تمرين. لیکن : («)كر- = وخر . ما هي العلاقات الموجودة بين الأعداد 
المشتقة لعي والأعداد المشتقة م؟ 
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نفس السؤال عند الانتقال من «(#لر إلى x×(‏ -)ر. 

3 يعتمد برهان نظرية لوبيغ على التوطئة الموالية والتي سنستخدبها 
لندخل التعريف التالي» ليكن («)ع تابعاً مستمرا معطى على القطعة 

م >2 a<‏ . تقول عن نقطة م من هذه القطعة انها غير مرئية من المين 
من أجل التابع م» إذا وجدت نقطة ع (ط > E‏ > 0<) بحيث (5)ع > (xo×)ع‏ 

(الرسم 20) . 





توطئة (ف . ريس ۸z‏ ©) . إذا كان ع تابعاً مستمراً فإن مموعة النقاط 
غير المرئية من العين جموعة مفتوحة في [ط ,ه]» وبالتالي يمكن مثيلها على 
شكل اتحاد منته أو قابل للعد لجالات مفتوحة وغير متقاطعة مثنى مثنى 
(,5,.ه) (ويحتمل ان يضاف إلى هذه المجالات مجال نصف مفتوح يحوي 
الحد ۾) . من أجل كل مجال من هذه الجالات لدينا (مم)ع > (۽ه)ع . 


برهان التوطئة . إذا كانت × نقطة غير مرئية من الهين من أجل ۾ فإن 
كل النقاط الجاورة لم تقتع بنفس الخاصية (أي عدم الرؤية) وذلك بفضل 
استمرار .g‏ . ولذا فإن جموعة النقاط الي َك تمتع ببذه الخاصية جموعة مفتوحة 
5 [ط ,ه] . ليكن رط ,») أحد المجالات î‏ هذه المجموعة . لنفرض أن : 


(6) g(a) > g(b«) 


توجد حينئذٍ داخل هذا المجال نقطة م× بحيث (ء0)ع < (م×)ع . لتكن *× 
ا النقطة الموجودة 5 أقصى يمين نقاط (,ط,ىه) الحققة ل (x0)ع‏ = (×)ع . 
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عا أن *× د (مم,م) فإنه توجد نقطة ع > *× بحيث (*<«)ع < (5)ع . 
يكن أن تنتمي هذه النقطة إلى الجال (,5,.») لأن *×» توجد في ا 
نقاط هذا المجال الحققة ل0ح)م = («)ع» في حين أن (م»)ع > (يم)ع. 

من ناحية أخرى نلاحظ أن التراحة 0 ان صحتبا 
تؤدي إلى )8 > 0*)ع > («ط)ي مع العم أن هط لا تمثل نقطة غير مرئية 

من المين. إن التناقض الحصل عليه آنفاً يبين ان المتراجححة (6) مستحيلة . 
ومنه يأتي (٬ط)۾‏ > (.ه)م. وبذلك ينتهي البرهان على التوطئة . يستطيع 
القارئ ان يتأكد بسهولة من ان لدينا في المقيقية دن6 دوه شرطة ان 


. 4, Fa يكون‎ 


ملاحظة. نقول عن نقطة م« إنها غير مرئية من اليسار من أجل تابع 
مستمر (×)ع إذا وجدت نقطة ٤‏ < وبا تحقق (م»×)ع < )م . يكن القيام 
باستدلال ماثل للسابق للتأكد من أن جموعة النقاط غير المرئية من اليسار 
اتحاد منته أو قابل للعد من الجالات غير المتقاطعة مثنى مثنى (يط,عه)» 
ومن أن (ءظ)ع < (,م)ع . 

ننتقل الآن إلى برهان نظرية لوبيغ. نقدم في البداية البرهان باعتبار 
الفرض الإضافي الذي ينص على ان /, تابع مستمر وغير متناقص . من أجل 
هذا الغرض » يكفي ان برهن بان لديئا ال اتن التالتين اغا كان قرا 


Ag > و 0 وى‎ Aa. < o (1 


بالفعل » نضع (× - )ر - = («)*ر. إن */ تابع رتيب وغير متناقص معرف 
على القطعة [ه ,6 -]. إذا كان أ۸ و 2 يمثلان العددين المشتقين الأعلى 
من المين والأدنى من اليسار» على التوالي » للتابع *ر فإننا نتأكد بدون أية 

صعوبة (أنظر القرين السابق) من أن: 

« —( 4 ^ = وكيم 

(« = ) 2 = )ود 
وهذا من أجل كل × 3 (ط,ه). 
456 


وبالتالي إذا طبقنا المترامحة 2) على (*«)*ر نحصل على : 
وى > Aa‏ )0 
اعغا كان تقريباً على [5 ,ه] . من تلك التراجات ومن تعريف الأعداد المشتقة 


م 


لسىداج : 


وهذا يعني أن : Ag =A = Ag = Aa‏ 
لنت اوو اود عد يم اننا كان ع ما إذاا كان جه عنم عد اة 
م فإنه من أجل كل ثابت © توجد نقطة ع > مد بحيث : 


ع , 19 - هال 


×o‏ - ج 


J(5) - f(xo) > C(5 - xo) 


8 
)ل‎ - CE > f(xo) - Cxo 


بعبارة أخرى فإن النقطة مد غير مرئية من المين من أجل التابع : 
g(x) = f(x) - Cx‏ 
من توطئة ف . ريس يأتي أن مموعة النقاط المتمتعة بهذه الخاصية جموعة 


مفتوحة » ومن أجل كل مجال (ءط,م») من الجالات المكونة لهذه المجموعة 
لديا : 


J(ax) - Cay sS f(b«) - 0+ 


f(b) - f(a) - C(b« — ax) 
نقسم على © ونجمع المترامحات المحصل علا في كافة الجالات (ءط,به)‎ 
تتيحصل ا‎ 
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b( ¬‏ 
لهال لطا ج لالج ع وز يق أ( 
k‏ 


ما أن بامكان الثابت © ان يكون كبيراً بالقدر الذي نريده» ستنتج ان 
جموعة النقاط التي يتحقق من أجلها -ه = .م جموعة يكن تغطيتها بجماعة 
يجالات جموع اا صغير بالقدر الذى نریده . بالتالى فإن" هذه امجموعة 
ذات قياش منعدم . ١ ١‏ 


ش بنفس الطريقة » وبالاعتهاد على توطئة ف . ريس » ستطيع البرهان على 

ان :يم عه لها كان تقريياء. إلا أنه تشي ها تطبيق ١التوطية‏ المدكورة 
مرتين . لنعتبر عددين ناطقين 6 63 بحيث : ه > © > > 0 ولنضع 
ع - و. نرمز باع.ه لجموعة النقاط × التي تحقق © < ,م وء >ية. 
عندما ننتبي من البرهان على 0 = .8 م فإننا نستنتج من ذلك أن ۸4 < e‏ 
أيغا كان تقريباً لأنه من الواضح ان مموعة النقاط التي تحقق ۸4 > ية 
تساوي اتحاد) منتبياً أو قابلاً للعد من جموعات ذات الشكل £٥‏ 


مب لنثبت الآن هذه المتراححة الأساسية : 
من أجل كل مجال (0,8) د [ط ,ه] لدينا : 


H(Ec.c N (a, 8)) = @(B — a) 
لرؤية ذلك نعتبر في البداية جموعة النقاط × د (0,8) التي ققق‎ 
: »م > ۾. نلحق بكل نقطة × من هذه المجموعة نقطة م < × بحيث‎ 


5 1 أو : ته - مر > ق)»ه - قار 


وبالتالى فإن مثل هذه النقطة × نقطة غير مرئية من اليسار من أجل 
التابع ×ء - در وحسب توطنة ف . ريس (انظر الملاحظة السابقة) فإن 
ع كل هن النقاط. جو اتاو مهد أو “قال العف امنالات 
(r, Br)‏ د (8.ه) 3 عقء - (رقار > f) - ca‏ أي : 

(8) JF(B«) - f(a) = c(B« — مه‎ 
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نعتبر على كل مجال من الجالات (:8,») المجموعة +6 للنقاط × التي 
تحقق © < ۸4. نطبق من جديد توطئة ف . ريس (! طبقت في برهان 
المتراحة » > ولمء من أجل النقاط غير المرئية من المين) فنستنتج أن »,© 
اتحاد منته أو قابل للعد من الجالات غير المتقاطعة (ي 8 .ن0)» وان : 
Bk.‏ )9( 


J 


من الواضح ان الجموعة (8,») ۸ 5.0 يكن تغطيتها بجماعة من الجالات 
(,8 ,بره) ؛ بالاعتاد على المتراجمحات (8) 9(3) نحصل على : 


لپت - (رقانا جل > بيه - 


> ااال - (وقار] (١!‏ ج > ريه - ,6 م 
kj‏ زعا 


> LZ IBD - fel = ë (١ 4: - on) 


k 
= @(8 - o) 

وهكذا نكون قد أثبتنا المتراحة الأساسية. 
من السبل الآن البرهان على : 0 = E٤‏ ير. 
لهذا الغرض يكفي استعال خاصية المجموعة 8.0 المعبر عنها من خلال 
' المتراجمحة الأساسية. 
توطئة . لتكن 4 جموعة قابلة للقياس من القطعة [5 ,©] ٠‏ بحيث : 

o)‏ - ق)ع = ((8 N (u,‏ 4)س 
من أجل كل مجال (8,ه) د [5,ه]» حيث 1 > ۾ > 0. عندئذٍ: 


0= من 
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البرهان . ليكن ؛ = 4س. من أجل :> 0 توجد جموعة مفتوحة © تساوي 
اتحاداً قابلاً للعد من الجالات (,ة.,,ه) بحيث : 


.( (bm - وَع+ >(يه‎ AC G 


نضح [(سطءدسره) 0 =p[A‏ ى: . من الواضح 5 7= وبالتالٍ» 
(Dm — am) > &(t + €)‏ >ء وما أن ع >0 اختياري ستنتج أن 


۾ > 1م . لکن 1> ۾ > 20 ومنه ۲=0. 


بذلك ينتهي برهان التوطئة وبها ينتبي أيضاً برهان النظرية 1. 

أثبتنا إذن النظرية 1 بفرض أن التابع f‏ مستمر. نلاحظ ان نفس 
الاستدلال السابق يتد إلى الحالة التي يكون فيها ۶ تابعاً رتيباً ومتقطعاً وذلك 
الأول . 

ليكن ۾ تابعاً معرقاً على القطعة [4,5]» ليس له سوى تقطعات من الفط 
الأول . نقول عن نقطة مد 3 [ط,ه] انها نقطة غير مرئية من المين من أجل 
التابع («)ع إذا وجدت نقطة م > × بحيث : 

max [g(xo — 0( , g(xo) , g(xo + 0)] > )ع‎ 

حينئذِء وكا هو المحال بالنسبة لتابع مستمر ي» فإن جموعة النقاط غير 
المرئية من العين من أجل ۾ هي جموعة مفتوحة» ثم من أجل كل مجال 
(مم.عه) من الجالات المكونة لتلك: الجموعة » لدينا:» ` 


g(a«) > g(b«) 


على الرغم من طول برهان النظرية 1 فإن لهذه النظرية معنى حدسياً في 
غاية البساطة » لنشرح ملا ادا يجب أن يكون العدد ی ۸. (و ,لم أيضا) 
منتهياً اغا كان تقريباً . مُثل النسبة ل «معامل القدد» للقطعة [ط,ه] عند 
النقطة المعطاة × بواسطة التطبيق ۶. وما أن هذا التطبيق يحوّل القطعة 
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المنتبية [ط ,ه] إلى قطعة منتبية [(6)/.(ه/ر] فإن هذا «القدد» لا يكن أن 
يكون غير منته على جموعة ذات قياس موجب . 

يستحسن في أغلب الأحيان استخدام النظرية التالية الخاصة بالاشتقاق 
حداً حداً لسلسلة توابع رتيبة » تسمى هذه النظرية احياناً «نظرية فوبيني 
الصغيرة» . 
نظرية 2. إذا كانت : 


oo 


(10) J Fa(*).= FC) 


سلسلة متقاربة اغا کان » حيث ,۴ توابع رتيبة غير متناقصة على [5,©]» 
فإن هذه السلسلة تقبل اننا كان تقريا الاشتقاق حدا حداً: 


$ ورم‎ = F'(%) 


n=l 


البرهان . ما أنه بالإمكان تعویض (×),۴ ب (۴۸)۵ - ۴)١‏ فإننا ستطيع 
افتراض بأن كل التوابع («). غير سالبة وتنعدم عند ۾ = ×. 


بفضل النظرية 1» توجد جموعة 8 د [5.ه] قياسها ۾ -ط تقبل التوابع 
(«)ءم و )۴ عليها مشتقات (×)۴ و(«)"7. 
نعتبر نقطتين كيفيتين »× 3 8 و ع 3 [5 ,ه]. لدينا : 


J هم‎ — Fn(x)} 
السب‎ _ FÖ - FC) 


× ¬ ج × اه 


ما ان الفروق × - ة و (×),۴ - (),۴ من نفس الاشارة (ذلك لأن التوابع 
رتيبة) فإن» من أجل كل 87 » لدينا: 
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1 

,م - )مما J‏ 

1 „ F() = F(x) 
.&§ - × 0 چ‎ × 


بالانتقال إلى النهاية' حيث نجعل ع تسعى إلى × نحصل على : 


N 


J رم‎ = F'(%) 


n =1 


لما كان (×)۴ > 0 من أجل كل ٠۸‏ ستنتج : 


(11) J F(x) = F(x) 
. Li 
. ع٤ وهكذا يتضح أن سلسلة المشتقاث (×) ۴ متقاربة اغا كان على‎ 
لنثبت ان (11) مساواة من أجل كل العناصر × تقريباً . نلحق بكل » جموعاً‎ 
: جزئياً («).,ى للسلسلة (10) بحيث‎ 


0 > F(b) - (ط)ي,ى‎ < 3 


ہا أن التابع («)م5 ۶ = («)ي,ى - («)م غير متناقص » لدینا : 


m> nk 


3 > (*«)يرى - F(x)‏ > 0 
من أجل كل ×» وهذا يستلزم أن السلسلة : 
٠ 2, F09 - $, (|‏ (12) 


اسع 
المؤلفة من توابع غير متناقصة» سلسلة متقاربة (يكن القول أن هذا 
التقارب منتظم) أا كان على القطعة [ط ,ه]. عندئذٍ» وحسب ما سبق» فإن 
التلملة: 
[F'(*) - 5‏ > (13) 


k =i 
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المحصل علها انطلاقاً من (12) بالإشتقاق حدا حداً سلسلة متقاربة اينما كان 
تقريباً . وبالتالي فإن الحد العام للسلسلة (13) يؤول إلى الصفر .انما كان 
تقريباً» أي ان ۴)۳ - (),5 يؤول إلى الصفر اغا كان تقريباً . لكن لو 
كانت (11) متراجحة تامة لوجدنا أن كل الجاميع الجزئية غير متقاربة نحو 
(«”م .. وبالتالٍ : 


oo 


2, Fn(%) = F'() 


n= 
. وهذا أننا كان تقريباً . ينتبي بذلك برهان النظرية‎ 
. نتيجة . يقبل كل تابع قفزات لتابع رتيب مشتقاً منعدما أننا كان تقريياً‎ 
ذلك أن مثل هذا التابع جموع لسلسلة متقاربة من التوابع غير متناقصة‎ 
۰ : ذات الشكل‎ 


0 , Xx > Xn 


ES hp , x > Xn 


وکل تابع ,8 له مشتق منعدم أا كان تقريباً . 


3. مشتق تكامل بالنسبة لحده الأعلى. 
بما أن التكامل : 
0001 ! 


لتابع قابل لجمع يساوي فرق تابعين رتيبين ستنتج من النظرية 1 مباشرة ما 


0 


نظرية 3. من أجل كل تابع قابل لجمع م فإن المشتق ‏ 
(nar‏ "| )14( 
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موجود من أجل كل × تقريباً . 
من المهم أن نلاحظ اننا أثبتنا وجود المشتق (14) اغا كان تقريباً دون 
أن نتعرض للسؤال المتعلق بصحة المساواة: 
هه = ecnar‏ | يج 


والواقع: هو أن هذه المساواة ية اننا کان تقريا :من أجل كل نابم قأبل 
للجمع م (أنظر 38) . 


8. التوابع ذات التغير المحدود 


قادتنا مسألة اشتقاق تكامل لوبيغ. بالنسبة لحده الأعلى إلى اعتبار صنف 
التوابع التي يكن تثيلها على شكل فروق توابع رتيبة . نقدم في هذه الفقرة 
0 ثانياً هذه التوابع بدون الجوء إلى مفهوم الرتابة ونعالج أهم خاصياتها. 


هذا اعات ال رة الوت 
تعريف 1. نقول عن تابع /ر معرف على قطعة [ط ,ه] أنه تابع ذو تغيّر محدود» 
إذا وجد ثابت © بحيث من أجل كل تجزئة ل[5,ه]: 
a= Xo > X1 > ... > Xn = b‏ 


YJ fx) - f(x«-Dl = ©‏ 4 
k=l‏ 
إن كل تابع رتيب ذو تغيّر محدود» لأن الجموع الوارد في الطرف الأيسر 
من المتراجحة (1) لمثل هذا التابع لا يتعلق بالتجزئة المعتبرة وهو يساوي دوماً 
ام كر - (ق)را . 


تعريف 2. ليكن ۶ تابعا ذا تغيّر محدود. يسمى الحد الأعلى لجاميع (1) 
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المأخوذ بالنسبة لكل التجزئات المنتبية الممكنة للقطعة [8,»] يسمى التغيّر 
الكل للتابع ر على القطعة [5,ه] ونرمز له ب [/]*/ة. وهكذا: 


_ 


Vê [f] = sup D f(x) - f(x 
k 


ملاحظة . يسمى كل تابع ‏ معرف على كل المستقيم العددي تابعا ذا تغيّر 
محدود إذا شكلت الأعداد [/] ۷٠‏ مموعة محدودة تسمى في هذه الحالة 
النباية : 


lim Vv” [f] 
صق‎ 


و ج4 


التغير الكلي للتابع ر على المستقم : هه > × > ه -» وترمز لطا ب: 
”7 . 


لنعتبر الخاصيات الأساسية للتغير الكلي لتابع : 
1. من أجل كل ثابت » لدينا : 
[f]‏ ثلا [af] = lal‏ غير 


ذلك ما ينتج مباشرة من تعريف [/] ۷ . 


2 کن وع ان رها دود فن مر اع دو ع جدود 
أيضيا ولدينا : 


(22 فير‎ {f+ زع‎ > VÎ [f1 + V? [ع]‎ 


ذلك لأن : 


J fx) + g(x) - نيعار‎ g(x») ك‎ 


k 


> 0 (f(x) — f(x لد‎ 1 g(x) - ا ×)ع‎ 
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وهذا من أجل كل تجزئة للقطعة [ط ,ه].. ومنه» وا كان : 
sup(A4 + B) > sup 4 + sup 8 ٠‏ 
فإننا نحصل مباشرة على المتراحة المعتيرة . 


يستنتج من الخاصيتين 1 2 ان كل عبارة خطية لتوابع ذات تغيّر محدود 
(معرفة على قطعة معطاة [ط,ه]) تمثل ھی الأخرى تابا ذا تغثّر محدود. 
بعبارة أخرى تشكل التوابع ذات التغيّر المحدود فضاء شعاعياً (لاحظ ان 
جموعة التوابع الرتيبة لا تشكل فضاءً شعاعياً) . 


د إذا كان » >5 >ه فإن: 
[f] + Vf] = V: [f]‏ فير )03 
لرؤية ذلك نعتبر أولاً تجزئة للقطعة [غ ,ه] بحيث تكون ط نقطة من نقاط 
التجزئة » مثلةٌ 6 - ,× . عندئذل: 


J رمعا‎ fxe-Dl = Y Ife) - الميعر‎ + 
k k 


=1 =1 


(4) + Y رمعا‎ - f(x«-Dl = V2 f] + Vê [f] 


ker +1 


نعتبر الآن تجزئة كيفية للقطعة [ ,ه] . من الواضح اننا إذا أضفنا نقطة 
ذه التجزئة » وبصفة خاصة النقطة ط» فإن ا مجموع : 


> fexr) = لد عار‎ 
k= 


لا يصغر. وبالتال فإن المتراحة (4) محققة من أجل كل تجرئة للقطعة [ء ,»]» 
إذن : 


Vf] > VP لير‎ + VES] 
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من جهة أخرى» من أجل ٠‏ >0» توجد تجزئات للقطعتين [ط ,ه] 
و[ .8] بحيث : د: 


اث" > ال ضر - J fx)‏ 


كارا > ابعر - xj)‏ 2 
1 04 
بجمع هاتين التجزئتين نحصل على تجزئة جديدة للقطعة [ء ,ه] التي من أجلها 
نجد: 
Y f(x) - f(x +‏ = دعر - J Ix)‏ 
k i‏ 


+ Ix) - ف > ال عكر‎ [f] + V; [f1 - ع‎ 


بما أن م > 0 صغير بصفة اختيارية استنتج أن 
)ع + V[{fIz> VP [f]‏ 5( 
من المساواة (4) والمتراجحة (5) نحصل على (3). 


جا أن التغيّر الكلي لكل تابع على أية قطعة مستقيمة قيمة غير سالبة» 
نستنتج من الخاصية 3 مباشرة الخاصية الموالية : 


4. إن التابع : 
v(x) = V7 [f]‏ 
تابع رتيب غير متناقص . 
5. إذا كان التابع f‏ مستمراً من اليسار عند نقطة *د فإن التابع م 
متفر فق اليسنان ايشتا) عند هذه التقطة . 
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لرؤية .ذلك نعتبر عدداً معطى ء>0. نختار 0>6 بحيث: 
د > ادر - f)‏ مجرد أن يكون *× ك× > 8 *×. تختار بعد ذلك 
جزئة : ١‏ 


d= Xo < Xj < ..< ان‎ = X* 
: ىث‎ 


(6) f= Y fx) - f(x < > 


k1 
: يكن بدون تقييد عومية المسألة افتراض‎ 
XxX*— XA-1 > 6 
(إذا كان الأمر غير ذلك نضيف إلى التجزئة المعتبرة نقطة جديدة» وهذا‎ 
: يصغر الفرق الوارد في الطرف الأيسر من المتراجححة 6). ومنه‎ 
ال مر - مرا‎ > 5 
: وبالتالي‎ 


1-م 
ع < I= Y fx) - f(x‏ 


ادع 


ومنه يأتي بالضرورة : 


Vf] - [ر] امير‎ > e 


v(x*) - v(Xn 1) > 6 


ما أن التابع « رتيب وغير متناقص ستنتج أن : ع > (*)؛ - (**)د من 
أجل كل × بحيث *× > × > ,_ ,+ . وهذا يعني بالضبط ان التابع « مستمر 
من اليسار عند *× . 


إذا كان التابع م مستمراً من الهين عند نقطة *× » يكن باتباع استدلالات 
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ماثلة البرهان على أن التابع « مستمر من المين عند هذه النقطة. 
وبالتالي » إذا كان التابع مر مستمراً عند هذه النقطة (أو على القطعة [ط ,ه] 
بأكملها) فإن الأمر كذلك فا بخص التابع ۷. 

ليكن ۶ تابعاً اختيارياً ذا تغير محدود معرف على القطعة [ط ,ه] وليكن « 
تغيّره الكلي على [*.ه]. نعتبر الفرق : 

و معدم 
إن هذا الفرق تابع رتيب غير متناقص . بالفعل » لیکن × < × . عندئذٍ : 
f) x([‏ - (“عدار] - ]v) x") - v)x'[‏ = )م - (x)‏ )0 
من جهة أخرى لدينا دوماً: 
lf) — fl = v(x) — v(x) = VE" If]‏ 


ومنه يأتي أن الطرف الأين من المساواة (0» وبالتالي الطرف الأيسر 
أا قبية: كير سال 


وهكذاء ما أن : 
نحصل على النتيجة التالية . 


نظرية 1. إن كل تابع ذي تغير محدود يساوي فرق تابعين رتيبين غير 
إن اة الك لماه اة ا ان عل مان يقس لتيل عل 
شكل فرق تابعين رتيبين تابع ذو تغير محدود. وبالتا لي فإن جموعة التوابع 
القابلة التمثيل على شكل فروق توابع رتيبة » وهي الجموعة المعتبرة في الفقرة 
من النظرية 1 ومن نظرية لوبيغ الخاصة باشتقاق التوابع الرتيبة والمثبتة 
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في الفقرة السابقة » ينتج 586 ان كل تابع ذي تغذر ا يقبل ايها كان 


را ما فنا : 
تعمم الآن مفهوم تابع القفزات . لتكن ... ,م×.... ,× , × مجموعة منتهية أو 
قابلة للعد من نقاط [ط ,ه] . نلحق بكل نقطة من هذه النقاط عددين ,مه و 
8 بحيث : 


J امه)‎ + lh,) > م‎ 


نفرض بالإضافة إلى ذلك أنه إذا كان ۾ - ,× فإن 0 - مم وإذا كان 
مد يع فإن 0= وط . 
2 
DY gn + J ha‏ = )ب 


Xn< x‏ كرد 


نسمي التابع المعرف بهذه الطريقة تابع قفزات . اما التغيّر الكلي لهذا التابع 
فهو يساوي: 


YJ (gal + lh.) 
أما نقاط تقطعه فهي النقاط ,× التي يكون من چ أحد العددين ,ع أو‎ 
: مخالفاً للصفر ؛ لدينا في هذه الحالة‎ 8, 
Y(xn) — Y(xn — 0) = 8n 
)للا‎ + 0) - Y(xn) 2 hn 
: لدينا القضية التالية‎ 


يكن أن نكتب كل تابع ثم ذي تغير محدود على [4,5]» بطريقة وحيدة» 
على الشكل : 


ا + م ع دير 


حيث م تابع مستمر وب تابع قفزات . 
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إن البرهان ماثل لبرهان اا 4 المتعلقة بالتوابع الرثيبة (1,18). 
لإنشاء التابع س نضع : 
)0 — مك f(xn)—‏ = بع 
ha = f(x + 0) - f(x)‏ 
عند نقاط تقطع التابع ۶ . 


قارين . 1 . إذا كان دير مشتق محدود على [ط ,ه] (أي إذا کان (#«)ثر موجوداً 
اغا كان وء > (*)”/|) فإن ۶ تابع ذو تغيّر محدود ولدينا : 


a)‏ -م)» > [f]‏ مير 
2. لیکن التابع صن × = (دكر. أثبت أن التغير الكلي ل۶ على 
[0,1] غير منته. 
إن التوابع الوحيدة التي لما تغيّر کلي معدوم هي التوابع الثابتة . نضع : 
6م" = اما )8( 


إن المقدار [/] ”7 عقتع بالخاصيتين 2) و 3 الواردتين في تعريف النظم 
(راجع الفصل 1,38,3) لكنه لا يحقق الخاصية 1). إلا اننا إذا اقتصرنا على 
اعتبار التوابع المحققة للشرط الاضافي 0 = (ه) فإننا نجد هذه التوابع تشكل 
فضاءً شعاعياً ‏ نلاحظ في هذه الحالة أن المقدار [/] ۷ يحقق كل شروط 
تعريف النظم . يسمى الفضاء [78].6 المؤلف من التوابع ذات التغير 
الحدود الحققة للشرط 0 = (4)/ء والمزود بالعمليتين المعتادتين وما المع 
والضرب في عدد» والمزود أيضاً بالنظيم (8)» يسمى فضاء التوايع ذ ذات 
التغيّر الحدود . (أثبت أن هذا الفضاء تام .) 


471 


9. مشتق التكامل غير المحدود للوبيغ 
أثبتنا في 18 ان تكامل لوبيغ : 
rar‏ | 
بصفته تابعا × يقبل مشتقاً منتهيا امنا كان تقريباً. وعلى الرغم من ذلك 


فإننا لم نبين العلاقة الموجودة بين هذا المشتق والتابع الوارد تحت رمز 
التكامل . نثبت الآن النتيجة التالية التي سبق ذكرها في آخر 18. 


نظرية 1. من أجل كل تابع قابل لجمع /رء لدينا المساواة التالية اما كان 
om‏ - نفو j‏ 
oc = | ar‏ 
)*( ® > دار 
أبغا كان تقريباً . ذلك أنه إذا كان (») ۵ > (»)/ فإنه يوجد عددان ناطقان » 
و8 بحيث : 
f(x) > a > 8 > 4” )«<(‏ 11( 
نرمز بوه لجموعة النقاط × التي من أجلها تتحقق المتراححة (1). إن 
هذه الجموعة قابلة للقياس لأن التابعين / و © يقبلان القياس . لنثبت أن 
قياس كل جموعة وى منعدم. وستنتج حينئذٍ بأن : 
0 = ((0«)'© < دار : دان 
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لأن مجموعة المجموعات وع قابلة للعد. 
لیکن » > 0 اختيارياً وليكن 8 > 0 بحيث 


50 


بمجرد أن يكون: 8 > ©)ر (إن العدد ة موجود من أجل كل » وهذا 
بفضل الاستمرار المطلق للتكامل) . نختار الآن مجموعة مفتوحة © د [ط,ه] 
نحيث : 


وم M(Eag) + 5 > p(G) 3 G3‏ 
إذا کان × د وع فإن : 


ء )© - قات 


02 E 


١ 
)( بحيث تكون ع مجاورة بكفاية ل ×. بنقل المتراجحة‎ × > ٤ من أجل كل‎ 
: على الشكل‎ 


%5) - 85 > (x) - Bx 


نلاحظ أن النقطة × غير مرئية من الهين من أجل التابع ×8 - (»)ض 
وذلك على كل مجال من الجالات المكونة للمجموعة © . 
وبالتال بانتخدام قوطي نت رس ما الأشارة إل غر كوي 
U (ak, bx)‏ = ل يحيث 6 GapC SC‏ 3: 
k‏ 


Bb - O(ax) — Bak‏ — رية)ة 


أى 


O(a) > B(b« — ax)‏ - ررط)©ة 


Pk 
1 Jf(Ndt > B(bk — ax) 
ak 
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بجمع هذه المتراجمحات من أجل كل الجالات (,8..ه) المكونة لي نحصل 
على : 

4 ! f(Ddt > Bu(S) 
من جهة أخرى‎ 


(4) 1 0014)ر‎ = 1 f(Ddt + ء‎ J(Ddt > au(Eag) + 
5 8 8ه‎ \Eaf 
+ ع‎ > ap(S) + € + lals 


بمقارنة (3) و(4) نحصل على : 


a(S) + ع‎ + lal 86 > §u(S) 


مم 8 > )8( 
' وهكذا يكن وضع الجموعة و داخل جموعة مفتوحة قياسها صغير بصفة 
٠‏ اختيارية (يكن ان نفرض مثلاً أن ۾ > 5ل0)» وهذا يعني أن 0 = (م.م8). 
وبذلك نكون قد اثبتنا بأن : 


J(x) > O'(x) 
اغا کان تقريباً . ثم بتعويض («٭)/ ب( - يكن أن نثبت بنفس الطريقة‎ 
: اغا كان تقريباً بأن‎ 
- ر«)ر‎ < - 2/)( 
: أي‎ 
f(x) ع‎ %'(x) 
وبالتالٍ‎ 


f(x) = ©')«<( = 2 1 f(Ddt 


عا كام ا ای هان الف 
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ل اميه 


كنا اجبنا عن السؤال الأول من السؤالين المطروحين في بداية الفصل 
وذلك بإثبات ان المساواة: 


| 100: = 9 


صحيحة اغا كان تقريباً من أجل' تابع ۶ قابل للجمع على [8.]. نعتبر الآن 
السؤال الثاني المطروح وهو المتعلق بالبحث عن كيفية تعميم دستور نيوتن - 
ليبنيتر المعروف في التحليل الأولي من أجل التوابع القابلة للإشتقاق 
باستمرار : 


(01) F(x) = F(a) + F'(dt 


هدفنا إذن هو تعميم (1) إلى حالة تكامل لوبيغ . 


من الواضح أنه يجب الاقتصار على توابع ۴ تقبل الاشتقاق أا كان 
تقريباً (ولولاه لفقدت المساواة (1) معناها) . نحن نعم أن التوابع ذات 
التغير المحدود تحقق بصفة خاصة الشرط السالف الذكر. 

من جهة أخرى ذإن التكامل الوارد في الطرف الأيسر من المساواة (1) 
تابع ذو تغيّر محدود. ولذا فإن هذه المساواة لا يمكن أن تقوم إذا اعتبرنا 
صنف توابع أوسع من صنف التوابع ذات التغيّر الحدود . لما كان كل تابع ذي 
تغيّر محدود يساوي فرق تابعين رتيبين غير متناقصين فإنه ينبغي البدء في 
دراسة التوابع الرتيبة . 

نلاحظ أن المسواة (1) غير صحيحة كر من أجل توابع رتيبة كيفية . 
ورغم ذلك لدينا النتيجة التاليةه “. 


نظرية 1. إن المشتق ير لتابع رتيب غير متناقص مر يقبل المع ولدينا: 
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b 
1 f(x)dx > f(b) - f(a) 


الإرقاق :إن عن التابع ,عند النقظة بد هو تعريفا عبانة. اة 


(عال لط كا وى رو 0 


عندما يؤول # إلى 0. من رتابة ۶ تأتي قابليته لجمع» ومنه تأتي قابلية 
الجمع لكل التوابع ,م. وبالتالي يمكن مكاملة المساواة (2) طرفاً طرفاً . وهكذا 
نحصل على : 


| encax = Ff جعي‎ max - ل‎ Û fax = 


b+h a+h 
2| عفص "| - عفص‎ 


.يؤول الطرف الثاني ذه المساواة نحو (0 + »كر (ط) عندما يؤول ‏ إلى 
+0. إذن نحصل على المتراحة التالية بتطبيق نظرية فاتو: 


01 01 
f(a)‏ - رشلل < )0 + f(b) - f(a‏ = عفارو 1 x < lim‏ , 1 
(5 أن وجود تكامل ر .مضمون أيضا بفضل نظرية فاتو) . انتبى برهان 
النظرية . 
من السبل تقدم مثال لتابع رتيب تتحقق من أجله المتراحة التامة : 


01 
1 f'(x)dx < f(b) - f(a) 


يكفي » من أجل ذلك» أن نضع : 


0 , 0 > «< > 2 


m= |, , 12< ع«‎ > [1 


(1) حتى يكون للعبارة (4 ٤+‏ معنى من أجل كل × 3 51.] يمكن أن تفرض بأن : 
(ه)ر = («عر من أجل × >ة وَ(م)ر - (مار من أجل × <ه. 
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من المهم أن نلاحظ وجود توا مستمرة ورتيبة تتحقق من أجلها المتراحة 
التامة : 


| f(a > ضر‎ - fa) 
]0,1[ من أجل كل × >» . وهذا مثال سيط على ذلك . نعتبر على القطعة‎ 


المجموعة الثلاثية لكانتور ونعرف / في البداية على مجالاتها الملامسة بوضع : 
2k -1‏ 





J( = 


حيث 20-1 ,.. ,2 ,1 = » وذلك على الال الملامس ذي الرتبة » والمرتبة م 
(ما في ذلك حدي الجال) » مع العم أن الجالات مرقة من اليسار إلى 


3 > 1 > 1/3 , 1/2- شار 
2/9 > : > 1/9 , 1/4 - شار 
8/9 > : > 7/9 , 3/4 - قار 


وهكذا على التوالي (أنظر الرسم 21) . بهذه الطريقة يكون التابع /, معرفاً 
اغا كان على القطعة [1 ,0] ما عدا النقاط ذات الفط الثاني من جموعة كانتور 
(أي النقاط التي لا تنتمي إلى الجالات الملامسة ولا إلى حدود هذه 
ا مجالات) . نعرف الآن ۶ عند النقاط المتبقية بالطريقة التالية . لتكن *؛ 
نقطة من هذه النقاط » ولتكن (./] متتالية متزايدة من نقاط الفط الأول في 
جموعة كانتور الثلاثية (أي حدود الجالات E‏ متقاربة نحو *,. 

حينئذٍ تكون النباية : 


موجه و 


0) lim f(tn) 
موجودة ؛ والأمر كذلك فيا يخص النہاية‎ 
(4) lim f(t) 


Ii yoo 


417 


حيث !)1 متتالية متناقصة من نقاط الفط الأول» متقاربة نحو *,ء 
بالإضافة إلى ذلك فإن الهايتين () (4) متساويان . تأخذ القيمة المشتركة 
لماتين النهايتين ونضعها مساوية ل(*:)رء فنحصل على تابع رتيب معرف 
ومستمر اغا كان على القطعة 11 ,0]؛ يسمى هذا التابع «درج كانتور» . أما 
مشتقه فهو يساوي 0 عند كل نقطة تنتمي إلى مجال ملامس » أي ان المشتق 
منعدم إا كان تقريباً . وبالتالي» لدينا من أجل هذا التابع : 


ل = 1O‏ - ضار > (nar‏ | -ه 


وهذا مما كان × 3 [0,1]. 





نشير بصفة خاصة أن المساواة التالية » في حالة تابع رتيب (*)/: 


b 
٣ f(Ddt = f(b) - f(a) 


تستلزم 
١ F(Ddt = f(x) — f(a)‏ 


وهذا من أجل كل × 3 [ظ,۾). 
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حتى نصف صنف التوابع التي تتحقق من أجلها المساواة : 


٣ f(Ddt= f(b) - f(a) 
تال ارافان‎ 


تعريف . نقول عن تابع ۶ معطى على قطعة [ط,ه] إنه مستمر مطلقاً على 
[5.»]ء إذا تحقق من أجل كل » > 0 وجود عدد 8 > 0 بحيث من أجل كل 
جماعة منتبية من مجالات غير متقاطعة مثنى مثنى : 

k=1,2,...,n‏ , (يشبعه) 


جموع أطوالما أصغر من 8: Seas‏ » يكون لدينا : 


k=1 


J f(b) - ع < اليمكر‎ 

k=1 
من الواضح ان كل تابع مستمر مطلقاً تابع مستمر بانتظام . أما القضية‎ 
العكسية فهي خاطئة عوماً : فالتابع المسمى «درج كانتور» مثلاً » وهو التابع‎ 
]0,1[ المقدم أ 3 مستمر (وبالتالي مستمر بانتظام) على القطعة‎ 
لكنه ليس مستمراً مطلقاً : ذلك لأن جموعة كانتور يكن أن تغطى بجراعة‎ 
منتبية من الجالات (ءط,ءه) حيث «.... ,1,2 = خم جموع اطوالما صغير‎ 
بالقدر الذي نريده. مع العم ان لدينا بطبيعة الحال المساواة التالية من أجل‎ 


> f(b») - ازمر‎ = 1 


k=i 
. نورد فيا يلي الخاصيات الأساسية للتوابع المستمرة مطلقا‎ 


تلاح واا ]نه كن مدان اا فن الكل كل جا 
منتبية من مجالات مموع اطوالها أصغر من 5» الواردة في التعريف 
السابق» بالعبارة «من أجل كل جماعة منتبية أو قابلة للعد من مجالات 
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جموع أطوالما أصغر من 6» . لرؤية ذلك نفرض من أجل ع > 0 معطى »؛ 
اننا اخترنا 8 > 0 بحيث : 


J Kb) - ع < الممكر‎ 
k=1 


من أجل كل جاعة منتهية من الجالات (ءط,ىه) الحققة للشرط : 


J (br — ax) <8‏ 
k=1‏ 
ولتكن (ء8 ,.») جماعة قابلة للعد من الجالات جموع أطوالما لا يتجاوز 5. 
عندئذء من أجل كل ٠۸‏ ينتج : 


IB) - fae) > ع‎ 


اددع 


فإذا انتقلنا إلى النباية في هذه المتراححة »مم نحصل على : 


J KB) - fal = e 
k=1 


2 كل تابع مستمر مطلقاً تابع ذو تغيّر محدود. 


ذلك ان الاستمرار المطلق لتابع f‏ على قطعة [5,ه] يعني بصفة خاصة أن 
من أجل كل ه > 0 يكن اختيار 8 > 0 بحيث يكون التغيّر الكلي ل/ على 
كل قطعة طولما أصغر من 8 لا يتجاوز 6. وبا أنه بالإمكان تجزئة القطعة 
[ط ,4] إلى عدد منته من القطع ذات اطوال أصغر من ة فإن التغيّر الكل 
ل على [ط,ه] منته. ش 

3. إن جموع تابعين مستمرين مطلقاً وجداء تابع من هذا النوع مع عدد 
ها تابعان مستمران مطلقا. 
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ذلك ما ينتج مباشرة من تعريف الاستمرار المطلق ومن خاصيات طويلة 
جموع وجداء . 

تعنى الخاصيتان 1 23 أن التوابع المستمرة مطلقاً تشكل منوعة خطية في 
فضاء التوابع ذات التغيّر المحدود . 

4. إن كل تابع مستمر مطلقاً يساوي فرق تابعين مستمرين مطلقاً غير 
متناقصين ذلك ان كل تابع مستمر مطلقاً» ا هو الحال بالنسبة لكل تابع ذي 
تغيّر محدودء يكن قثيله على الشكل : 


م - معدل 


»”)*( = VIF] 3 g(x) = v(x) - f(x) 


تابعان غير متناقصين. لنثبت ان كلا من هذين التابعين تابع مستمر 
مطلقاً . نتأكد من ذلك بالنسبة ل« . لیکن ه > 0 معطى» نختار 5 > 0 ا 
يتطلبه الاستمرار المطلق للتابع ر . نأخذ جماعة مكوّنة من »م مجالاً (,ة.,ه) 
جموع أطوالما أصغر من 6 ثم نعتبر المجموع : 
J (be) - v(a«))‏ )05 
k‏ 


يمثل هذا الجموع الحد الأعلى لمجموعة قم الجموع : 


n Mk 
© ( ١ fxeD - يعر‎ 
k=l اع‎ 


وذلك من أجل كل التجزئات المنتبية الممكنة 
X1 < X2 < < Xml = 5|‏ > و1 = زه 
X22 < ..< X2 m2 = bı‏ < 1ب > a2 = X20‏ 
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للمجالات (5.ره)؛ ...؛(,5.,»). لما كان جموع أطوال المجالات 
(»*._رع*) التي يمتد اليا المجموع () لا يتجاوز 8 > 0ء فإن كل قم 
ا مجموع (6) أصغر من : أو تساويه . وبالتالٍ فإن ال جموع (5) الذي يمثل الحد 
الأعلى لجموعة هذه القيم هو أيضاً أصغر من ه أو يساويه . تبرز النظريتان 
لاان السلة الوطيدة اجرد بن مين لا الطلق والتكافل عر 
المحدود للوبيغ . 

نظرية 2. ليكن ۶ تابعاً قابلاً لجمع » إن التكامل غير الحدود: 

FO) = | nar 


البرهان . إذا كانت ((مة, ه)) جماعة كيفية من الجالات غير المتقاطعة مثنى 
مثنى فإن : 
n n b‏ 
> ار JIF(b,) — F(ax)l = Y‏ 
k ~1 km1 '* “k‏ 
مرا |- اق ارا > 
(kbk)‏ 1 ادع 
بفضل الاستمرار المطلق لتكامل لوبيغ فإن العبارة الأخيرة تؤول إلى الصفر 
عندما يؤول الطول الكلي للمجالات (,5,غه) إلى الصفر . 


نظرية 3. (لوبيغ) . إن المشتق ۴ د لتابع مستمر مطلقاً معطى على قطعة 
[5.ه] تابع يقبل المع على هذه القطعة؛ ومن أجل كل × (ط >* >4) 
لديا 

| mar = FO - F(a) 
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بين النظريتان 2 و 3 ان التوايع المستمرة مطلتا هي التوابع الوحيدة التي 
المكاملة . 


نحتاج للبرهان على النظرية 3 للتوطئة التالية . 


توطئة . إذا كان مشتق تابع مستمر مطلقاً وغير متناقص / منعدماً اغا كان 
تقريبا فإن هذا التابع ثابت . 


البرهان على التوطئة . ما أن التابع '/ر مستمر ورتيب فإن ساحة قيمه هي 
[(1)5,()/] . لنثبت ان طول هذه القطعة تساوي صفراً في حالة انعدام ()'/ 
أا كان تقريباً . . وسينتبي بذلك برهان التوطئة . نجزئ جموعة نقاط القطعة 
[ ,ه] إلى جزئين : المجموعة 8 المؤلفة من النقاط. حيث 0 = (+«)/ والمجموعة 
2 التي تم 8 في [ط,ه]. من فرض التوطئة يأتي : 0 = (2)س. نختار عددا 
حقيقياً كيفياً ٤‏ > 0 ونلحق به عدداً حقيقياً >0 اشی مع تعريف 
الاستمرار المطلق للتابع م. لنضع المجموعة 2 في جموعة مفتوحة قياسها أصغر 
من 8 (وهذا ممكن لأن 0= (2)س) . بعبارة اخرى فإننا نغطي 2 بواسطة 
e‏ قابلة للعد من المجالات (ط,) التي لها جموع اطوال أصغر 
ليها ار و ا 


JIR) - f(ar)l < e 
k 5 


وبالتال فإن جماعة المجالات (ak, bx)‏ (ومنه حعا› المجموعة 2 المحتواة 
في اتحاد تلك الجالات) تتحول بواسطة التابع ۶ إلى جبوعة قيامها أصغر من 
». وهكذا فإن 0 = ((2)/)س. 
نعتبر الآن المجموعة ۸Z‏ ,4] = 8 . لیکن من 3 8 . با أن 0 - f)»‏ من 
أجل كل النقاط × الجاورة بكفاية لمم فإن : 
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عي حال - I)‏ 


¥0 = ¥ 
آي (فرض م م و لتخنيت ف العا + 


f(x) - f(x > €(x > xo) 


€EXo — f(xo) > EX — f(x) 


وهذا يعني ان م نقطة غير مرئية من المين من أجل التابع («)ثر - ×ع = («)ع . 
وبالتالي » وبفضل توطئة ف . . رس » فإن الجموعة م مجتواء و تجاعة ننتهية 
أو قابلة للعد من الجالات (,8,.») التي لحا حدود تحقق الشرط : 


far)‏ — يمه = ررق)ر — رع 


$B) — fark) ع‎ €(B« — @«) 


2 OB) - f(an)) = e (Bx - جيه‎ = e(b — a) 
k 1 


بعبارة أخرى فإن المجموعة ۽ تتحول بواسطة التابع / إلى جموعة يكن تغطيتها 
بجاعة مجالات جموع أطوالما أصغر من (ه -6)6. با أنه يكن ل أن يكون 
صغيراً بصفة اختيارية » ستنتج أن 0- ((8)/)مم. 


وهكذا فإن الجموعتين (85)/ (22/ لمما قياس منعدم'. لكن اتحادها 
يعطي بالضبط القطعة [(ط),(»)/] . ومنه يتبين أن ظول هذه القطعة متعدم » 
وهو ما يثبت ان («)/ ثابت.. 

الآن أصبح من السبل البرهان على النظرية 3 يکي ان تقتصيرز على 
الحالة التي يكون فيها («)م تابعاً غير متناقص . في هذه الحالة نجد: 
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x 
a 


0 ©0) = F(x) - ا‎ ADdt - 


تابعا رتيب غير متتاقص . ذلك أنه إذا كان ”× > × فإن ه 


FD - Î Rat =0‏ - مم = وه - رات 


من جهة أخرى فإن التابع © مستمر مطلقاً (بصفته فرقاً لتابعين 
مستمرين مطلقاً) )© = 0 امنا كان تقريبا (وذلك حسب النظرية 1 من 
8 . إذن من التوطئة السابقة يأتي ان © ثابت . بوضع + =× في (©) نجد 
أن هذا الثابت يساوي (ه)۴ . انتبى برهان النظرية. 

كنا رأينا سابقاً ان كل تابع ذي تغيّر محدود ث يساوي جموع تابع قفزات 
H‏ وتابع مستمر دي تغبّر محدود ©.: 

H +9‏ عل 
تعتبر الآن تايعاً مستمراً وغير مستمر مطلعا ودا تغيّر محدود م ثم نضع : 
تقوم | = واب 

إن الفرق : 


ع سح 
تابع ميستمر ‏ ذو تغيّر محدود 3: 


x0 = #0 - gq |, (e =0‏ 
غا کان تقريباً . ٤‏ 
نقول عن تابح مستمر ذي تغيّر محدود أنه شاذ إذا كان مشتقه منعدماً انا 
كان تقريباً .. ستطيع: الآن النص على النتيجة التالية : 
يكن فك كل تابع ذي تغيّر محدود إلى جموع ثلاثة. توابع: 
f= H+ y+‏ 85 
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حيث 8 تابع قفزات وب تابع مستمر مطلقاً و تابع شاذ. 

من السبل البرهان على أن كل حد من التفكيك () معرف بالتابع ر 
بطريقة وحيدة بتقدير ثابت اضافي . زيادة على ذلك » إذا كانت كل التوابع 
الظاهرة في المساواة (8) لطا نظيات تجعلها منعدمة عند النقطة مه دع فإن 
التفكيك (8) وحيد . باشتقاق طرفي (8) نحصل على 


f(x) = (x) 


بن كان تقريباً (لأن 8 و منعدمان أننا كان تقريباً) . وبالتالي» e‏ 
ECOG‏ 
FEF‏ فامهما 0 دولا يتركان ا لوجودها» : 


من المفيد مقارنة هذه النتائح بتلك التي تعطيها نظرية التوزيعات . 
نحتفظ با جاء في الفصل الرابع» نذكر أن المراد بمصطلح التوزيع هو أية 
تابعية خطية مستمرة على الفضاء × المؤلف من التوابع القابلة للإشتقاق لا 
ممائياً وذات حامل محدود . نلحق بكل تابع يقبل الجمع محلياً / التابعية المعرفة 
بالدستور : 


o = | عفصوصم‎ , vo e K 


إن مشتق هذه التابعية جغهوم التوزيعات هو التابعية .الى تلحق بكل .عتصر 
لل د × العدد: 
وه + 
حاو )وهر 7 | - = Co)‏ 


ما أن المعادلة 0 = “بر لا تقبل سوى حلول معتادة (ثوابت) همن جموعة 
التوزيعات فإن كل توزيع يکن استرجاعه انطلاقاً من مشتقه بتقدير. ثابت 
اضافي ل ل e‏ 
كان تقريباً بتقدير ثابت اضافي انطلاقاً من مشتقه /, بمفهوم التوزيعات. 
تفزض الآن بأن التابع كر يقبل لعفا كان + تقريباً مشتقاً ؛ لهذا الغرض نفرض 
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ماگ 0 التابع ر رتيب . نرمز بعك - ور للمشتق المعتاد للتابع ۶. (كنا رأينا 
بأن ع يكن أن ينعدم اعا كان تقريباً على الرغم من أن (*//ر لا يساوي 
ثابتا . إن التابع ك يقبل الجمع علي (فرضنا أن ۶ رتيب) ؛ وبالتالي يكن أن 
نلحق به تابعية (توزيعاً) : 

df 


(fis رم‎ = | dx Ç(x)dx 


الهم هنا هو ان التوزيع ۶ لا يطابق عوماً التوزيع ”/. فثلاً إذا كان 


1 , x>0 


| = هار 
0 >>ع ,0 
فإن 0 = بر و8 = //ر (راجع المثال 1 من الفصل 4» 48» 3) . بعبارة أوضح 
فإن النظرية 3 تعبر عن كون التوابع الوحيدة من بين التوابع ذات التغير 
الحدود التي لما مشتقات بالمفهوم ا مطابقة لمشتقاتها بمفهوم التوزيعات 

هي التوابع المستمرة مطلقاً . 

تواجهنا هنا من جديد الوضعية التي تعرضنا اليها من الفصل 4» 48: 
لي تكون العمليات الأسامية للتحليل (في الحالة الراهنة» نريد استرجاع 
تابع انطلاقاً من مشتقه) قابلة للإنجاز علينا إما أن نقتصر على صنف ضيق 

من التوابع مع الاحتفاظ بالتعاريف التقليدية '(وهذاالضص: عو منك 
التوابع المستمرة مطلقاً) » وإما الأ نتقيد بذلك ونعمم خصوصاً مفهوم التابع 
(وفي نفس الوقت مفهوم المشتق) . 


قارين. 1. عيّن المشتق بمفهوم التوزيعات لتابع «درج كانتور» . 
2< ليكن م تابعاً ذا تغيّر محدود و" مشتقه بمفهوم التوزيعات وإ 
التابعية (التوزيع) المعرف بالمشتق «لمعتاد» لك للتابع ۶. برهن على أنه إذا 
أ) کان ر مستمراً مطلقاً فإن f‏ = ير. 
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ب) كان بر = بر فإن التابع ۶ يكاف تابعاً مستمراً مطلقاً أي مطابقاً لمثل 
ذلك التابع اغا كان تقريباً . بصفة خاصة إذا كان ب = / و۶ مستمرا فإن 
f‏ مستمر مطلقا. 


8. تكامل لوبيغ بصفته تابع جموعة . 
نظرية رادون - نيكودم (Radon - Nikodym)‏ 


1. الشحنات . تفكيكات هان وجوردان (هدلدمل Hah»,‏ . 


إن الا والنتانح المقدمة في الفقرات السابقة من أجل توابع على 
المستقيم تمتد تققد بشكل واسع إلى توابع ا على فضاء مقيس اختياري . 

ليكن × فضاء اختيارياً نعرّف عليه قياساً منتبياً س» وليكن ۶ تابعاً 
قابلا لجمع من أجل هذا القياس على × . إن التابع / يقبل عندئذٍ امع على 
كل جزء قابل للقياس 4 من المجموعة × ؛ وبالتالي فإن التكامل : 


(D o4) = | oer 
الجبر يع المؤلف‎ - ٠ (مع ۴ مث مثبت) تابع لمجموعة معرّف وه - جمعي على‎ 
من المجموعات القابلة للقياس من الفضاء × . وهكذاء من أجل كل تفكيك‎ 
4 =U ع4‎ 
5 + 3 
مجموعة قابلة للقياس 4 » وفق اتحاد منته أو قابل للعد من المجموعات القابلة‎ 
: للقياس وغير المتقاطعة مثنى مثنى» نجد أن‎ 


0(4) = 2 ®4) 
k 
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بعبارة أخرى فإن التابع © المعرّف بالمساواة (1) قتع بكل خاصيات قياس 
000 باستثناء محتمل يخاصية الإيجابية . (من أجل تابع ر غير سالب 
يكون © © أيضاً غير سالب) . 


تعريف 1 سی تابع لجموعة - معي (منته) % معرف على 0“ جار 
من المجموعات الجزئية للفضاء المعطى × ء سمى قياس ذا اشارة اختيارية 
أو باختصار» نة . 


إن مفهوم الشحنة تعميم طبيعي لفهوم قياس © - جمعي» وهو يرد ۴ ٠‏ 


تمرين . اثبت من أجل كل شحنة E‏ ل ا لك 
أنه يُوجد ثابت » بحيث » > (هم)ها من أجل كل 4 5 . 

إذا اعتبرنا شحنة كهربائية حقيقية موضوعة مثلاً على سطح كيفي فإننا 
ستطيع تقسيم هذا السطح إلى منطقتين : : الأولى تحمل شحنة موجبة (أي 
بحيث يكؤن كل جزء منها مشحوناً بشحنة موجبة) والثانية تحمل شحنة 
سالبة . أما القضية المكافئة رياضياً لحذه النتيجة فتعطيها النظرية 1 التي سترد 
بعد قليل . 

ندخل في البداية المصطلح التالي . لتكن © شحنة معرفة على 6 - جبر © 
من المجموعات الجزئية في الفضاء × . نقول عن مموعة م من ي إنها سالبة 
بالنسبة ل© إذا كان 60>( 56)© وهذا من أجل كل # د #؛ ۴ نقول 
عن 8 إنها موجبة في حالة: 0 <(5 ۵)8۸ من أجل كل ۴ 3 8. 


نظرية 1. إذا كانت © نة معرّفة على × فإنه توجد جموعة قابلة للقياس 
-4 دا بحيث تكون -4 سالبة و-224 = +4 موجبة (بالنسبة ل©) . 


a = Inf 9) 4( 
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حيث يشمل الحد الأدنى كل الجموعات السالبة 4 . لتكن (,4) متتالية 
جموعات سالبة بحيث : 1 

lim 0(4") = a 
: ومنه يتضح أن ,4 لا - -4 جموعة سالبة بحيث‎ 

O(4-) = a 

لنثبت أن -4 هي الجموعة المطلوبة أي ان : 

4+ = X4 
جموعة موجبة . لنفرض ان الأمر غير ذلك» أي ان +4 يحوي جموعة‎ 
©, جزئية قابلة للقياس ,© بحيث 0 > 5)©0. لا يكن أن تكون المجموعة‎ 


ا شيعه بوه طالية 4 إل حفر سل عل و 
التي من أجلها يتحقق : : 


0(4) > a 


وهذا مستحيل . وبالتالي يوجد عدد طبيعي اصغري ,© يكن أن نجد من 
أجله جموعة جزئية ,© من 00 تحقق الشرط : 


1 
O(C;) > 3 


لدينا بطبيعة الحال 0© + ,© . نستطيع من أجل المجموعة 00١ ٤,‏ إعادة 
الاستدلال المتبع بخصوص ,0 ؛ نحصل عندئذٍ على جموعة ر تحقق الشرط : 


(k> kD‏ شرح )هت 
کا غل التواقب' ا تست 
Fo = Co\ 7 Ci‏ 
i=‏ 
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إن المجموعة م5 غير خالية لأن: 0 > 0©)© و0 <(,©)8© من أجل 
اعدو اسح من اة الان ان اة ور اة و الال :ا5 
اضفناها إلى -4 فإننا نصل من جديد إلى تناقض مع تعريف © . إذن من 
أجل كل الجموعات القابلة للقياس ع د-۸4 الديناء ٠‏ 

0 > (8)تة 

وهذا يعني ان -204 موجب . انتهى برهان النظرية . 

يسمى . تفكيك الفضاء × إلى جزء سالب -4 وجزء موجب +4 
تفكيك هان (صطدتلة) . 


إن تفكيك هان ليس عوماً وحيدا. إلآ أنه إذا كان 


X= إلى نا بك‎ 
X= A4; U A; 


تفكيكين لمان فإن من أجل كل 8 دع لدينا: 


E;)‏ 86)ه = ) AT‏ م هيت 


(2 (EN 4F) = %EN 43) 
: ذلك أن‎ 

23) EN زرك ,كل)‎ » EN AT 
: ومنه نستنتج أن‎ 

O(E N (471\4; )) > 0 

ومن جهة أخرى : 

(4 E N(AF\A4;)JC EN A; 
: ومنه‎ 


%(E N (4\4; )) > 0 
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وبالتالي : 
OE N (4\4; ))} = 0 ٠‏ 
بنفس الطريقة نثبت أن : 
D(E N (4)\47)) = 0‏ 
من العلاقتين الأخيرتين نستنتج : 


O(EN A4;)‏ = )47 مط)هة 
تبت العلاقة الثانية من (2) بنفس الطريقة . 


وهكذا فإن الشحنة © تعرف على © بطريقة وحيدة تابعين غير سالبين 
مجموعات :. 


O*(E) = O(EN 4+(‏ 
%7(E) = - (EN 4-<(‏ 
وتسمى على التوالي التغيّر الأعلى والتغيّر الأدنى للشحنة ©. من جهة أخرى 
من الواضح أن : 
O7 )1‏ -*© دل 
© +ه© و-ه تابعًا مموعات ٠‏ - جمعيان وغير سالبين» أي اهما 
قياسان . 
من الواضح أيه أن التابع -© + +ث = ايا قياس ؛ سم تغيراً کل 
للشحنة © التابع |اها. ويُسمى تثيل © على شكل فرق تغيّره الأعلى وتغيّره 
الأدنى تفكيك جوردان للشحنة ©. : 


ملاحظة . اعتبرنا أعلاه شحنات منتبية أي توابع © قيمها محدودة من الأدنى 
ومن الأعلى (راجع القرين الوارد أعلاه) . وفي هذه الحالة فإن +© و ص 
قياسان منتهيان . إن كل ما قيل بخصوص هذين التابعين يكن أن يعمم إلى 
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الحالة التي تكون فيها الشحنات محدودة من جهة واحدة فقط أي الحالة التي 
يكون فيا أحد المقدارين (4)© ۴م[ أو (4)© مده منتمياً . 


2. أهم أنواع الشحنات . ليكن م قياساً ه - جمعياً معرفاً في الفضاء × على 
۾ - جير ي. نقول عن المجموعات المنتمية إلى ج انها قابلة للقياس ندخل 
الآن المفاهيم الموالية . 


نقول عن حنة © معرّفة من أنجل المجموعات 8 د ج أنها مركزة على 
جموعة قابلة للقياس 40 إذا كان 0-(8)© من أجل كل 8 84,03 . 
تسمى حينئذٍ الجموعة 4 حامل الشحنة ©. 


نقول عن شحنة © أنها مستمرة إذا كان 0 = (8)© من أجل كل جموعة 
ع تحوي نقطة واحدة. نقول عن شحنة © أنها غير متصلة إذا كانت مركزة 
على مجموعة منتبية أو قابلة للعد» بعبارة أخرى تكون حنة © غير متصلة إذا 


وحدت جموعة منتبية أو قايلة للعد من النقاط و و 6167© حيث نجد 
من أجل کل X5 E‏ : 


E) = ) (مء)©‎ 


ckEE 


نقول عن شحنة © أنها مستمرة مطلقاً (بالنسبة لقياس معطى س) إذا 
كان : 0 -(4)©» من أجل كل مموعة قابلة للقياس 4 بحيث 0 - (4)س. 


نقول عن حنة © أنها شاذة (بالنسبة لقياس م) إذا كانت مركزة على 
جموعة قياسها منعدم بالنسبة لم. من الواضح أنه إذا كانت نة مستمرة 
وشاذة بالنسبة للقياس س فإنها منعدمة. 


3. الشحنات المستمرة مطلقاً . نظرية رادون - نيكودم . كمثال لشحنة مستمرة 
مطلقاً بالنسبة لقياس معطى بر نورد تكامل لوبيغ : 


0(4) = 1 f) du 
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(لتابع ۶ قبل لجمع مثبت /) المعتبر كتابع لمجموعة . والواقع أن هذا المثال 
فد كل الفحتات المستيرة معطلا لاء بجا رة أخرى + النظرية العالية : 


نظرية 2 (رادون - نيكودم) . ليكن بر قياساً (منتهيا) ۾ - جمعياً معرفاً على 
واد حجن من. اغات اة ھن »ولگ ۾ شه ب لع 
بالنسبة إل س معرّفة على » - الجبر نفسه . عندئذٍ يوجد تابع ‏ معرّف على 1 
قابل لجمع بالنسبة لم بحيث : 


o4) = | 1 ar 


من أجل كل جموعة قابلة للقياس 4 . إن هذا التابع المسمى مشتق الشحنة 
© بالنسبة للقياس س» معرّف بطريقة وحيدة بتقدير تكافؤ وفق س. 


البوهان . يكن ثيل كل حنة على شكل فرق شحنتين غير سبالبتين (راجع 
البند 2 أعلا.) + بالاضافة إلى ذلك فان كل شحنة مستمرة مطلقا يكن 
قثيلها على شكل فرق شحنتين غير سالبتين مستمرتين مطلقاً. ولهذا يكفي 
البرهان على النظرية من أجل حنات غير سالبة أي من أجل قياسات 
يكن إذن © قياس مستس)ً طلقا بالنسبة للقياس العطى بر لتثيت التوطفة 
التالية . 


توطئة . ليكن © قياساً مستمراً مطلقاً بالنسبة إل سء ولا يطابق الصفر . يوجد 
عندئذٍ عدد طبيعى « وجموعة قابلة للقياس 8 بحيث : 0 < (8 )س كا أن 8 


موجبة بالنسبة للشحنة بط - ه. 


برهان التوطئة. لتكن +4 ن 47 =× تفكيك هان من أجل الشحنة 
رع هع ...1,2 = م وليكن : 


4ط > وميه 
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من أجل كل ۾ أي أن: 0-(42)©؟ وبالتالي 472(<0)© إذن 
0 < مم (من الإستمرار المطلق ل ص بالنسبة لم) . ولذا يوجد »م بحيث 
(+4 )سر > 0. نلاحظ أن العدد « والجموعة 8 = +4 يحققان شروط 
التوطئة . 


ننتقل الآن إلى برهان النظرية . لتكن × جموعة التوابع / على × التي 
تقتع بالشروط التالية : التوابع غير سالبة وقابلة للمكاملة بالنسبة لير وَ: 


: / f(x) du = 0(4) 
M = sup (| به وار‎ fe K 
: نعتبر متتالية (م/] مؤلفة من توابع تنتمي إلى × بحيث‎ 
lim 1 fn(x) du = M 
I +o xX 


))*( ل .... ,تاو max (fı(*),‏ = امع 
لنثبت أن ,۾ د ×» أي من أجل كل مموعة قابلة للقياس 5 لدينا: 


E)‏ )® ك dp‏ تامع 


ذلك أن ع يكن أن يكتب على الشكل : 


حيث ع8 جموعات غير متقاطعة و (×) f‏ = (×)ع على ۽5 » إذن 


|, نمه‎ - 7 f(x) dy %(E,) = ®(E) 


f(x) = sup {fn (} 
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من الواضح عندئذٍ بأن (*).8 صا = (*)/ وبالتالي يأتي من نظرية ب . لوفى 
أن لدينا : 5-5 


| دار‎ dh = lim | g(x) dq = M 
¥ no JX 
: لنثيت الآن بان‎ 
رودا | - ضيه‎ dı = 0 
E 
: يتبين من الإنشاء أن تابع الجموعات‎ 
A(E) = @(E) - أ‎ a 

تابع غير سالب ويقتع بكل خاصيات القياس . بالإضافة إلى ذلك فإنه 


مستمر مطلقاً بالنسبة ل س. إذا كان 0 ± 2 فإنه يوجد حسب التوطئة ع > 0 
و 8 بحيث 0 < (8)س وَ: : 


ep(E N 8 > A(E N 8( 


(«)ويرة + «ار = (×)4 حيث و هو التابع المميز للمجموعة 8 » نحصل 


من أجل كل جموعة 8 : 
h(x) dy =‏ أ 


1 f(x) du + )ني‎ 5 N )ھ‎ <= | f(x) du + E م‎ B) > (E) 
E E\B 


وهذا يعني أن التابع # ينتمي إلى الجموعة × المعرفة أعلاه . لكن» لدينا من 
جهة أخرى : 
M‏ > (8عيرع + يرك (e) dy = | f(x)‏ 1 
XxX‏ 24 
اف اقش صريت مز وحكذا يح وجوه الا ر الحقو اده 
o4) = | ar‏ 
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لنثبت وحدانية هذا التابع . إذا كان : 
به ان | = o4) = | 109a‏ 
EEE NSA ES‏ 
| < هام - :× ]= مه 
(حيث « عدد طبيمي) العلاقة 
0 = يرك HA,) 5 n (f(x) - fı(x))‏ 
والأمر كذلك فيا يخص الجموعات : 
إل < )یل - وام :»| - م8 


M(B n) = 0 


[x:9 +n») = (u 4.) u (u 8.) 


f(x)} = 0‏ عد zx : fı(x)‏ 
وهذا يعني أن *):/ = («عيير أبغا كان تقريباً . انتبى البرهان . 
ملاحظة . من الواضح أن نظرية رادون-نيكوديم تعميم طبيعي لنظرية لوبيغ 
التي د e‏ تكامل مشتقه . إلا أنه إذا 
كانت لدينا طريقة فعلية للبحث عن المشتق في حالة التوابع المعرفة على 
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E‏ النسبة غ فإن نظرية رادون-نيكوديم لا 
تنص سوى على وجود المشتق © الم اسل 
سء وذلك دون الإشارة إلى 0 حساب هذا المشتق. نلاحظ أنه 
O Bs EDENE‏ أننا لانرغب في 00 هذه 
القضية هناء ونكتفي بالقول أن هذه الطريقة تقثل » باختصار» في حساب 
نهاية النسبة 0© عندما تت تتجول 4 في جماعة جموعات «متقاربة) بمفهوم 
معن نحو نقطة معطاة. نجد تفاصيل هذه المسائل مثلا في [53]. 


8. تكامل ستيلجاس (ەز!ء:؛؟) 


1. قياسات ستيلجاس . كنا في الفصل السابق» لدى الحديث عن إنشاء 
قياسات لوبيغ على المستقيم» قد أشرنا إلى الإنشاء التالي . لیکن ۴ تابعا 
رتيباً وغير متناقص معطى على قطعة [ط,ه] نفرضه» لتثبيت فكر القارئ › 
متتمرا عن السار ريف قياس : كل اغالات المقلقة والمقتوحة وتصفب 
المفتوحة الحتواة في القطعة المعطاة [ط ,ه] بواسطة العلاقات : 


m(a, 8( = F(B) - F(a + 0) 
mio, B] = F(B + 0) - 500 
m(a, [م‎ = F(B + 0) - F(a + 0) 
mlo, 8) = F(B) - F(0) 


(1) 


يكن بعد ذلك تعميم هذا القياس بفضل طريقة تمديد قياس حسب لوبيغ 
اله عشي بره عى ك اعات اق اة ر ران كل 
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له وا مكل هذا الاه اس الوم ب حا الود بالا عر 
يه بوا س لوبيع س 
ويسمى التابع ۴ التابع المولد لهذا القياس0. 


لبر يعض اغالات الخاسة القيائتات الوبية > جا 


1. لیکن F‏ تابع قفزات » ...3*2 1 نقاط تقطعه » hy, ha, ... gy‏ قم 
قفزاته عند هذه النقاط . إن القياس مير المولد عن هذا التابع يجعل كل 
المجموعات الجزئية للقطعة [ط ,ه] قابلة للقياس » وقياس كل جموعة 4 هو : 

2 r(4) = D hı 
xj 4 

لرؤية ذلك نلاحظ أن تعريف قياس لوبيغ -ستيلجاس يؤدي مباشرة إلى أن 
قياس کل جموعة {x:}‏ يساوي h;‏ وقياس متمم ا جموعة | {X1 X2,‏ منعدم . 
من الجمعية العدودية للقياس ممم تنتج المساواة (2) من أجل كل 4 د [ط,ه]. 
يسمى القياس ممم المحصل عليه انطلاقاً من تابع قفزات قياسا غير متصل . 


2 لیکن ۴ تابعا مستمراً مطلقاً وغير متناقص على [5,ه]» وليكن ۴ سر 
مشتقه . عندئذ يكون القياس الموافق ل » وهو مبمء معرقاً من أجل كل 
المجموعات الجزئية للقطعة [ط ,ه] (القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ) ومن أجل 
كل جموعة 4 من هذا النوع لدينا : 


03) F(4) = 1 f(x) dx 


يما أن القديد حسب لوبيغ لكل قياس » - جمعي و بطريقة وحيدة 
بواسطة قيبه عل نصق اللقة الأول (أو الأبعدانية) نستنتج أن المساواة 


() محققة من أجل كل المجموعات 4 د [5 ,ه] القابلة ده بمفهوم لوبيغ . 
يسمى القياس ہس الملحق بتابع مستمر مطلقاً م قياساً مستمراً مطلقاً. 


) إذا: كان التابع غير المتناقص ۴ غير مستمر من اليسار» يكن أن نعرف أيضاً قياساً » بتغيير 
الدساتير (1) بشكل مناسب؛ ينبغي أن نضع مثلا (0 — «mia, B] = F(B + 0) - F(a‏ الخ. 
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3 إذا كان # تابعاً مستمراً شاذا فإن القياس الموافق له مس مركز بأكمله 
على الجموعة التي لما قياس (لوبيغ) منعدم وحيث يكون م مخالفاً للصفر 
أو غير موجود. نقول في هذه الحالة أن القياس ہس شاذ. 


من الواضح أنه إذا كان ر۴ + ۴ = ۴ فإن رمي + r = pF,‏ . بالتالي » 
وا أن كل تع رتيب يسوي وع تا قفزات وتاي عستم مطل وتاي 
شاذء فإنه ينتج بأن كل قياس للوبيغ -ستيلجاس يكن أن ْنل على ,شکل 
جموع ثلاث مركبات» الأولى غير متصلة. والثانية مستمرة مطلقاً والثالثة 
شاذة. نذكر أن تفكيك تابع رتيب إلى ثلاث مركبات معرف بتقدير حدود 
ثابتة . ومنه ينتج أن قثيل كل قياس لوبيغ -ستيلجاس على شكل جموع قياس 
غير متصل وقياس مستمر وقياس شاذ ثيل وحيد. 

إن كل ما قلناه آنفاً خاص بقياسات لوبيغ-ستيلجاس على قطعة 
مستقيمة . ولهذا نعتبر الآن تابعاً ۴ رتيباً وغير متناقص ومحدود (من الأعلى 
ومن الأدنى) » معرقاً على كل المستقيم العددي . بتعريف قياس كل مجال 
مغلق أو مفتوح أو نصف مفتوح من المستقم العددي بواسطة دساتير ماثلة 
للعلاقات (1) نحصل على قياس منته على المستقيم العددي بأكمله» سميه 
أيضاً قياس لوبيغ-ستيلجاس. بصفة خاصة فإن قياس المستقم بأكمله في 
هذه الحالة يساوي : 


F(— oo)‏ - (رمم)ر 


F(- o) = lim F(x) 3 F(eo) = lim F(x) 
. (ينتج وجود النهايتين من کون ۴ رتیبا ومحدودا)‎ 


إن مفهوم قياس لوبيغ -ستيلجاس يستنفد في الحقيقة كل القياسات (أي 
كل توابع المجموعات المنتبية وه-المعية وغير السالبة) على غل المستقم . 
تأكد من ذلك تمت قياس م من تلك القياسات مختاره بصفة كيفية 
بوضع : 
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Fe) = لي‎ o, x) 


نحصل على تابع رتيب قياسه بمفهوم لوبيغ-ستيلجاس يطابق القياس م 
العطى م وكا إن اة قاين لونية ساس لات عا امت 
من القياسات على المستقيم ؛ فهذه العبارة تشير فقط إلى طريقة خاصة 
لإنشاء مثل تلك القياسات : انطلاقاً من تابع عولد معطى . 


2. تكامل لوبيغ .ستيلجاس . ليكن مم قياساً على القطعة [8.ه] مولداً عن 
تابع رتيب ۴ . نعرف من أجل هذا القياس » كالعادة صنف (أو صف) 
التوابع القابلة لمجمع وكذا مفهوم تكامل لوبيغ. 


| J(x) dilr 


يسمى مثل هذا التكامل المأخوذ بالنسبة للقياس رم المولد عن التابع ۴ 
تكامل لوبيغ - ستيلجاس: ونرمز له يد 


b 
٣ f(x) d F(x) 


نعتبر بعض الحالات الخاصة . 


1. لیکن ۴ تابع قفزات (أي أن مم قياس غير متصل) » عندئذ يرد 
التكامل : 
b‏ 
aren‏ | 
بطبيعة الحال إلى المجموع : 


2 *:) hi 


حيث تثل النقاط ,× نقاط تقطع التابع ۴ والنقاط ,۸ قفزات ۴ عند 
هذه النقاط . 
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2 إذا كان ۴ تابعا مستمراً مطلقاً فإن تكامل لوبيغ -ستيلجاس : 
b‏ 
maren‏ | 


يساوي : 


| f(x) F’'(x) dx 


أي تكامل ۴٩)»(‏ كر مأخوذا بالنسبة لقياس لوبيغ المعتاد. لرؤية ذلك 
نفرض أن (»)ر ثابت على جموعة قابلة للقياس 4 د [ط,ه] 03 = («ار 2 
4 » نرى عندئذ أن المساواة : 


L 1 
4 1 f(x) dF(x) = f(x) F'(x) dx 


نتيجة من المساواة (3). ثم بفضل الجمعية العدودية للتكاملات نلاحظ أن 
المساواة (4) تمتد صلاحيتبها إلى التوابع البسيطة القابلة لجمع من أجل 0 
مس . لتكن الآن متتالية توابع بسيطة متقاربة بانتظام نحو «كر. يكن أن 
نفرض بأن المتتالية (,/] غير متناقصة. حينئذ تكون ((*),/) متتالية غير 
متناقصة ومتقاربة أبغا كان تقريباً نحو («"” (»)/» وبفضل نظرية ب . لوفي 
يمكن الانتقال في المساواة : 


b b 
|] ا = )5ق تارم‎ 00 FC) dx 


إلى النباية : ص ج 7# . 


مما سبق يتضح أنه إذا كان ۴ جموعاً لتابع قفزات وتابع مستمر مطلقاً فإن 
تكامل لوبيغ - ستيلجاس »؛ من أجل القياس رر يرد إلى. سلسلة (أو جموع 
منته) وتكامل بالنسبة للقياس المعتاد للوبيغ. إذا احتوى ۴» زيادة على 
ذلك » مركبة شاذة فإن قولنا السابق حول رد س إلى سلسلة وتكامل يصبح 
502 


يكن تمديد مفهوم تكامل لوبيغ - ستيلجاس بصفة طبيعية بالانتقال من 
التوابع الرتيبة إلى توابع ذات تغيّر محدود. ليكن © تابعا من تلك التوابع . 
نكتبه على شكل فرق تابعين رتيبين : 
2 حك 
حيث « هو التغيّر الكلي للتابع © على القطعة [*.ه]. نعرف الآن تكامل 
لوبيغ -ستيلجاس بالنسبة ل© بوضع : 
b b‏ 0 
dg‏ | - اج صر | = rm aoc‏ | 
يتاك سول شن أنف إذا' کن :8« ما تر فة اة يوايظة رى تابن 
رتيبين » مثلاً م -م = ©» فإن : 


b b bi َم‎ 
| fC) dv(x) - ! fonds - | )هد زر‎ 7 f(x) dh(x) 


بعبارة أخرى لحساب تكامل لوبيغ-ستيلجاس بالنسبة لتابع معطى ©» 
يمكن أن ستعمل أي تمثيل لهذا التابع بواسطة فرق تابعين رتيبين . 


3. بعض التطبيقات لتكامل لوبيغ - ستيلجاس في نظرية الاحتهالات . 
لا نستعمل تكامل لوبيغ -ستيلجاس في التحليل لحسب بل نجده أيضاً في 
العديد من مسائل 'الرياضيات التطبيقية . وبصفة خاصة فإن لما استعالاآ 
واسعاً في نظرية الاحتالات . نذكر أن تابع التوزع لمتغير عشوائي ع هو تعريفاً 
التابع ۴ المعرف من أجل كل × بالمساواة: 
F(x) = 2) > x)‏ 
أي أن (*«) هو الاحتال لكي يكون المتغير العشوائي ع أصغر من ×. من 
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الواضح أن كل تابع توزع رتيب وغير متناقص ومستمر من اليسار ويحقق 
الشرطين : 0 = (ه F(-‏ و1ع (ه F(+‏ . 


0 > فإن كل تابع تع مبذين الشرطين يكن اعتباره تابع توزع 


متغيّر عشوافي 
إن المميزات: الرنيسية اتفير. عشواق هي 
أمله الرياضي : 
ه+ 

(5) ME = | x dF(x) 
: تغايره‎ 

5 . 

(6) 1 ع‎ 1 (x — MË)? d F(x) 


نمز من بين المتغيرات العشوائية عادة المتغيرات غير المتصلة والمستمرة 
على التوالي . نقول عن متغيّر عشواني إنه غير متصل إذا لم يأخذ سوى جموعة 
منتهية أو قابلة للعد من القم : 

261122 cos Kay ose 

(مثلا» عدد المكالات في مركز هاتفي خلال فترة زمنية متغيّر عشواني غير 
متصل) . 

إذا كانت .....م.....وم.رم تمثل احتالات أخذ المتغيّر م للقم 
x.‏ ,... , ,بعد » فإن تابع توزع ج يساوي بطبيعة الحال تابع قفزات. من 


أجل مثل هذا التابع نلاحظ أن التكاملين (5) و (6) يردان على التوالي إلى 
الجموعين : 


ME = ), xı Pı 


DE= JY (xı — ap: , (a= ME) وَ:‎ 
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نقول عن متغير عشواني ع إنه مستمر إذا كان تابع توزعه ۴ مستمراً 
مطلقاً . يسمى المشتق “8 لهذا التابع كثافة توزع احتالات المتغير العشوائي ج. 
بالاعتقاد على ما جاء في البند السابق من أجل متغيّر عشوائي مستمر فإن 
تكامئ لوبيغ-ستيلجاس المعبرين عن أمله الرياضي وتغايره يردان إلى 
التكاملين المواليين المأخوذين بالنسبة للقياس المعتاد للوبيغ : 


Mğ = 1 («د)معد‎ dx 
Dë = |] a)2 p(x) dx 


حيث ۴ =م هي كثافة توزع احقالات ة و15 -ه. 


نقتصر عادة في الدروس الأولية لنظرية الاحتالات على المتغيرات 
العشوائية غير المتصلة والمستمرة وهى تكاد تكون الوحيدة التي نجدها في 
مسائل الرياضيات التطبيقية . وعلى كل فإن تابع توزع متغيّر عشوائي يكن 
أن يحوي أيضاً مركبة شاذة بحيث لا تكون المتغيرات العشوائية غير المتصلة 
والمستمرة هي المركبات الوحيدة لمتغير عشوائي اختياري . 


لیکن ٤‏ متغيراً عشوائياً وم. تابع توزع و ٩ = ٩)5‏ متغيراً عشوائياً تان 
تابعاً بوريلياً للمتغيّر الأول . يمكن أن يكتب الأمل الرياضي و للمتغير ٠٩‏ 
تعريفا » على الشكل : 


مهد ]| 
حيث © تابع توزع ل . لكن المهم هنا هو أنه إذا كان التابع م قابلاً لجمع 


من أجل القياس المولد» على المستقيم » عن التابع ۶ فإن الأمل الرياضي 
للمتغير * يكن أن يُعبّر عنه بواسطة تابع التوزع ۴ للمتغير ج : 


Mn = MoD = | همه سه‎ 


ذلك لأن التابع )ب - ر يعرف تطبيقاً من المستقيم (» > × > ٠‏ -) 
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بالقياس مير (المولد عن ۴) في المستقم (م > ر > م -) بالقياس مس وهذا 
القياس هو صورة القياس مس بواسطة التطبيق (×)ب = ر. لكنه يتضح من 
خلال نتاتح الفصل الخامس أنه إذا كان (بر,لا) و( ,8). فضاءين مقيسين › 
وم تطبيقاً من (ر,ل) في (7,0) يحافظ على القياس (أي أنه بحيث: 


((1)4-م)م = (4)») وم تابعاً قابلاً لجمع على (2»)37,0 فإن: 


|, xav = | (e0) به‎ 


(تحويل المتغير في تكامل لوبيغ) . بوضع ر = (ر)ل و عبر اير ورمسد۷ 
نحصل على المساواة المطلوبة. وهكذاء ولحساب الأمل الرياضي (وكذا 
التغاير) لتابع للمتغيّر 5ّ» يكفي أن نعرف فقط تابع التوزع هذا المتغيّر. 


4. تكامل ريمان ستيلجاس (065اء58-ممةمه21). يکن إلى جانب .تكامل 
لوبيغ - ستيلجاس المعتبر أعلاه والذي يمثل في الحقيقة فرق تكاملي لوبيغ لتابع 
معطى “رء مأخوذين بالنسبة لقياسين معينين على المستقم » يكن أن ندخل ٠‏ 
أيضاً التكامل المسمى بتكامل ريان-ستيلجاس . وهذا التكامل يعرف كنهاية 
مجاميع تكاملية ماثلة لجاميع ريان التكاملية المعتادة. 


نعتبر من جديد تابعا © ذا تغير محدود مستمر من اليسار ومعرفاً على 


مجال نصف مفتوح (8 ,4]» وليكن ۶ تابعاً كيفياً معرفاً على نفس الجال نصف 
المفتوح (6.ه]. نعتبر تجزئة ل(5,»] بواسطة النقاط : 


a= Xo > <1 < X2 < ... > يرع‎ = © 


1 ختار ق كل عنصر [:*,:_:*] من هذه التجزئة0) نقطة مفية 5 ونشكل 


اع : 


() ۴ هو الخال بخصوص تكامل ستيلجاس فإن «مساهة» النقاط المنفصلة قد تكون غير 
منعدمة ؛ لاينبغي أن تكون لعناصر التجزئة نقاط مشتركة » ولهذا تأخذ هنا مجالات نصف مفتوحة . 
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0 YJ KREDI) - ©): -[ 


i=l 
حيث نقصد ب(,×)0 القيمة (0 -8)©. إذا آل المجموع (7) إلى نهاية (وهي‎ 
نباية لاتتعلق لا بالتجزئة الختارة للمجال (ط,ه] ولا باختيار النقاط ,ع في‎ 
,+*)»هم إلى الصفر » سمي تلك‎ - ×٠ عناصر هذه التجزئة) عندما يؤول‎ 


النباية تكامل ريان - ستيلجاس للتابع م بالنسبة للتابع © على (ط,ه]. ونرمز 
لهذا التكامل ب: 


b 
8) 1 I) 009 


نظرية 1. إذا كان f‏ تابعا مستمرا على القطعة [ط,ه] فإن تكامل 
ران -ستيلجاس (8) ل/ موجود وهو يطابق تكامل لوبيغ .ستيلجاس ل/. 


البرهان . يكن اعتبار المجموع (7) كتكامل لوبيغ-ستيلجاس للتابع الدرجي 
Xx‏ >< ك fn(*) = f), Xi‏ 

عندما نقلل عدد عناصر تجزئة الجال [6.ه) نحصل على متتالية من تلك 

التوابع متقاربة بانتظام نحو ۶. ولذا نرى أن نباية الجاميع الواردة موجودة 

وتطابق تكامل لوبيغ -ستيلجاس للتابع ۶ الذي يثل النهاية (نظرية الانتقال 


إلى النباية تحت رمز المكاملة) . من جهة أخرى» نلاحظ أن هذه هي 
التباية التي أطلقنا عليها اسم تكامل ريان -ستيلجاس (8). انتهى البرهان . 


نورد فيا يلي بعض الخاصيات الأولية لتكامل ريان-ستيلجاس . نفرض 
هنا بأن التابع f‏ مستمر على (ط,ه]. 
1. لدينا التقدير (نظرية المتوسط) 
max #(x)l 1 ]©[‏ > )*(® 4 وسار 1 | )9 
حيث يرمز [8] 72 للتغيّر الكلي للتابع 0 على (ط,ه]. 
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ذلك أن من أجل كل تجزئة للمجال (4,8] لدينا المتراحة : 


> الر_بع)ة - )0 ا ١‏ > 





١ رع)©»)رعار‎ - ©)»:-(( 
i 





< max دارا‎ ١ YJ (x) @(x;_ | > max ¥? 1®] 


i=l 


بالاتتقال إلى التہاية ق هذه المتراجححة نحصل على التقدير (9):. من أجل 
x‏ = («)4ي يعطي التقدير المعروف : 


< )5 - a) )امهم‎ 





عفص | 


من أجل تكامل ريان . 
2 إذا كان ي© + ره = © فإن : 
fb 8 fd‏ 
):40 „ أ + 40,00 )0 „ | = )هف I‏ „ 


ذلك أن هذه المساواة حققة من أجل الجاميع التكاملية مهما كانت 
التجزئة الختارة للمجال (4]4,5 وبالتالي فإن المساواة تبقى محققة عند المرور 
إلى النباية أي من أجل التكاملات. ٠‏ 1 

٠‏ كنا عرّفنا تكامل رمان- ستيلجاس «8) بافتراض أن التابع. ()©: مستمر 
من اليسار . ورغم ذلك فإن تعريف هذا التكامل كماية المجموع 27 قاثم 
من أجل كل تابع ()© ذي تغير محدود. لدينا ف هذه الحالة. القضية 
التالية : 

3 إذا كان ,© تابعاً ذا تغيّر محدود على ((:,ه]» وكذا رض وكان ,® و و 
متطابقين أبغا كان إلا على جموعة منتهية. أو قابلة للعد من النقاط الداخلية 
لحذا الجال فإن : 


fb fb 
| وميهة صر | = ضمرهة صر‎ 
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من أجل كل تابع /ر مستمر على [ط,] 


لإثبات هذه القضية نعتبر في البداية الحالة التي يكون فما 0 = رت أي 
أننا نريد أولاً البرهان على القضية : 
/3. إذا كان س تابعاً ذا تغير محدود منعدماً أبغا كان إلا على جموعة منتبية 
أو قابلة للعد من النقاط الداخلية للمجال (6,5] فإن : 
fb‏ 
raven = o‏ | 


من أجل كل تابع f‏ مستمر على [ط,ه]. 

نلاحظ أولاً بأن ذلك بديبي من أجل تابع يخالف 0 في نقطة واحدة 
فقط مد (بتقليل عناصر تجزئة (6,»] بشكل لامتناه دون أن تكون ,« نقطة 
تجزئة نحصل عندئذ على مجاميع تكاملية منعدمة) ؛ وبالتالي» وبفضل 
خاصية اجمعية » ندرك أن المساواة المطلوبة قائمة أيضاً من أجل كل تابع 
يخالف 0 قي عدد منته.من النقاط 


ليكن الآن ب تابعاً مخالفاً للصفر عند النقاط : 
ع وو نري و1172 


ولتكن : 


Vis 12: on o 


قيمه. عند هذه النقاط . لما كان للا ذا تغيّر مد ود > لدينا : هه > اوا 3 
نختار عددا طبيعيا ۸ بحيث يكؤن ‏ > ارا 2 ونكتب ب على الشكل .," 


WY = YN + Y |‏ 
حيث برب تابع يأخذ عند النقاط بح... >۶١,‏ على التوالي» القم 


باز CY Y2,‏ وينعدم خارج هذه النقاط ؛ أما كلا فهو يخالف 0 عند النقاط 
FN +29 °‏ 1ب 7# ٠‏ من الخاصية. السابقة يأتي : 
b b b‏ 
f) dw(x) = ٣ f(x) dwn (x) + ٣ f(x) d(x)‏ | 
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إن التكامل الأول من الطرف الأيمن منعدم حسب ما أثبتنا آنفاً ؛ أما 
التكامل الثاني فهو يقبل التقدير التالي حسب الخاصية 1: 


| f(x) )تاك‎ > max|f(x)l ١ ع2‎ 


(لأنه من البديبي بأن 28 > ارا( 2 = [ت7] 72) . ما أن ع صغير بصفة 
ا 1 

للبرهان على الخاصية 3 نعتبر الفرق ,© - ,ص - س. إنه لا يخالف الصفر 
إلا عل رة منعية أو اة العد مي العاف اله إلى وه ي أن 
نطبق الخاصيتين 2 و '3. بصفة خاصة »› لما كانت جموعة نقاط تقطع تابع ذي 
تغير محدود قابلة للعد على الأكثر فإننا نستنتج الخاصية الموالية + 


اختيارية.فإننا ستنتج مباشرة الخاصية 


. 4. إذا كان ۶ تابعا مستمراً فإن تكامل ريان- ستيلجاس rac»‏ | لا 
يتعلق بقيم التابع © عند نقاط تقطعه الواقعة داخل المجال (ط به). 

با أن تكامل رهان-ستيلجاس لتابع مستمر يطابق تكامل 
لوبيغ -ستيلجاس الموافق له فإن لدينا المساواة التالية من أجل تابع (»)/ 


مسىمر : 
b‏ 
YF Ax) hı‏ = مهو صر | 
ا یرن کیل وا ان ا و و شرف أذ 


b b 
(10) 1 ور‎ d(x) = | J(x) %'(x) dx 


وكا دا كوى :© اعا م ا کان ضاف إن ذلك› 
التابع “© قابلاً للمكاملة بمفهوم ريمان فإن تكامل الطرف الثاني من (10) يکن 
انار کتک مل وان 
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إن كل ماقلناه آنفا بخصوص تكامل ريهان-ستيلجاس على مجال منته هتد 
(دون صعوبة تذكر) إلى الحالة التي يكون فيا التكامل مأخوذاً على المستقم 
بأكئله أو على نصف المستقم . 


ملاحظة . كنا عرفنا تكامل ستيلجاس على الجال نصف المفتوح (4,5]. يمكن 
بطريقة ماثلة تعريف التكامل على [5.ه) وعلى (ط ,ه) وعلى [ط ,ه]. بخلاف 
تكامل ريان المعتاد فإن قم تكامل ستيلجاس على الجالات (ط,ه)» [ط ,ه]ء 
[,ه)» [ط,ه) قم مختلفة. فإذا كانت مثلاً ۾ نقطة تقطع للتابع © فإن 
تكامل ستيلجاس على [4,5] يساوي التكامل الموافق له على [6.ه) مضافاً إلى 
حد من الشكل «(»)ر حيث (ه)0 - (0 + 0)4 = ۸. 


5. الانتقال إلى النهاية تحت رمز تكامل ستيلجاس . أثبتنا في الفصل الخامس 
بعض النظريات المتعلقة بالإنتقال إلى النهاية تحت رمز تكامل لوبيغ. وقد 
طرحنا حينئذ السؤال التالي : لتكن إ,) متتالية توابع » نعتبر تكاملاات هذه 
التوابع بالنسبة لقياس معطى» أدرس إمكانية الانتقال إلى النہاية تحت رمز 
التكامل. في حالة تكامل ستيلجاس هناك طرح آخر للمسألة في غاية 
الأهمية : لتكن متتالية توابع ذات تغيّر محدود (,8!» ماهي الشروط التي تمكننا 
من الانتقال إلى النهاية تحت رمز التكامل : 


b 
٣ ودار‎ dD, (x) 
حيث ۶ تابع مثبت؟‎ 


لدينا في هذه الحالة النظرية التالية : 


نظرية 2. (النظرية الأول لميلٍ «إناه21) . 


لتكن [,8] متتالية توابع ذات تغيّر محدود على القطعة [5,ه]» متقاربة 
على هذه القطعة نحو تابع © وبحيث تكون التغيرات الكلية للتوابع ,© 

محدودة في مموعتها أي : 
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(..,2 ,1ع (n‏ © > 1,©] فور 
عندئذ يكون التابع النباية © ذا تغيّر محدود أيضاًء ولدينا من أجل كل تابع 
مستمر /: 


b b 
aD lim ٣ )هه سار‎ = | f(x) ©) 


البرهان . نثبت أولاً بأن التغيّر الكلي للتابع النباية © لايتجاوز الثابت © 
الذي يحد من الأعلى جموعة القيم [,8] 7٣‏ . بالفعل» من أجل كل تجرئة : 
لاد GEREK‏ 


للقطعة [ط ,ه] لدينا : 


© > البيعية د يها lim YJ‏ = ريه (x)=‏ ,2 
gt‏ ® ادع 
أي أن : ٠‏ 
VP[%] > ©‏ 
لنبين أن العلاقة (11) قائمة في الحالة التي يكون فيها ير تابعا درجياً . لتكن 
hk‏ قيم م عل الجالات (م×,,-»×). حينئذ : 


b 
JO) وارهة‎ =) hrl@n(x«) - ©, الدع‎ 


k 


b 
|| Koaecn = معهاية‎ - OC 
۶ k 
.« + من الواضح أن العبارة الأولى تؤول إلى العبارة الثانية لما مه‎ 


لیکن ۶ تابعاً مستمرا وَءِ عددا موجباً اختيارياً. نختار تابعاً درجياً ./ 
ىث : ١‏ 
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ب > اير - f00)‏ 


خف عله 





dD, (x) >‏ ودار RS ٣‏ أ 





+ ممه مم ’| - مودي | 





0 fe(x) 4%) - ٣ fe(x) dO, (x)| + 





| : Ja(x) dP, (x) - 1 1 ودار‎ dO, (») 


بفضل: نطرانة امريد الخاصة e‏ نلا حظ 0 الحد الأول 
جرت ان و ا ا ل 


ملاحظة . تتد هذه النظرية إلى الحالة التي يكون فيها أحد أو كلا حدي 
التكاملات الموالية غير منتهين 


8 
J(x) 090 ,)*( 


ل لأماية. E SS TS‏ 
۸ غير المنتبي المعتبر » وذلك بواسطة توابع درجية لا تأخذ سوى عدد منته من 
القم) . 

8 نظرية هيلي الأول e‏ التي ينبغي أن تتوفر 3 متتالية لد 
237 التوابع من الانتقال إلى النهاية ؛ أما نظرية ا الثانية . فهي توش 
القروط الى اتسين جرد سال فق رر ا يه الأو + 
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نظرية 3. (النظرية الثانية لهيلي) 


ستطيع من أجل كل جموعة غير منتبية 34 من توابع © معطاة على 
قطعة كيفية [5,ه] تحقق الشرطيين : 


maxlb( x) <C 
قر‎ [O] > k 


(حيث © و« ثابتان تشرك فيهما كل التوابع © المنتمية ل34) » ستطيع 
استخراج متتالية متقاربة عند كل نقطة من [ط,ه]. 


(12) 


البرهان . يكفي أن نبرهن على هذه النظرية من أجل توابع رتيبة . ليكن 
إذن : 
يه م ع قي 


حيث («)م هو التغّر الكل له على القطعة [×,ه]. عندئذ نرى أن التوابع 
« الموافقة لكل التوابع M30‏ تحقق : 
maxl v(x)| > k‏ 


V?[v] = V? [ه]‎ = k 


5 تحقق شروط النظرية وأخها رتيبة . لنفرض أن النظرية مثبتة من 
ا متتالية [,©! من توابع 24 بحيث تكون متتالية 
الا ا لرا ار مار تو جبازة و ن اة أخرى ان قران ؛ 

ره — Yn‏ = رع 
رتيبة وتحقق شروط النظرية . ولهذا يكن استخراج » من [,0)» متتالية جزئية 


[,,©! بحيث تكون المتتالية الموافقة لما (ي,م] متقاربة نحو تابع ۾ . لكن في 
هذه الخالة : 


©, جح (عد)ي‎ 0)x( = )د‎ - g)×( 
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يبقى إذن أن تثبت النظرية من أجل جماعة 44 من التوابع الرتيبة . 


لتكن : 


وو وا 


كل النقاط الناطقة على القطعة [ط,ه]. بفضل المتراحتين (12) نرى أن 
الأعداد )© (حيث 0 يتجوّل في الجموعة 4 بأكملها) تشكل جموعة 
محدودة . بالتالى » توجد متقالية 500 متقاربة عند النقطة ,م . يمكن.»-من .هذه 
المتتالية » استخراج متتالية جزئية (©8] متقاربة عند النقطة جم (وبالطبع 
عند ,«) . ثم من (©8] نستطيع استخراج متتالية جزئية متقاربة عند النقطة 
وء » وهكذا على التوالي . إذن فإن المتتالية القطرية 0)©) تصبح متقاربة عند 
كل النقاط الناطقة من القطعة [ط,ه]. إن جايتها تابع غير متناقص © 
معرف » فى الوقت الراهن » عند النقاط ... ,,م ,... ,وم ,رم لا غير . لا بد من 
ری ا يد كل فا ا و ق انيع ليل انكل 
النقاط × غير الناطقة : 0 lim‏ = («)۵ (حيث + لا يتعلق الا 
الناطقة) . لنثبت أن التابع 0 المتناقص © المحصل عليه بهذه الطريقة 
يساوي خباية المتتالية 0 عند كل نقطة من نقاط استمراره . x*‏ 
نقطة من هذه OT‏ 
يكون : 

)13( #مر)ق|‎ - (x) > ُ 


محرد صوة المتراححة : 8> اعد *يرا. 


نختار نقطتين ' و ٣‏ بحيث .”م > *ير > /م, وبحیث 85 -*× < ار 
I‏ عددا يرا بكفابة بحيتك نکن : 


. 
|(0,() - ®) > ً 


ع8 )14( 
< أ(”م)ة ‏ ر”م)ره| 
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وذلك من أجل م > و« . ستنتج من (13) و (14): 
8. ج > ا(”م)ية — I0,(r)‏ 


ما «أن التابع ,© غير متناقص فإن ”م),© > (*×),0 > (),0. 
وبالتالي : ش 


%0) - 0, > 0)9 - (r7 + r”) - اميه‎ + 


+ ً > |( )® - (ام) ,۵| + 


ETE 
6 = 6 


8 
E 6 


وهذا يعني أن (*×)0 = (*×),0 سنا . 


وهكذا نكون قد أنشأنا متتالية توابع من ۸4 متقاربة نحو تابع © أا كان 
اللهم إلا عند نقاط تقطع التابع ©. ما أن جموعة تلك النقاط قابلة للعد 
على الأكثر » فإنه يكننا تطبيق «الكيفية القطرية» من جديد وستخرج من 
المتتالية (,©) متتالية جزئية متقاربة عند هذه النقاط أيضاًء أي أا كان في 
:القطعة [ط ,ه] . 


6. الشكل العام للتابعيات الخطية المستمرة على فضاء التوابع المستمرة. 
أشرنا أعلاه إلى عدة تطبيقات لتكامل ستيلجاس . نعتبر الآن أيضاً 

مسألة مرتبطة بهذا المفهوم » وبعبارة أوضح فنحن نريد تعيين الشكل العام 

لتابعية خطية على الفضاء [ط ,ه] . 

نظرية 4. (ف .رس (F. Riesz‏ 5 


يكن كتابة كل تابعية خطية ومستمرة ‏ على الفضاء [0]64,5 » على 


5 F(f) = | f(x) 00) 
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حيث © تابع ذو تغيّر دود . بالإضافة إلى ذلك لدينا : 


IFl = v2 [ه‎ 


البوهان . إن الفضاء [4,5]© يكن أن يعتبر كفضاء جزني من الفضاء 
[ط ,ه]8 المؤلف من كل التوابع الحدودة على القطعة [4.5]» المزود بنفس 
النظيم المزود به [0]©,5) وهو : 
)ا sup‏ = مرا 

لتكن ۴ التابعية الخطية المستمرة على [8,»]© . بفضل نظرية هان-باناخ 
يمكن تمديد م » مع الاحتفاظ بالنظيم » من [1»,5© إلى الفضاء [ط ,۾]M‏ 
بأكمله . بصفة خاصة نلاحظ أن التابعية المحصل علا بعد القديد معرفة من 
أجل كل التوابع ذات الشكل : 


1 ,XxX ST 
(16) ha(x) = 0 , hx) = ا‎ (t> a) 
0 


نضع : 
)7 = ممه )17( 


ونثبت أن التابع © ذو تغيّر محدود على القطعة [8.»]. من أجل ذلك نعتبر 


تجزئة ل[56,ه]: 


(18) a= Xo < X1 < ...< Xn = b 


ونضع : 
#,ى... و2 وك عد # , (9-ع*)© - sgn(!(x«)‏ = ې 


(المقصود من «مجه» هو الإشارة) . عندئذ : 


(1) يتعلق الأمر هنا بتكامل على القطعة [4.8] 
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l0(x) - (xD = Y ar(®(x) - (ليع)ة‎ = 
k 


= يه أ‎ F(hx, — hx, _) = F( Y ax(hx« — hx _;0) 
k=1 k=1 


<lFl. 3 ar(hx , — h0 
ادع‎ 


لكن التابع (Px = hx)‏ لا يأخذ إلآ القيم 1 + 0. وبالتالي 
فإن نظيمه أصغر من 1 أو يساويه. إذن: 


لعاعاويىهة — ىه J‏ 
k=1‏ 
ولا كان ذلك ححيحاً من أجل كل تجزئة للقطعة [5 ,ه] فإننا نستنتج بأن : 
اما < رهامم 
وهكذا أنشأنا انطلاقاً من تابعية م تابعاً © تغيّره محدود. لنثبت أنه 
بواسطة هذا التابع يمكن كتابة التابع ۶۴ على شكل تكامل ستيلجاس (15). 


لیکن ۶ تابعاً اختيارياً مستمراً على [ط,ه]. وليكن > 0 نختار 5 > 0 
بحيث ع > ا( f)»‏ - )”ا ف حالة ححة #2>8« ”»|. نختار الآن 


التجزئة (18) بحيث يكون طول كل عنصر منها أصغر من 8 ونعتبر التابع 
الذي ير المعرف بالطريقة التالية : 
k=1,2,...,n‏ , ه* >< > f(x) , X1‏ ع f(x)‏ 


Je(a) = f(x) 
:ييه لال كارت عن الع‎ 8 


[hx - hx,‏ مع ١١‏ = وير 
اصع 
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حيث .8 هو التابع المعرف بالمساواة (16) . من الواضح أن ۾ > (#)ي/ - درا 
من أجل كل × حيث ( > × كه» وبذلك يكون: 


ع > Ifo) - f(x)‏ 
لنبحث عن التابعية ۴ الموافقة العنصر ر. من تعريف التابع +8 وخطية 


هذه التابعية نرى أن قيمته تساوي : 
D ADF: = F-0] =‏ = ويم 
k=!‏ 
إمسسهة - ممه | مجر ١‏ - 

k=} 

أي أنه يثل الجموع التكاملي للتكامل : 

b 
| r aoc» 
: إذن » إذا كانت القطعة [5,ه] مقسمة إلى أجزاء صغيرة بكفاية فإن‎ 
b 
صر | - وها‎ aoc) > 
: اللا ان لدينا من جهة أخرى‎ 


ع١‏ اما < الور يرا ٠‏ اما > الوم - FP‏ 


وبالتالي : 


<e(1 + FÎ) 





صهة صر | - مها 


ما أن ۾ > 0 اختياري نستنتج : 


b 
F(f) = f(x) D(x) 
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كا بيّنا أن التغيّر الكلي للتابع © المعرف بالدستور (17)» يحقق المتراجة : 
اما < ره مم (19) 
من جهة أخرى ينتج من نظرية المتوسط» بخصوص تكامل 
ران - ستيلجاس أن : 
[o]‏ م < اما . )20( 
بمقارنة (17) و (20) نحصل على المساواة: 
[o]‏ فير = اما 
ان برهان: الحظوية 
ملاحظة . من الواضح أننا إذا أخذنا تابعاً كيفياً © تغيّره محدود على القطعة 
[a, b]‏ ووضعنا : 
b‏ 
aoc‏ صر "| = FN)‏ 
نحصل على تابعية خطية على الفضاء [6,8]© . من الواضح أيضاً بأن كل 
تابعين ,© و رص» متطابقين على [4,5] بأكمله إلا على جموعة منتبية أو قابلة 


للعد من النقاط الداخلية ل[5,»]» يعرفان نفس التابعية الخطية . وبالعكس » 
إذا عرف ,ه و رف نفس التابعية على الفضاء [4,5]© » أي إذا كان : 
b b‏ 
d0,‏ ضار | = aoc‏ صر | 
من أجل كل تابع مستمر /, فإنه من السبل أن نرى بأن .© - ,© ثابت عند 
كل نقاط استمرار التابع يه - بص أي أنغا كان اللهم إلا على جموعة منتبية 
أو قابلة للعد من النقاط . 
نضح إلى نفس صف التكافؤ كل تابعين تغيّرتما محدود على [ط ,ه] والفرق 
بينهما لا يخالف ثابتاً إلا على مجموعة منتبية أو قابلة للعذ .من النقاط 
الداخلية ل[5.ه]» فنحصل على تقابل بين هذه الصفوف والتابعيات الخطية 
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على الفضاء [4,5]© . أي أن كل تابعية خطية على [ط,ه]٤‏ تكتب على 
أشكل تكامل ستيلجاس بالنسبة لشحنة معينة . يمكن لمذه الشحنة أن تكون 
معطاة بتابع ذي تغيّر محدودء لكن الصلة بين الشحنات وهذه التوابع لا يمكن 
أن تكون تقابلاً إل بتقدير التكافؤ الوارد أعلاه. 

من أجل تابع كيفي © من الصف الموافق لتابعية معطاة ۴ لدينا : 


[ه] v?‏ > اما 
تاخ أن هذه ا لر اة الست مساواة دوم لك رهاق الط نة يتنك 


أنه يوجد في كل صف من هذه الصفوف تابع » على الأقل » تكون من أجله 
المتراجمحة السابقة مساواة. 
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الفصل السابع 
فضاءات التوابع القابلة للجمع 


هناك صنف هام من الفضاءات النظيمية مشكل من فضاءات التوابع 
القابلة لجمع . نذكر من بين الفضاءات الأخيرة الفضاء ,1 المؤلف من كل 
التوابع القابلة لجمع » والفضاء را المؤلف من التوابع التي مربعها يقبل 
ا مجع . سنقوم بدراسة الخاصيات الأساسية لمذه الفضاءات. 

يعتمد محتوى هذا الفصل من جهة على الخاصيات العامة للفضاءات 
المترية والفضاءات الشعاعية النظيمية الواردة في الفصول الثاني والثالث 
والرابع » ومن جهة على مفهوم تكامل لوبيغ الوارد في الفصل الخامس . 


5. الفضاء ,1 . 
1. التعريف والخاصيات الأساسية للفضاء ,1 . 

ليكن × فضاء نعرف عليه قياساً ب يكن أن يكون قياس الفضاء 
× بأكمله منتبياً أو غير منته . نفرض أن القياس م تام (وهذا يعود إلى القول 


' بأن كل جموعة جزنية من جموعة ذات قياس منعدم» مموعة قابلة 
للقياس) . 


نعتبر جموعة كل التوابع ۶ القابلة لجمع على × . بما أن كل عبارة خطية 
لتوابع قابلة لجمع تابع قابل لجمع فإن هذه المجموعة المزودة بالعمليتين 
المعتادتين المعرفتين مجموع تابعين ولجداء تابع بعددء تشكل فضاء شعاعياً . 
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نرمز لهذا الفضاء pp)‏ )1 أو باختصار ,ع . ندخل على ,1 نظي 
يوضع( : 1 
el ar‏ | = ارا 0 


من الواضح إذن أن : 
مرا .لا = lal‏ 


ارا + ارا > اكر + كرا 


ولكي تتحقق الخاصية الأخيرة للنظيم وهي أن 0< ارا في حالة 0+/ 
يجب اعتبار التوابع المتكافئة على × كأنها تمثل نفس العنصر في الفضاء 1 . 
بصفة خاصة فإن العنصر المنعدم في ,1 هو صف التوابع المنعدمة أا كان 
تقريباً . وفي هذه الحالة نلاحظ أن العبارة (1) تقتع بكل خاصيات النظم . 
وبذلك ننتهي إلى التعريف التالي . 


تعريف 1. الفضاء ,5 هوء تعريقاً» الفضاء النظيمى المؤلف من العناصر 
التالية : كل عنصر عبارة عن صف التوابع القابلة لمجمع والمتكافئة فيا بينها . 
اما علينًا جمع عناصر ,.ة وضربها في أعداد فتعرفان كالعادة بالنسبة للتوابع©» 
م إن النظيم على ,1 معرف بالدستور 


ق | = ارا 
ندخل» ا هي المالة بالنسبة لكل فضاء نظيمي» مسافة على ,1 
بواسطة الصيغة : 
اچ مرا = (f g)‏ 





. () يرمز هنا وني المستقبل | إلى التكامل على الفضاء × بأكمله . 

(2) بعبارة أوضح : كل عنصر من ,1 صف توابع قابلة لجمع متكافئة فيا بينها ؛ لمع صفين من هذه 
الصفوف نختار من كل صف مثلا ثم تجمع الممثليْن الختارين ونأخذ جموع الصفين الصف الذي يحوي 
جموع الممثلين . من الواضح أن النتيجة لا تتعلق باختيار الممثلين. نفس الطريقة نطبقها لضرب 
عنصز من ,1 في عدد. 
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إن تقارب متتالية توابع قابلة لجمع بمفهوم هذه المسافة يسمى التقارب 
بالمتوسط . يكن اعتبار الفضاء ,1 بأنه مشكل من التوابع العقدية (الفضاء 
,ا العقدي) أو فقط من التوابع الحقيقية (الفضاء ,1 الحقيقي) . أما هذا 
الفصل فحتواه صالح لحالتين . 

هناك قضية بالغة الأهمية في العديد من مسائل التحليل» وهى : 


نظرية 1. إن الفضاء ,1 تام 


البرهان . لتكن [م/) متتالية من نوع كوشي في ,1ء أي : 
0ج ابر - lf,‏ 

عندما # و" يؤولان إلى ه. 

توجد عندئذ متتالية متزايدة دليلاتها (,م«] بحيث : 

du < 3F‏ امار يول - يوا | > Snes‏ = يول 
من هذه المتراجحة ومن نظرية ب . لوفي ينتج أن السلسلة : 
fal + fea = fal + <‏ 

متقاربة أيغا كان تقريباً على × » لكن السلسلة : 


ny 3# (faa™ fn) + a. 


في هذه الحالة متقاربة أيضاً أنخا كان تقريباً على × نحو تابع : 
n(x)‏ ا 3 f(x)‏ 
وهكذا فإن كل متتالية لكوثي في ,1 تحوي متتالية جزئية متقاربة أا 
كان تقريباً . 
لنثبت الآن بأن هذه المتتالية الجزئية (,,/) متقاربة بالمتوسط نحو نفس 
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التابع ۶. لما كانت (م/) متتالية لكوشي » فإن من أجل > 0 ومن أجل » 
و1 كبيرين لدينا: 


1 fu) - fal du < م‎ 


من نظرية فاتو نرى أنه يكن الانتقال إلى النباية تحت رمز التكامل 
(ه +1) فى المتراجة السابقة. نحصل عندئذ على : 


| اضار - ويا‎ du = e 


ومنه ينتج أن f‏ د ,1 وأن “رح عر. لكن إذا احتوت متتالية كوشية 
الي خزلية امتقار به نحو ية عا وان المثتالية تفا فارج و تف 
النباية . انتبى البرهان . . 


2 المجموعات الكثيفة أا كان في ,1 . 


من أجل كل تابع ۶ قابل لجمع على × » ومن أجل كل ۾ > 0 يوجد 
تابع سيط قابل لجمع (×)ب بحيث : 


ع > يرك p(x)‏ - هما 


من جهة أخرى»ء با أن تكامل تابع بسيط قابل ليمع ويأخذ القم 
دروو عن : اشرات وغ غ مل معرت: ضوع البللة: 


J yn (En) 
(شريطة أن تكون هذه السلسلة متقاربة مطلقاً) فإنه يتضح أن كل تابع‎ 
بسيط قابل لمجمع يكن أن يعتبر كتهاية (بالمتوسط) لتتالية توابع بسيطة كل‎ 
تابع منها لا يأخذ سوى عدد منته من القم . بالتالي فإن التوابع التي لا تأخذ‎ 
سوى عدد منته من القيم (أي تلك التي تثل عبارات خطية منتهية من‎ 
. 1, التوابع المميزة) تشكل جموعة كثيفة أا كان في‎ 
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ليكن ۸ فضاء مترياً» نعرف عليه قياساً يحقق الشرط التالي (المتوفر في 
قياس لوبيغ على فضاء إقليدي» كا يتوفر في العديد من الحالات ذات 
الأمية العملية) : كل المجموعات المفتوحة وكل الجموعات المغلقة في ۸ تقبل 
القياس » ومن أجل كل جموعة قابلة للقياس مه د۸ ومن أجل كل + > 0 
توجد جموعة مفتوحة 6 5 M‏ بحيث : 


(2) p(G\M) > ع‎ 


عندئذ تتوفر لدينا الننيجة التالية : 


نظرية 2. إن جموعة كل التوابع المستمرة القابلة لجمع مموعة كثيفة أبغا كان 
في ,)رط . 


البرهان . يتبين مما سبق أنه يكقي البرهان على أن كل تابع بسيط » عدد قيمه 
منتةن جوا عباية. مقهوم التقارب بالمتوسط لمخالية توم سكير : لكن يا 
أن كل تابع بسيط وقابل لجمع (وعدد قيمه منته) يساوي عبارة خطية من 
التوابع المميزة (×)ير× للمجموعات القابلة للقياس وذات القياس المنتبي » فإنه 
يكفي تقديم البرهان من أجل التوابع الأخيرة (أي التوابع المميزة) . لتكن 14 
جموعة قابلة للقياس من فضاء متري ۸ وليكن ٠‏ > (384). عندئذ نستنتج 
من الشروط (2) أن من أجل :>0 توجد جموعة مغلقة يرم وجموعة 
مفتوحة پر بحيث : 
Fu CMC Gu‏ 


HKGu\Fu) < €‏ 
نعرف الآن تابعاً («)يب بوضع0 : 


__ RNG 
Q(x) = ex, R\G») + ,)م‎ Fu) 


(1) يرمز (4 ,*)ه إلى المسافة بين النقطة × والمجموعة 4 . 
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إن هذا التابع يساوي 0 من أجل × د ر6١۸‏ ويساوي 1 من أجل 
× د 5 . إنه تابع مستمر لأن كلا من التابعين (ير ,»)ع وَ (ير26©6 ,)ع 
مستمر وجموعها لاينعدم أبدا. أما التابع ,م - برج فهو لا يتجاوز 1 على 
۴١ر6‏ وينعدم خارج هذه الجموعة . بالتالي : 


ع > dp‏ د)يب - xu (x)‏ 1 
ومنه تأتي نتيجة النظرية . 


من الواضح أن الفضاء (ب,#):ة لايتعلق لا باختيار الفضاء × ولا 
باختيار القياس م على هذا الفضاء . فثلاً إذا كان القياس س مركراً في عدد 
منته من النقاط» فإن (بر,8),.ة يصبح فضاء بعده منته. نلاحظ أن 
الفضاءات ,1 ذات البعد غير المنتبي هي التي تلعب الدور الأساسي في 
التحليل الرياضي » وذلك عند احتواها لمجموعة جزئية قابلة للعد وكثيفة أا 
كان. لقييز الفضاءات ,1 من هذا النوع ندخل أيضاً المفهوم التالي الذي 
يرجع أصلاً إلى النظرية العامة للقياس . 


تعريف 2. نقول عن قياس مر إنه ذو أساس قابل للعد إذا وجدت جماعة 
قابلة للعد: 


مؤلفة من جموعات جزئية قابلة ود × (هذه الجماعة هي 
الأساس القابل للعد للقياس م) بحيث من أجل كل جموعة قابلة للقياس 
8 دي ومن أجل كل ع > 0 يوجد »4 5 4 بحيث : 


ع > p(MA Ak)‏ 
بصفة خاصة يكون القياس س ذا أساس قابل للعد إذا تمكنا من اعتباره 
كتمديد حسب لوبيغ لقياس ” معرف على نصف حلقة قابلة للعد 8 . ذلك 
أن الحلقة روم (القابلة للعد» طبعاً) في هذه الحالة هي بالضبط الأساس 
المطلوب . ومنه نرى مثلاً أن قياس لوبيغ على قطعة له أساس قابل العد 
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لأننا ستطيع » من أجل هذا القياس » أخذ جموعة الجالات نصف المفتوحة 
ذات الحدود الناطقة بمثابة نصف الحلقة الابتدائية . 

إن الجداء وبر × رس = س لقياسين لمما أساسان قابلان للعد هو أيضاً 
قياس ڏو أساس قابل للعد لأن الاتحادات المنتبية المؤلفة من جداءات 
عناصر تنتمي إلى أساس القياس بس في عناصر تنتمي إلى أساس القياس 
وثرة. غت ا قان يوعد دي سن الیل الاک 
من ذلك) e‏ قياس لوبيغ على المستوى (وأيضاً على فضاء 
بعل ٥ه (n‏ له استاس قابل للعد. 


(3) Af, A2, -... As 

أساساً قأبلا للعد للقياس س . من الواضح أن الجماعة (3) يكن توسيعها بحيث 
نحصل على أساس جديد قابل للعد لهذا القياس : 

(4) Ay Aas os Aas مد‎ 


ويكون هذا الأساس مغلقا بالنسبة للطرح والاتحادات والتقاطعات المنتبية 
للمجموعات أي أنه تع ببنية حلقة . 


نظرية 3. إذا كان القياس س ذا أساس قابل للعد في (,1,)1 فإنه توجد 
جموعة قابلة للعد وكثيفة أعغا كان مؤلفة من التوابع. 


البرهان . لنثبت أن الجاميع المنتهية : 


05 J 9ه‎ 


k=l 
(حيث ي أعداد ناطقة و ب توابع ميزة لعناصر من الأساس القابل للعد‎ 
للقياس س) تشكل جموعة قابلة للعد كثيفة أبغا كان فيس ,)ا‎ 
إن عدودية هذه الجموعة أمر بديهي ؛ لنبين أنها كثيفة أا كان في‎ 
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(ب,),ة . سبق وأن أثبتنا بأن جموعة التوابع الدرجية التي لا تأخذ سوى 
عدد منته من القيم جموعة كثيفة أا كان في ,5. ولا كان بالإمكان 
تقريب كل تابع من هذا النوع بالدقة التي نرغب فيا بواسطة توابع من 
نفس النوع لاتأخذ سوى قم ناطقة » فإنه يكفي أن نثبت بأن كل تابع درجي 
f‏ يأخذ على المجموعات : E,, E», ..., E,‏ 


n 


i=l] 


القم التالية على التوالي 


(حيث بر أعداد ناطقة) تابع يكن تقريبه بمفهوم مسافة ,8 بالدقة التي 
نرغعب فيبا» وذلك بواسطة توابع من الشكل 5). مراعاة المللاحظة الواردة 
اعلا يكن أن فرض :دون المس . بعموفية المسألة» بان أساس القياس م 


من التعريف 2 يتبين أن من أجل كل > 0 فإن الأساس القابل للعد 
للقياس 1 يحوي جموعات OE‏ بحيث : 
ME AAR) < e‏ 
نضع : 
A, = AAU A; (k = 1,2, ..., n)‏ 
k‏ 
وَ: 


Yk ,*< © A, 
f *)x( = n 
XE RU ك4‎ 


i=1 
: من السبل أن نرى من أجل ء صغير بكفاية أن القياس‎ 
دا : داس‎ * f*()} 


يصبح صغيراً بالشكل الذي نريده. وبالتالي فإن التكامل : 
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ضر * ودر : lf) — f*(e)ldp = 2 maxly,) {x‏ 1 
يصير صغيراً بالشكل الذي نريده عند أخذ ع صغراً بكفاية . 


بقضل الفروض المتخذة بالنسبة لأساس بم نرى أن التايع *مر يكتب على 
الشكل (5) . انتبى برهان النظرية. 


في الحالة الخاصة التي يكون فيها × قطعة من المستقيم العددي ويكون فيا 
القياس در قياس لوبيغ » يكن أن نحصل على جموعة قابلة للعد وكثيفة أبنا 
كان فى 1 بطريقة أيسر»ء مثلاً بأخذ جموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات 
الناطقة . بالفعل» فإن هذه المجموعة كثيفة أبفا كان في جموعة التوابع المستمرة 
(حتى بممفهوم التقارب المنتظم) ثم إن الجموعة الأخيرة كثيفة أبنا كان في 
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8. الفضاء ,1 
1. التعريف والخاصيات الأساسية . 


كنا رأينا بأن الفضاء .5 فضاء شعاعياً نظيمياً تام (أي فضاء 
لباناخ) . لكنه فضاء غير إقليدي : ذلك أن النظم المزود به لايمكن تعريفه 
' بواسطة جداء سلمي . . ينتج ذلك من «نظرية متوازي الأضلاع» المثبتة في 
الفصل 3» 8:»48. فثلاً من أجل التابعين 1 ديم و « هذه ح ي القابلين 
للمكاملة على القطعة [«2 ,0] نجد أن العلاقة : 


(تاعاا + تارا) 2 = تاج را + تاج برا 
ليست محققة في 1 . 


يكن انشاء فضاء نظيمي واقليدي باعتبار جموعة التوابع ذات المربعات 
القابلة للجمع . ندخل فيا يلي التعريفات الموافقة لذلك . نعتبر في البداية توابع - 
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حقيقية f‏ معرفة على فضاء × مزود بقياس ». نفرض أن جميع التوابع قابلة 
للقياس ومعرفة أبغا كان تقريباً على × . ونعتبر من جهة أخرى أن التوابع 
المتكافئة فها بينها متساوية. 
تعريف 1. نقول عن تابع /ر إنه ذو مربع قابل للجمع على × إذا كان التكامل : 
به 7 | 

موجودا (ومنتهياً) . نرمز مجموعة التوابع التي تحقق هذا الشرط ب (سر ,»)1 
أو باختصار را . 

نورد فيا يلي الخاصيات الأساسية لعناصر ر1 . 

1. إن جداء تابعين من ر1 تابع من ,1 . 

ينتج ذلك مباشرة من المتراححة : 

[(x)چ‏ + صعتر] (1/2) = )ع مرا 

ومن خاصيات تكامل لوبيغ . 
نتيجة. كل تابع f‏ من 52 على فضاء قياسه منته تابع يقبل امع . 

لرؤية ذلك يكفي أن نضع 1= (×)ع وأن نستخدم الخاصية 1. 

2< إن مجموع تابعين من را تابع من را . 


لدينا : 
g(x)‏ + اصع ورا + f(x)‏ = :((م)ع + (f(x)‏ 

بالاعتقاد على الخاصية 1 نرى أن كل من التوابع الثلاثة الواردة في الطرف 

الأيمن تقبل المكاملة . 


3 إذا کان f‏ د را وه عددا كيفياً فإن /» 3را . 
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ذلك أنه إذا كان ۶ د يم فإن : 
dy < co‏ 9)ت/ | قم = le HOOP au‏ | 
ا م سراي اا رن 
را . بالإضافة إلى ذلك» من الواضح أن ف توابع من 1٫‏ وضريبها في 
الأعداد عليتان تحققان كل الشروط الواردة في تعريف الفضاء الشعاعي 


(الفصل 3“ §1( . وبالتالٍ فإن ا مجموعة وآ المؤلفة من التوابع دات 
المربعات القابلة للمكاملة (أو اجمع) فضاء شعاعي . 


نعرف الآن الجداء السلمي ف 1 بوضع : 
f(x) g(x)dy‏ | 06 


من الواضح أن الشروط الواردة في تعريف الجداء السلمي (الفصل 3» 
§4( محققة هنا كلها » وهي : 


(fg) = (8, f) (1 

(fı + fa, 8) = he رع‎ + (f.8) (2 

(af, g) = a( f.8) G 

4 0 < (£) في حالة 0+ . 

بصفة خاصة فإن الشرط 4 محقق لأننا اصطلحنا على أن نأخذ التوابع 


المتكافئة فيا بينهبا متساوية (وهكذا فالعنصر المنعدم في ر1 هو جموعة التوابع 
على × المكافئة للتابع 0 = .)f‏ 


وهكذاء بعد أن عرفنا من أجل توابع ر1 عليتي المع والضرب في عدد 
وكذا الجداء السلمي » نصل إلى التعريف النهائي التالي : 


تعريف 2. الفضاء الإقليدي ر1 هو ء تعريفاً » الفضاء الشعاعى المؤلف من 
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العناصن التالية :كل غتضن يل سفت التوابع .ذات المريعات القايلة للمكاملة 
المتكاقفة. فيا بيتها ؛. والمروة. بالحداء: السلمى + 


f Od‏ | ك 


لدينا في ر » ۴ هو الحال بالنسبة لكل فضاء إقليدي » المتراحة المعروفة 
متراححة كوشي - بونياكوفسكي ومتراحة المثلث وها تكتبان في هذه الحالة على 
الشكل : 


)| ضع ضكر‎ au) = | 209 a | 220 ap 


jure + cor av = | f 7 a + || صمي‎ av 
بصفة خاصة» ومن أجل >( س» عندما نضع في متراحة‎ 
: كوشي - بونياكوفسكي 1 = («)م نحصل على التقدير المفيد التالي‎ 
00 (Î وسار‎ ar) < wc) | 70 ar 
: معرف بالدستور‎ L2 إن النظيم على‎ 


به 09 || = 7D‏ = ارا 


أما المسافة بين عنصرين f‏ وج من ر1 فهي معرفة بالدستور : 
(f) - g(x))* dy‏ |- اع - را = g(‏ ,ريع 
لسمى الكمية: 


اچ - ا = برل 2((*«)ع - هى | 
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الانحراف التربيعي المتوسط للتابعين ۶ و« . 


التربيعى . إذا لم نخش التباساً بين هذا التقارب والتقارب في ,5 المعرف في 
الف النابقة ف تيمل هنا أف خان لار ا 


نظرية 1. إذا كان : ٠‏ > (ج)س فإن الفضاء (س,×)را تام . 


البرهان . لتكن {fn}‏ متتالية لكوشي ف “L2‏ أي : 


co‏ جح n, Mm‏ , 0ح ااي = ورا 
حينئذ » وبقضل التقدير (1)» نجد: 
1/2 
عه لق يت وناب | | c0‏ عجرن ادم يرب ون ا 1 0 


> e[p(X)2 


وهذا يعني أن (م/] متتالية لكوشي بالنسبة لمسافة الفضاء ,1 أيضاً. 
بإعادة الاستدلال المتبع للبرهان على أن الفضاء ,ا تام نختار في إمر) 
متتالية جزئية إي/) متقاربة أبنا كان تقريبا نحو التابع م. بالاعتقاد على 
نظرية فاتو نرى أنه يكن في المتراجحة : 


ع > برل )رم ¬ n.‏ | 
المحققة من أجل حدود هذه المتتالية الجزئية عندما يكون * و1 كبيرين» 
يمكن الانتقال إلى النهاية (-ه +2). نحصل عندئذ على : 

ع > 1)E du‏ ج دم | 


ومنه ينتج أن ۶ د 1٫‏ وأن “رح يمر . لإنهاء البرهان يكفي» ا هو الخال 
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في برهان النظرية 1 من 18ء أن ستعمل النتيجة القائلة بأن كل متتالية 
لكوشي في حالة احتوائها لمتتالية جزئية متقاربة هي متتالية متقاربة نحو 


نفس النهاية . 


2. حالة فضاء قياسه غير منته. 


درسنا آنفاً التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة المعرفة على فضاء × 

قياسه منته . ولدى هذه الدراسة اعتمدنا بالفعل على الشرط ٠‏ > (2)لم: 
جانا إلى هذا الشرط أولاً عند البرهان على أن كل تابع من را يقبل المكاملة 
ثم عند البرهان على المتراحة (2) التي يعتمد عليها برهان النتيجة التي تنص 
على أن را تام . إذا اعتبرنا توابع معرفة على فضاء قياسه غير منته (مثلاً 
على المستقيم العددي مع تزويده بقياس لوبيغ) فإننا نلاحظ وجود توابع من 
م لاتنتمي إلى :5 . مثال ذلك التابع ص فهو غير قابل للمكاملة على 
المستقيم العددي بأكمله على الرغم من أن مربعه يقبل المكاملة . من جهة 
أخرى » في الحالة التي يكون فيها -ه > (×)س فإن لدينا المتراجححة (1) التي تعني 
بأن تقارب متتالية توابع في ا تؤدي إلى تقاربها في ,1 . أما عندما يكون 
مه = (×)س فإن ذلك غير صحيح : فالمتتالية : 

1/n xl > م‎ 

=|, E 
مثلاً متتالية توابع متقاربة نحو 0 في الفضاء (»,ه -)ر1 المؤلف من‎ 
التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة على المستقيم العددي» لكنها ليست‎ 
متقاربة نحو أية نهاية في (ه ,ه -),8 . إلا أن الفضاء ر1 يبقى تامأ حتى‎ 
. 0) ¥( = ولو کان هه‎ 


(1) نلاحظ أن البرهان على أن ,1 تام » وهو البرهان الوارد في 15» لا يتعلق بالفرض حول قياس 
الفضاء *ء منتهياً كان أو غير منته. 
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لنثبت ذلك . ا هو الحال في الفصل 5» 58» 6 حيث أدخلنا مفهوم 
التكامل على جموعة قياسها غير منته» سنفرض أن الفضاء × يكن تثيله 
بواسطة اتحاد قابل للعد من الجموعات ذات القياس المنتبي . ليكن : 


X= لا‎ XK, 8 (ر8 )لا‎ > o, 


ا 
XNnXu=O , nm)‏ 
ذلك القثيل » ولتكن إ./) متتالية لكوشي في (م ,)ر1 . عندئذ من أجل كل 
ع > 0 يوجد N‏ بحيث : 
HOD dr < e‏ - رايا | 
وذلك من أجل كل » و1 > ۸ . نضع : 


بلا عع : x)‏ 


( 
E 8 ع‎ © X 


بفضل المعية القابلة للعد لتكامل لوبيغ لدينا: 


ECD = FOF dy < e‏ | حسعمم- مسا| 
n =1 7‏ 


إذن من أجل كل 4 منته لدينا حت : 


M 
(3) 7 [f{7(x) — f ()P dp < ع‎ 
n=! R8 
إن جموعة التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة على كل ,× مجموعة‎ 
: تامة . بوضع‎ 
fio) = lim fF) 
صجه]‎ 


(عفهوم التقارب في الفضاء س ,)رة) يكن أن ننتقل في المتراجحة (ى إلى 
التهاية من أجل ه ج[ . نحصل حينئذ على : 
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M 
DJ |, UCD = fXOF a < e 


n =1 


وما أن المتراجحة محققة من أجل كل الأعداد 24 » يكننا الإنتقال إلى 
النباية بجعل »+« . وهذا يقودنا إلى المتراححة ٠‏ 


2 f(x) — fx)P dy ك‎ e 


n= 


f= f0) ,  x€X, 
: نستطيع إعادة كتابة المتراححة على الشكل‎ 
UCD - fF ay < e 
. ومنه يأتي أن ۶ ينتمي إلى (س ,)ر وأن المتتالية »ئ متقاربة نحو م‎ 


تمرين. نعرف (م,ا),ة كمجموعة صفوف التوابع المتكافئة الحققة 
به < dy‏ "صما | حيث م > مك 1. أثبت أن (س,×)و1 فضاء لباناخ 
بالنسبة للنظم : 


If - (e a) 


3. المجموعات الكثيفة أننا كان في را. نظرية التشاكل 

تبيّن إذن أن الفضاء رس ,)2 المؤلف من التوابع ذات المربعات القابلة 
للمكاملة فضاء إقليدي تام. إن بعد هذا الفضاء غير منته ماعدا 
حالات شاذة. من المهم بالنسبة للعديد من التطبيقات في التحليل معرفة 
الشروط التي تجعل الفضاء رس ,×)ر1 قابلاً للفصل » أي يحوي مموعة قابلة 
للعد كثيفة أا كان . رأينا في 18 أن ( ,2)4 يقبل القصل إذا كان للقياس 
د أسناس قابل للعد . من السبل التأكد من أن هذا الشرط يضمن أيضا قابلية 
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الفصل ل س ,)ر1 . ذلك أن كل تابع من (بر,لا)رة يمكن تقريبه بالدقة التي 
نرغب فيها بواسطة توابع منعدمة خارج مموعات معينة ذات قياس منته© . 
تثبت الاستدلالات السابقة أن في برهان النظرية 3» 18» أننا نستطيع 
اختيار جموعة جزئية قابلة للعد وكثيفة أينا كان في جموعة التوابع المشار 
الما آنقاً . 


وهكذا إذا كان للقياس س أساس قابل للعد فإن (م,ا)رة فضاء اقليدي 
تام وقابل للفصل . بعبارة أخرى» إذا وضعنا جانباً الحالة التى يكون فا 
(,ا)رة ذا بعد منته فإننا نحصل على النتيجة التالية : إذا كان القياس س ذا 
أساس قابل للعد (س ,)ر1 فإن (,#)رة فضاء ممليبر قابل للفصل . 


بفضل نظرية التشاكل في الفضاءات الميلبرتية نلاحظ أن ذلك يعني 
بأن الفضاءات (م,8)ة التي تمتع بالخاصية السالفة الذكر فضاءات 
متشاكلة فها بينها hd‏ 
مع الفضاء را المؤلف من المتتاليات العددية ( ۰ وو )x, x2,‏ = × التى 
تحقق » > 2× . يمكن اعتبار الفضاء الأخير ممثابة (س ,)ر1 » حيث x‏ 


وة قابلة للع ١أنا‏ القياس » فهو معرف على كل مموعاتها الجزئية 


ويساوي 1 عند كل نقطة . نقتصر في المستقبل على الفضاءات (س,×)ر1 
بحيث يكون القياس مم ذا اساس تا قابل للعد. وإذا م نخش التباساً نرمز لهذا 
الفضاء L2‏ . 


الفضاء مآ فضاء هيليري حسب ماسبق ذكره ولذا فإن كل المفاهيم 
وکل الاج المثبتة في الفصل 3ء 45 الخاصة بفضاء هيلرتي مجرد قائمة من 
أجل ر1 . 

بصفة خاصة» بالاعتقاد على نظرية ريس» فإن كل تابعية خطية على 
فضاء هیلبرتي 8 تكتب على شكل جداء سلمى : 


F(h) = (h, a) 


() إذا كان: ٠‏ > (×)» فإن هذه العملية لا لزوم لما 
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حيث ۾ شعاع. مثيّت من # . وبالتالي كل تابعية على ر1 تكتب بالضرورة 
على النحو : 
g(x) dy‏ ودار | = F(f)‏ 


4. الفضاء ر1 العقدي . 


اعتبرنا سابقاً الفضاء ر1 الحقيقي. إن النتاج الحصل عليها تمتد 
صلاحيتها بدون صعوبة تذكر إلى حالة الفضاء العقدي . نقول عن تابع 
عقدي ثم معرف على فضاء × مزود بقياس برء إنه تابع مربعه قابل 
للمكاملة إذا كان التكامل : 


dp‏ )را | ا 
x‏ 


منتهياً . نعرف جمع مثل هذه التوابع وضريها في أعداد كالمعتاد» ونعرف 
الجداء السلمي بالدستور : 


f(x) g(x) dp‏ 7 = (ع.1) 


فنحصل على فضاء إقليدي ميه الفضاء ر1 العقدي (نعتبر هنا 
أيضاً » ا هو الحال بالنسبة لحالة م5 الحقيقي » بأن جميع التوابع المتكافئة فيا 
بيبا متساوية) . إن هذا الفضاء تام » وإذا كان للقياس س أساس قابل للعد 
فإن را يصبح قابلاً للفصل . وهكذا (بترك الحالة التي يكون فيا ر1 ذا بعد 
منته) يتضح أن لدينا النتيجة : 

إن الفضاء را العقدي الموافق لقياس ذي أساس قابل للعد فضاء 
لميلبرت عقدي وقابل للفصل . ثم إن كل هذه الفضاءات متشاكلة فيا بينها 
وتقتع إلى جانب ذلك بالخاصيات الواردة في الفصل 3؛ 48. 
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5. التقارب بالمتوسط التربيعي وعلاقته بأنواع أخرى من تقاربات متتاليات 
التوابع . 


بإدخال نظم عل الفضاء ر1 نكون قد أدخلنا في نفس الوقت مفهوم 
التقارب التالي من أجل التوابع ذات المربعات ت E‏ 


fn >f 
E 
iim |] - تود‎ dy = 0 


0 الحالة 59 يكون 5 الفضاء X‏ ذا ا منته . 


1. إذا كانت متتالية توابع el‏ من الفضاء (س يم 00 من أجل 
ذلك أن المتراجحمة (2) تعطى : 
1/2 
]به (()گ - .| كمس 1 ک نيك ار - )مرا 1 


ومنه تأتي النتيجة المطلوبة . 


2 إذا كانت متتالية [م/) متقاربة بانتظام فإنها متقاربة أيضا بالمتوسط 


التربيعي . 
لرؤية ذلك نلاحظ » من أجل > 0 ومن أجل كل م كبير بكفاية » أن 
ا 
ع < fa (x) — f(x)‏ 
وبالتالي : 
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1 [fn (e) — fOOP dp < 2ع‎ p(X) 
. ومنه تأتي النتيجة‎ 


3. إذا كانت متتالية إمم/! من التوابع القابلة للمكاملة متقاربة بالمتوسط 
فإنها متقاربة أيضاً بالقياس على × . 

تنتج هذه الخاصية مباشرة من متراحة تشيبيتشاف (الفصل 5» 58» 
3 . ومنهء بالاعتهاد على النظرية 8 48 الفصل 5» تنتج القضية : 


4 إذا كانت متتالية ب متقاربة ا فإنه يكن أن نستخرج منها 
متتالية” ية ا[ متتارية غا كان تقريبا : 


نلاحظ أننا أثبتنا هذه النتيجة لدى البرهان على أن الفضاء ,2 تام 
وذلك دون استخدام النظرية 8» 48» القصل 5 

من السبل أن نرى بأن تقارب متتالية بالمتوسط (وحتى بالمتوسط 
التربيعي) لا يؤدي عوماً إلى تقاريها أنغا كان تقريباً . ذلك لأن المتتالية (ء/] 
المشيدة من الفصل 5» 48» 6 متقاربة بالمتوسط (وحتى بالمتوسط التربيعي) 
نحو 0= ۶ ورغم ذلك فهي» ۴ رأيناء غير متقاربة نحو 0 عند كل نقطة . 
وبالعكس يكن أن تكون متتالية إمم] متقاربة أا كان تقريباً (وحتى أبنا 
كان) دون أن تكون متقاربة بالمتوسط . نعتبر مثلا المتتالية [,/) على القطعة 
[1 ,0] بحيث : 


xel‏ , م 


n 
f.0) = | 1 
0 x © [0, y1 


من الواضح أن :0+ («)مر من أجل كل × 3 [0,1] مع أن : 
Vn‏ , 1>-*ةاويما | 
0 
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يكن وضع العلاقة الموجودة بين مختلف أنواع التقارب في حالة © > (×)س 


عل ا ا 


1 
/ 


التقارب أيغا التقارب بالمتوسط التربيعي 
كان تقريباً (في م1) 


0 / / 
1 1 التقاريت :اونظ 
القعازية بالقنا عبت 6 


حيث يرمز السبم المنقط إلى امكانية استخراج» من متتالية متقاربة 
بالقياس » متتالية جزئية متقاربة أنغا كان تقريباً . 





أما في حالة (×)س = ه (مثلاً من أجل التوابع المعرفة على كل المستقم 
ايء م أخذ فان لويخ عل هدا المستكم ) فان النلاقة اة اراردة 
أعلاه تصبح غير صحيحة . .فثلآ إذا اعتبرنا المتتالية : 


1/1/١ 1 xl > n 
ا = مر‎ 


1 |x| > م‎ 


فهى غير متقاربة لا بالمتوسط ولا بالمتوسط التربيعي . 


زيادة على ذلك» وكا سبق أن أثرناء فإن تقارب متتالية بالمتوسط 
التربيعي (أي في دا) لاتؤدي في حالة « = (2)م إلى تقارب هذه المتتالية 

بالمتوسط (أي في )1٫‏ . 
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نلاحظ أخيراً أن التقارب بالمتوسط لايؤدي عوما إلى التقارب بالمتوسط 
التر بيعي سواء ف حالة M(X) > co‏ أو ف حالة ه = .1)X(‏ 


1 


. امل المتعامدة المؤلفة من توابع في ,1 . 
السلاسل بالنسبة مملة متعامدة . 


تبين النظريات العامة المثبتة في الفصل 3» 48 من أجل الفضاءات 
الإقليدية أنه توجد فى را جلا متعامدة تامة (وبصفة خاصة» جلا 
متعامدة ومتجاشة) مؤلفة من توابع . يمكن الحصول على مثل هذه الجملة» 
مثلاً ؛ بتطبيق كيفية المعامدة (الفصل 3» 48) على جملة تامة من التوابع . 
إذا اخترنا جملة متعامدة تامة [,م! في را فإن كل عنصر f‏ 3ر1 يكن 
اعتباره طبقاً للنتائحٌ العامة الواردة في الفصل 3» 48 كمجموع لسلسلة فوربي 
للتابع ۶ بالنسبة لجملة المتعامدة إرب): 


oo 


J en Pn‏ ل 


أما المعاملات ,»» أي معاملات فوربي للتابع ۶ بالنسبة لجملة [,م]» 
فهى معرفة بالدساتير : 





1 
Cp = on 2 | Qn (x) نإل‎ 


(حيث برك )02 | - *اءها) . نعتبر في هذه الفقرة أبرز الأمثلة في امل 
المتعامدة في را 5 نعتبر النشور الموافقة طما. 


1. اجملة المثلثية . اجملة المثلثية لفوربي (٣ماعسه۴)‏ . نعتبر الفضاء [7,7 - ]را 
المؤلف من التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة على القطعة [8, -]» 
ونعتار على هذه القطعة قياس لوبيغ المعتاد ٠.‏ 
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: تشكل التوابع‎ 
(1) 1, cos nx , Sin NX „,.. (n =1,2,..) 


في هذا الفضاء جملة متعامدة تامة تسمى الجملة المثلثية . نتأكد من خاصية 
التعاميدة الات الماك كل عن أجل »يوه له 


! 1 ٣ n + m 
cos AX COS MX dx = > cos 
5 1 21 2 





ووم + × 
2 





7 ا„‎ d4» =0 





الخ . ثم إن هذه الجملة تامة وينتج ذلك من نظرية فيرشتراس الخاصة 
بتقريب تابع دوري مستمر كيفي بواسطة كثيرات حدود مثلثية . إن الجملة 
(1) غير متجاسة» والجملة المتجانسة الموافقة لجملة (1) هى : 
cos AX sin HX‏ اك 
د RL‏ 

ليكن ۶ تابعا في [۸,× -إو1 ؛ نرمز لمعاملات فوربي لهذا التابع ب: 
,ة.,»ه, ل . وبالتاللي» وطبقاً للدساتير العامة الخاصة بعاملات فوربي» 


مه * مه 


لستنتج : 


, (n= ب1‎ 2..( 





a 1 f* 
كد‎ 


5 


- f(x) dx 


3 11 1 
ap, = | Jf(x) cos nx dX , Db, = 7 f(x) sin nx dx 
عا‎ 7] 


أما سلسلة فورب ,الموافقة لمذه المعاملات فهى : 


5+ J (an cos nx + by sin nx) 


n=! 


(1) سنبرهن في الفصل 28 28 على نظرية فوجير المعززة لنظرية فيرشتراس . ونحصل في نفس الوقت 
على برهان النتيجة القائلة أن الجملة المثلثية تامة (وذلك بصفة مستقلة عن اح الواردة هنا) . 
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ومبما كان التابع ۶ د ر1 فهذه السلسلة متقاربة بالمتوسط التربيعى نحو التابع 
م ذاته . إذا كان :. 


S (x) = + 3 (ax cos kx + b« sin kx) 
ادع‎ 


جموعاً جزئياً لسلسلة فوربي فإن الإنحراف التربيعي المتوسط ل ,5 ول يمكن 
أن يحسب بواسطة الدستور : 


I(x) - S, (l2 = If - « 8 5 (aî + 52|‏ 
من بين جميع كثيرات الحدود المثلثية من الدرجة :n‏ 


1) = 5 + ١ (ax cos kx + B, sin kx) 
ادع‎ 


فإن الجموع الجزئي لسلسلة فوربي ,5 تعطي أحسن تقريب للتابع ۶ (من 
أجل مسافة ,5) . أما متراجحة بسل (56ه8) من أجل اجملة المثلثية فهي 
من الشكل : 


بإ 


37 


n 


ı ]->8 


8 4 23 > | 0 ax 
لكن » لما كانت المجملة المثلثية تامة فإن لدينا في الواقع من أجل كل تابع في‎ 
: )Parseval) را علاقة بارسفال‎ 
2 اننا‎ 1 1 

f (ts! [pee 
د ر1 فإن مربعات معاملات فوربي تشكل سلسلة‎ f من أجل كل تابع‎ 
متقاربة . وبالعكس إذا كانت الأعداد رط, ره ,مه (..1,2 - «) بحيث تكون‎ 
متتارية فإن السلسلة:‎ ١ السلسلة 3م + 2ه)‎ 

1 


n= 
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a 1 
E (apg cos nx + رم‎ sin nx) 


n=l 


متقاربة أيضاً (في ر1) ومجموعها تابع معاملاته (لفوري) مطابقة للأعداد : 


٠١ do, dn, D, 


إن كل هذه القضايا (التي تأتي مباشرة من النتاح العامة الواردة في 
الفصل 3» 48) تمتد بسمولة إلى حالة التوابع المعرفة على قطعة طولما 
[1,/ -] كيفي . إذا كان ۶ تابعاً مربعه قابل لجمع على [1.1 -] فإن تحويل 
لمتغير 4 - × أي ل - 0 يؤدي إلى تعويض 60 بالتابع []/ = )*ر 
المعرف على القطعة [2,72 -]. 


1 
dn 4 1 f(t) cos î dt n = 0,1, ... 
5 


1 
لدم , كك مووي m=} f‏ 
5 


أما سلسلة فوربي بالنسبة لتابع f‏ معرف على قطعة طولها 21 فلها 
الشكل : ش 


620 1111 1 
9 + 8 cosy + bq sin 


n =| 


e 
nTt 


1 


ملاحظة . 1. استخدمت السلاسل المثلثية من طرف الرياضي الفرشي 
ج . فوربي في أعاله حول الفيزياء الرياضية وبصفة خاصة حول انتشار 
الحرارة. من جهة أخرى فإن الدساتير التي تسمح بحساب المعاملات ,» 
و وط كانت معروفة من طرف أولر (مواداظ). ثم أخذت السلاسل المثلثية 
تتطور من خلال أعال ريان وديركليت» الخ. لقد استعملت العبارات 
«سلسلة فوربي» و «معاملات: فوربي» في البداية بخصوص الْملة المثلثية . ول 
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تستخدم بمفهوببا العام الوارد في الفصل 3» 48 (أي من أجل جملة متعامدة 
كيفية في فضاء اقليدي كيفي) إلا بعد عهد طويل . 

2 ما أن الجملة. المثلثية تامة وبمراعاة النظريات العامة الواردة في الفصل 
3 ۰48 ينتج من أجل كل تابع f‏ 3 ر1 أن سلسلة فور : 


240 9 5 
3+ 1 (an cos nx + رم‎ sin nx) 


n =1 


متقاربة نحو تابع بالمتوسط , لكن ء تتطلب بعض المسائل الملموسة في 
التحليل معرفة الشروط التي تضمن قيام أنواع أخرى من التقاربات لهذه 
السلسلة نحو ثرء مثلاآ التقارب عند كل نقطة أو التقارب المنتظم . سندرس 
هذه المسائل في الفصل الموالي . 


2 امل المثلثية على القطعة [ ,ه]. تشكل التوابع 


(2 1, COS X, COS 2X, ... 


(3) sin x, sin 2X, ... 


جملة متعامدة تامة على القطعة [× ,۽ -]. لنثبت أن كلا من الملتين (2) 
و (3) متعامدة وتامة على القطعة [#,0]. يكن أن نتأكد من التعامد بالحساب 
المباشر . لنثبت أن الجملة (2) تامة . ليكن ۶ تابعا مربعه قابل للمكاملة على 
[0,2]. لنعرف أولاً هذا التابع عند كل نقطة من [7 -] بوضع : 


x»)‏ -ث)ر = دار 


من أجل كل نقطة × د (0,» -] ولنشر التابع المحصل عليه وفق سلسلة فوربي 
بالنسبة للجملة : 


1, cos nx, sin nx {a = 1,2, ..9( 


لا کان التابع ۶ المعرف الآن على [۸ ,× -] زوجياً فإن كل معاملات 
الجيب ناهةع) منعدمة. وهذا واضح لأن الدستور الذي يعطي هذه 


:1 > » المعاملات يبين أن لدينا من أجل تابع زوجي ۶ ومن أجل‎ 
1 0 1 
| f(x) sin nx dx = 1 f(x) sin nx dx + 1 دار‎ sin nx dx = 


= f(x) sin nx dx + 1 f(x) sin nx dx = 0 
0 0 


بعبارة أخرى فإن هذا التابع يمكن تقريبه بالمتوسط التربيعي على القطعة 
إ١‏ ر« -] (وبالتالي على القطعة (0,2]) بالدقة التى نرغب فيهاء بواسطة 
عبارات خطية من عناصر الجملة (©). ومنه ينتج أن الملة (2) تامة . يمكن 
أن نبرهن على أن الجملة (3) تامة على [10,2 بطريقة ماثلة للسابقة وذلك 
بفضل قديد فردي للتابع ير المعرف على [0,28] إلى الجال نصف المفتوح 
(0 ,۸ -] بواسطة الصيغة : 
f)‏ - = و حار 


إن التابع المحصل عليه بعد هذا القديد تابع فردي على [2,2 -] ويقبل 
على هذه القطعة نشراً لايحوي سوى التابع الجيبي (وهنة). 


3. سلسلة فوربي في شكلها العقدي . نستطيع كتابة السلسلة المثلثية في شكل 
مكثف ويتم ذلك باستعال دساتير أولر : 
e~ inx‏ — علقم pginx 4 g~inx‏ 


COS NX = سسملس بيلح‎ Sin AX = س‎ 
2 5 2i 


بنقل هذه العبارات: إلى سلسلة. فوريي تخصل. على : 


E‏ $ پ2 
(ap cos nx + by, sin nx)‏ 3 +3 


n =1 


e ginx عاشي ل‎ ١ 
0 0 9 ع رو و‎ 


n =1 
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_ 10, O an — ibn سس‎ > dn + ibn yy 3 inx 
ا‎ e لل ا‎ e = ( cene 
=1 n =1 : n= — مه‎ 
حيث 54 = ومن أجل م > 1 لدينا:‎ 
7 _ dn =~ iba 
ون‎ 2 
4 yT 
gg ™ 2 
5 : تسمى العبارة‎ 
J e er 


سلسلة “فوربي في الشكل العقدي . تكتب المعاملات ,» لمذه السلسلة 
لاله :م و5 اة العلقتين: ”م إنه من الل انشا أن نبت 
مباشرة الدساتير التي تعطي .هذه المعاملات . فبالحساب المباشر يتبين أن : 
n+ 7‏ 0 1 
ginx . @¬- imx dx = |‏ 1 
n= 7‏ 5 27 هت 
وبالتالى إذا ضربنا المساواة: 


coo 


05 ار‎ - DY cn er™ 


Nn = — م‎ 


ق e~ imx‏ (حيث .. ,2+ ,1+ ,0= (m‏ وكاملنا فإننا نخصل على : 


٣ f(x) eri dx = 21 Cp, 


أي : 20 باع (m=0,‏ عل« حو ورور | = em‏ )6( 


إن النشر (5) صالح أيضاً من أجل التوابع العقدية ذات المربعات القابلة 
للمكاملة على القطعة [,» -]. بعبارة أخرى » فإن التوابع *ه تشكل أساساً 
للفضاء [× ,× -]20 المؤلف من التوابع العقدية التي لما مربعات الطويلات 
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قابلة للمكاملة على القطعة [× ,۸ -]. في هذا الفضاء العقدي تمثل العبارات 
(6 الجداءات السلمية د/ ق i‏ „, 


بتعويض التوابع »م ب ٠"‏ يكن أن نعمم كل ماقلناه آنفاً ليشمل 
الفضاء [1,1 -]رL‏ ا من التوابع 0 ف قطعة طولما 1 كيفي . 
4. كثيرات حدود لوجاندر ©:0مهعم1). تعطي العبارات الخطية للتوابع : 

0) 1, xX, X3, ... 

جموعة كل كثيرات الحدود. وبالتالي فإن الجملة (7) تامة في الفضاء ر1 


المؤلف من التوابع على قطعة» مستقيمة كيفية. معامدة الملة (6 على 
القطعة ا ا وام الاين + 


1 
g(x)dx‏ مك = )8 (f‏ 
نحصل على جملة متعامدة تامة : 
... و(92)36© ,(9210 ,0000 
حيث ,© كثير خدود درجته ۾. لنثبت أن کل من كثيرات الحدود 
0,)0 يطابق › بتقدير ضرب ف ثابت » كن الحدود : 


dr” 
)مع‎ = Tg (7 — 1 


ذلك لأن اممجملة ,8 متعامدة : ليكن م > سم ؛ ما أن : 


dk dk 1 =0 
E EE 


من أجل كل » = 0» 1»...» 1 - « + فإن المكاملة بالتجزئة تعطي : 


1 : إن تام جملة كثيرات الحدود في الفضاء [ه .]ر المؤلف من التوابع ذات المربعات القابلة 
للمكا..لة على قطعة كيفية [ه ,ه] يأتي مباشرة من نظرية فيرشتراس حول التقريب المنتظم لتابع مستمر 
عل قطعة. بوايطة كثيرات حدود ٠‏ راجع القصل 28 2»28 2. 
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[+ سق 1 1 
— 2( 1ج R.CDax = =| xm‏ ممع | )8( 





dr -1‏ 
= ")1 — )جيب مرا 


عه ا - |د - من ج |«( -) = 


إذا كان ” < م فإن العبارة الواردة تحت رمز التكامل ٤‏ الطرف الأخير 
اة المت هذا يقت أن اح زيم ا ماب 

من جهة أخرى من الواضح أن كثير الحدود ,۸ من الدرجة « أي أن 
كل ۸ ينتمي إلى الفضاء الجزي المولد عن 0 الأولى البالغ عددها 
1+ م من الملة (6. وهكذا فإن الجملتين (,8) 0,13) تمتعان باطقا فتن : 

1) ها متعامدان . 


© العنصر ذو الرتبة ۾ في الجملة ينتمي إلى الفضاء الجزئي المولد عن 
العناصر ”يا .1,X,..,‏ 

نلاحظ أن هذين الخاصيتين تعرفان كل عنصر » بتقدير عامل عددي» 
من الجملة (راجع النظرية 1» 48» الفصل 3) . لنبحث الآن عن العوامل 
امجاسة لكثيرات الحدود («),؟ . من أجل n= m‏ تعطى المساواة (8) : 


1 1 
8 R(x) dx = (— 1)" 9 r (x2 - 1" | )2 - 1(* برك‎ = 





(n 9 . 22n +1 0 


2n +1 


أي أن نظم ,۸ يساوي جوأ[ «12١‏ . نستنتج من ذلك ان جملة كثيرات 


الحدود: 
5 1 | ا 


= (2n 0 (1 - x2)” dx = 





متعامدة ومتجانسة 


© معن "ان فين اماس او ر و ل اير تدرف ال ال اام متا 
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يدل هده الكثيرات الحدود المتحاسة تعثير عادة كثيرات ادود المعرفة 


بالدستور : 
٭) كك سيلب = )ىم 
سی كثيرات ادود {Pa}‏ كثيرات حدود لوجاندر » أما الدستور 
السابق فيسمى دستور رودريغاس (و06ع2001) . ينتج من الحسابات التي 
أجريناها أن : ! 


| لعدس.م صم‎ | : , nm 


2n +1 ° م‎ 





نورد فيا يلي العبارات الصريحة لكثيرات الحدود الخفسة الأولى : 
Po(x) = [‏ 
P(x) = x‏ 
3 - 2× د = )رم 
× و مك = )وم 


E ETE 


إن نشر تابع / على القطعة [1,1 -] وفق كثيرات حدود لوجاندر يكتب 


على الشكل : 
)مم مه إل( = هار 


0د م 


1 
ا د 


Cn = 


5. اجمل المتعامدة في جداء فضاءات . سلاسل فوربي (ءنسسه۴) المضاعفة . 
لتكن × و ”× جموعتين نعرف علهما القياسان س و ”س. نرمز لفضاءات 
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التوابع ذات المرزبعات القابلة للمكاملة على هاتين المجموعتين ب با و ”1 
عل الال ور عن ا 


X= X' x X” 


القياس : 
للم yy x‏ حاير 


انو د الترايون ادي الإؤيهات ‏ للقايلة 0 ل 
المزود بالقياس م. تعثير توابع L>‏ توابع ذات متغيرين . 


نظرية 1. إذا كانت (,,رب! وَ[,ب! جملتين متعامدتين ومتجاستين وتامتين في 
'دة و ”ر1 على التوالي فإن جموعة كل الجداءات : 


fan (x, J) = Qm(x) Yn(y) 


جملة متعامدة ومتجاسة وتامة 2 L2‏ . 


البرهان . بفضل الملاحظة المتعلقة بنظرية فوبيني (الفصل 5» 68> 4) 
لدينا : 


1 fmn (*: >) ar = | 900 | v2) dı”) dı = 1 
XxX XxX XxX’ 

بالاعقاد على نفس النظرية (وإذا كان ,”+ ) فإن : 
(ts) du =‏ رم ل fan)‏ أ 


= |, vr vn (j, enon ar”) a" = 0 


لأن التابع (« )رمم (ر )مل المتعلق بممتغيرين يقبل الجمع على 
ل x‏ ار X=‏ . 


وا کان بو و 
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Yn ,(Y) a) du’ = 0‏ (مز) y) dp = 5 92) 8 Ya‏ 3) رم رم ل fmn ) 36, Y)‏ ا 


لنثبت أن اجملة (,م/ا تامة . نفرض أنه يوجد في ر1 تابع f‏ عمودي على 
کل التوابع fmn‏ ° نضع : 


§ 


FAC) = Û Hx Don() dy 


من الواضح أن التابع («) ۴ ذو مربع قابل للمكاملة . وبالتالي فالتابع 
(«) ۸س («) ”۴ يقبل المكاملة من أجل كل م. بتطبيق نظرية فوبيني من 
جديد نحصل على : 


1 Faq(y) Wn (y) du’ = 1 f(x, Y) fmn (x, y) du = 0 
XxX" X 


لا كانت الجملة [رب) تامة نستنتج أن 0 = (ر) ۴ من أجل كل ر تقريباً . 


ح دگل : 


٣ f(x,y) Ym (x) du’ = 0 


وذلك من أجل كل ر تقريباً ومن أجل كل ”. بفضل تام الملة (,رم) 
يأتي أن جموعة العناصر × بحيث : 0 + (ر.») من أجل كل ر تقريباً جموعة 
ذات قياس منعدم . حسب نظرية فوبيني فهذا يعني أن التابع (بر,«)ر منعدم 
أا كان تقريباً على × . انتهى برهان النظرية . 

لنطبق هذه النظرية على بعض امل المتعامدة الملموسة. إذا اعتبرنا 

f(xy) , “fS ررد‎ SI 
ذات المربعات القابلة للمكاملة » نجد أنه توجد جملة متعامدة وتامة تتألف‎ 
: من جداءات كل عنصر من ا جملة‎ 
1,005 mx , sin mx (m = 1,2, ..) 
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: في كل عنصر من امجملة‎ 
1, 605 ny , sir ny (n = 1,2, ..) 
: أي أنها تتألف من التوابع‎ 
1, cos mx, sin mx, cos Hy, Sin ny, cos mx, sin ny, 


cos mx ٠ cos ny, sin mx ٠١ sin ny, sih mx ٠ cos ny 


أما سلسلة فوربي الموافقة لمذه المجملة فتظهر معقدة شيئاً ماء ولهذا من 
اللائق استخدام التوابع الأسية في هذه الحالة : 


(...2 + ,1 ع ,0=  gi(mx+ny) , (n,m‏ بطع . gimx‏ 
تكتب سلسلة فوربي وفق هذا الأساس على الشكل : 


oo 


f(x,y) = Cn e (x+y) 


Mi, m= — co 


1 ]* ۴ 
Cmn = 3| 7 f(x, y) ججم) اسع‎ ”<( dx dy 


أما في الفضاء المؤلف من التوابع المعرفة على المربع : 
[ >> جر > 1- 


فإن كثيرات حدود لوجاندر تعطي اجملة المتعامدة المتجاسة المشكلة من 
كثيرات الحدود : 


١‏ ا قر 
مزاج قن جا ا عه ل ا بكلا ررس ,0 


2m+n +1‏ !جر !عر 
قتد صلاحية كل ماقلناه أنفاً إلى حالة عدة متغيرات . بصفة خاصة فإن 


سلسلة فوربي لتابع ذي «» متغيراً تكتب على الشكل : 
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ce 
)ل‎ ..., x) = Cnt... k )أي‎ 11+ + rk xk) 


© مسا مو رمو 71 


احصيث : 


1 x 1 7 
ال لف‎ = GF ۳ 5 1 SOs ..., x) ع أ لع‎ + PRD dx... عد‎ 


6. كثيرات الحدود بالنسبة لوزن معطى . 
كنا حصلنا على كثيرات حدود لوجاندر بعامدة التوابع : 
BPs u‏ رم LB,‏ )9 
بالنسبة لجداء السلمي : 


1 
| KmDsoDax 


الموافق للقياس المعتاد للوبيغ على القطعة (1,1 -]. ليكن م قياس ثانياً 
على هذه القطعة بحيث تكون التوابع (9) في الفضاء ر1 الموافق ل م» المزود 
بالجذاع الى 


1 

| صا‎ sena 
توابع مستقلة خطياً. عندئذ بتطبيق طريقة المعامدة على الجملة (9» نحصل‎ 
على جملة جديدة من كثيرات الحدود [,0] لاتتعلق عوماً باختيار القياس مم.‎ 


نفرض أن القياس سم معرف من أجل الجموعات الجرئية للقطعة [1,1 -) 
القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ » بالدستور: 


(10) ME) = ا‎ g(x) dx 
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ضيف از کک عن مال ول اللكاملة ‏ إن خر اا 
والتجاس : 


(Om, Qn) - 


يكتب في هذه الحالة على الشكل : 


1 ع‎ m= n 


1 
(11) 8 Qn(x) Qn(x) g(x) dx = 


يسمى التابع ۾ الذي نعرف بواسطته القياس (0)» الوزن أو تابع الوزن . 
فيا يخص كثيرات الحدود التي تحقق الشرط (11) نقول أنها متعامدة بالنسبة 
للوزن ع . يؤدي اختيار الوزن في كل مرة إلى جمل كثيرات حدود جديدة. 
بصفة خاصة» من أجل : 


1 
بو م انون 


نحصل على كثيرات حدود مطابقة » بتقدير عامل ثابت » لكثيرات حدود 
تشيبيتشاف : 


1 ,,)2( = cos n ٠١ arc cos X , RH > .و2 و1‎ 


التي تلعب دور هاما في مختلف مسائل الاستقطاب . 


1 تلزن بسبولة :من أن كثيرات الحدود هذه متعامدة بالنسبة للوزن 


d0 , 11 — x? = sin0‏ 60صرلو- dx=‏ , 6و دير 


فتحصل على : 
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1 1 = 
| ەت‎ x= | cos m0 ٠ cos n0 36 = E 


7. الأساس المتعامد في الفضاء (ہ ,ه -),1. توابع هيرميت 0انس62). 


اعتبرنا آنفا جملا متعامدة على قطعة مستقيمة» أى على جموعة قياسها 
ما تر الآن حالة موعة قياضيا غر سح وغل :وه التحدية ر 
القياء دنر حاير الؤلف مق التوازع دات المريعات القايلة المكاملة 72 
المستقيم العددي بأكمله . لايمكن أن ننشىء جملة متعامدة من التوابع 
الفضاء انطلاقاً من كثيرات الحدود أو من التوابع المثلثية لأن 0 7 
التوابع لاتنتمي إلى (ه ,ه )ر1 . من الطبيعي إذن البحث عن «مادة» 
إنشاء أساس في (ه ,ه -)ر[ من بين التوابع التي تتناقص بسرعة كافية عند 
اللاخباية . بصفة خاصة يكننا الحصول على مثل هذا الأساسن بعامدة 
المتتالية : 


x 
75672 n = 0,1,2, ... 


ذلك أن كل تابع من الشكل 6-5 )م » حيث م كثير حدود» ينتمي 


بطبيعة الحال إلى (« ,ده -)رظ ؛ سنبين بأن اجملة (12) الموالية جملة تامة ضمن 
الفصل 8» 48» 3. 


يعلبيق طويقة العامة علق اع ا صل عل ر نين 
الشكل : 


(12) ورم‎ = H,(x)e 7 , MA > 0,1,2, . 

حيث ,8 كثير حدود من الدرجة ۸. تسمى هذه الكثيرات الحدود 

كثيرات حدود هيرميت «هننسمه81) وتسمى التوابع ,م توابع هيرميت. من 

السبل التأكد من أن كثيرات حدود هيرميت طاق بتعدير عامل ثابت » 
كثيرات الحدود : 
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e~?‏ بك تم ")1 ( = وميم 
لرؤية ذلك نلاحظ أن كثير الحدود ميم من الدرجة م وأن شرط 
التعامد : 
dx =0 , (m#n)‏ تحسن )8 رخ 11 ْ! 
محقق (يتم التأكد منه بالمكاملة بالتجزئة.. بفضل نظرية المعامدة» توجد 
بتقدير عوامل ثابتة » جملة واحدة متعامدة مؤلفة من توابع ذات الشكل : 
< (×)۴ حيث ,م كثير حدود من الدرجة «. 


بامكاننا تقديم التفسير التالي للنتيجة الحصل علها : نعتبر على المستقم 
العددي قياسا س كثافته 2×-م أي بحيث : 


ex? dx‏ = برل 


إن هذا القياس منته . أما الجداء السلمي في فضاء التوابع ذات المربعات 


م 


القابلة للمكاملة من أجل هذا القياس » فهو معرف بالدستور: 


(e) = | OD مله ومع‎ dx 


تؤلف کثیرات حدود هيرميت في دا الفا اة متعاهدة ر أخيرا 
الفضاء (ه ,1)0 المؤلف من التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة على 
نصف المستقم . نأخذ في هذا الفضاء جملة التوابع : 


n = 0,1,2, ...‏ و جع xX"‏ 
بتطبيق طريقة المعامدة على هذه الجملة نحصل على جملة التوابع : 
ش L,(x)e7*‏ 


المسماة توابع لاغير #تتعدههة). وسمى كثيرات الحدود ,ا كثيرات 
حدود لاغير. يمكن اعتبار كثيرات حدود لاغير كأساس متعامد للفضاء 
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اه اف امات افا تة حل مه الشف ر 
بالنسبة للقياس : 


dl = e¬* dx 


سنبرهن ضمن الفصل 8» 448 3 بأن جملة توابع لاغير تامة في 
(© ,1:00 . 


8 كثيرات الحدود المتعامدة بالنسبة لوزن غير متصل . 


نعتبر على المستقيم العددي 1+ م نقطة مختلفة م×...,,× ,و« نلحق با 
على التوالي الأوزان مم.... ,م.وم حيث بم أعداد موجبة » نعرف القياس م 
بالدستور : 
يم (E) = ١‏ 
xkE E‏ 


بعبارة أخرى فإن القياس (8)س يساوي مموع الأوزان لكل النقاط × 
المنتمية ل8. من أجل هذا القياس «المنحل» فإن كل مموعات نقاط 
المستقيم الحقيقي وكل التوابع المعرفة على هذا المستقيم تقبل القياس» ۴ أن 
کل جموعة ع لا تحوي أية نقطة يم« (... ,0,1 = #) مموعة ذات قياس 
منعدم . نلاحظ في هذه الحالة أن تكامل تابع ۶ على المستقيم الحقيقي بأكمله 
يساوي : 


معام Y‏ دعوصم "| 
k=0‏ و 
]تراه ی ی ج ا 


(f,g) = J px f(x) م«)ع‎ 
k =0 
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من الواضح أن تابعين ۶ و ۾ يكونان متكافئين بالنسبة للقياس م إذا وفقط 
إذا كان : 
f(x) = g(x«)‏ 
عند کل النقاط Xl ccs Xn‏ و20 ٠‏ 


تعود مسألة أحسن تقريب بفهوم المسافة على .5 في هذه الحالة التافهة 
إلى تعيين مجاميع : 
Cm Pm‏ + ... + 1م 1© + Co Qo‏ 
تجعل العبارة التالية أصغرية : 


2 P, f(x) — »)مه‎ 


k=0 i=1 
. أي إلى مسألة «الاستقطاب بطريقة المربعات المصغرة»‎ 


إنطلاقاً من مسألة الاستقطاب بطريقة المربعات المصغرة بواسطة كثيرات 
الحدود ذات درجة معطاة» استطاع ب .ل . تشيبيتشاف تطوير نظرية 
كثيرات الحدود المتعامدة. لعرض نتا تشيبيتشاف حول هذا الموضوع 
نلاحظ أن الجملة : 

(13) E 
)»”,×*( مستقلة خطياً من أجل القياس الختار م لأن الجداء السلمى‎ 


n 
r+1 
يدعم ( = رع ع)‎ 
k=0 


أما معين غرام (صه6) لجملة (13) فهو : 





() تأخذ الجاميع على * من ٠‏ إلى 
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22 2 Pk Xk, Z2 Pk 2 و‎ 2Z Pk x; 


2 Pk Xk, 2 Pk 8 2 Pk و‎ 2 Pk 20 = 


VPo VP1 ... رهلا‎ 11 ...1 


0 VPo xo, VP1 X1. VPn Xn = PoP; <P, + 0 


x7...‏ س 
XT, VP, x, 0 n‏ رهلا #7 VPo‏ 


من جهة أخرى إذا كان م >« فإن ”× يتعلق خطياً بتوابع الجملة (13) 
لان الفضاء وآ » ف الحالة هذه» ذو بعد يساوي 1+ .n‏ ولذا فإن طريقة 
المعامدة تؤدي ل جملة منتبية من كثيرات الحدود 

Po, P1, ..., Pn 
: المتعامدة والمتجاسة أي أن‎ 


برق = )ىم P(x)‏ رم J‏ 


k =0‏ 
وبحيث يقبل كل تابع £ نشرا وفق سلسلة منتهية : 


ES Cc; Pr 


r =0 


cr = J ,م‎ P(x) عار‎ 


k =0 


لدينا عند النقاط × العلاقات : 
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فا 


f(x) = Y مه‎ 


r =0 


(k = 0,1, ..., 7) 


أي أن مجموع السلسلة هو كثير حدود استقطاب لاغراح . أما المجاميع 
الجزئية : 


On =) .و رمه‎ (m< n) 


r =0 


فهي كثيرات حدود من الدرجة ٠”‏ تعطي أحسن تقريب للتابع /ر عند 
النقاط ,× وهذا يعني أن العبارة : 


J لايم‎ - Om (xe)P 
k =0 


أصغر » من أجل ,0 » من كل كثير حدود آخر له نفس الدرجة ”. 


و جمل هار (مودة3)ء رادماشر (rءطenacءRa4)›‏ والش (طفلهة8) . 


نعتبر مثالا جملة تامة من التوابع على القطعة [0,1] أنشأها هار . تتكوّن 
هذه اجملة من التابع : 


Qo = 1 
: والمتتاليات‎ 


Qo1 » 
QPı1, P12 
Q21, P22, P23, P24 و‎ 


المتتالية التي رقها « عدداً من العناصر يساوي )2١‏ » حيث 
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1/2 > ع« > 0 0 , 1 جه 
= روم 


-1 , 1/2< x<1 

1/2 ,0 > x > 4 0, 0 > x > 2 

x > 4‏ > 1/2, 12 4 حورو 20 2 > ع > 1/4 , 72 - 4 = رربو 
x > [1 ` 7/2 3/4 > x > 1‏ >0,1/2 


ا 1 1 3 
وبصفة عامة لے ہ لعا ہے لے 28/2 


i-1 





60> جه 2 ف 22 - = Qani‏ 


(حيث "2 ,..,2 ,1 > 1 :... ,2 ,0,1 = م). 


من السبل أن نرى بأن: اجملة المنشأة ببذه الطريقة جملة متعافدة 
ومتجاسة . لنثبت أنها تامة . 


نقسم القطعة [0,1] إلى 20+1١‏ مالا متسناويا ۸ ونعتبر الجموعة رہم M‏ 
المؤلفة من كل التوابع التي لما قيمة ثابتة على كل مجال من الجالات ,۸. من 
البديبي أن ,+ ,4 فضاء شعاعي بعده 2٨+1‏ . زيادة على ذلك فإن كل توابع 
الجملة المعتبرة حتى المتتالية ذات الرتبة # (رما فا هذه المتتالية) تنتمى إلى 
.8 . بقضل تعامد وتجانس اجملة المعتبرة نلاحظ أن توابع هذه الجملة 
مستقلة خطيا. مم إن عدد هذه التوايع يساوي : 


1+ ( 26 = 2+1 
k =0 


ولذا فهى تشكل في ۸,١‏ جملة تامة مؤلفة من أشعة مستقلة خطياً . 
بمراعاة كؤن كل تابع مستمر يمكن تقريبه بالدقة التي نريدها بواسطة تابع من 
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ب ,8 (من أجل « كبير بكفاية) فإننا ستنتج بأن الجملة المعتبرة تامة . 
نعتبر مثالا ثانياً جملة متعامدة ومتجاسة مؤلفة من توابع على القطعة 
[10,1* أقى به رادماشر . نضع : 


9 = )- 1(1 


بعبارة أخرى » فإننا نحصل على التابع ,ر بالطريقة التالية : نقسم القطعة 
[1 ,0] إلى ”2 جزءا يساوي كل واحد منبا :4 ثم نعطي للتابع ب على 
المجالات ,۸ ("2 ...1 - :) مرة القيمة 1 + ومرة أخرى القيمة 1-. 
إن تعامد الجملة : 
و © و... P1s‏ و00) 


أمر بديبي لكنه غير تام ؛ وهذا ناج مثلاً من كون التابع : 


0 > x > 1/4 أو‎ 3/4 > + > 1 


1 ١ 
o = يورم‎ = | 
~1 , 1/4 < x > 4 


عودياً على كل توابع اجملة (14). الآ أننا ستطيع توسيع هذه المجملة إلى أن 
تصبح جملة متعامدة ومتجاسة وتامة وذلك بأڻ نضيف إليها التوابع من 
الشكل : 
رو © Om m2 ...mk >> Pm ° Pm ٠‏ )15( 
Mk)‏ > ... > ووم > (O0 > mı‏ 


من الواضح أن الجملة التي نحصل عليها ببذه الطريقة » وهي المسىاة جملة 
والش » تبقى متعامدة ومتجاضة . ثم إنها جملة تامة. 


إن البرهان على هذه النتيجة ياثل البرهان على أن جملة هار تامة. 
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الفصل الثامن 
السلاسل المثلثية . تحويل فوربي 


8. شروط تقارب سلسلة فوربي 


1. شروط كافية لتقارب سلسلة فوربي عند نقطة . نعتبر من جديد الفضاء 
[” ,۸ ]ر المؤلف من التوابع ذات المربعات القابلة للمكاملة على القطعة 
[«,-]. 5 أثبتنا من الفصل السابع أن هذا الفضاء إقليدي وتام بعده 
غير منته» أي أنه فضاء هيلبرت . تشكل التوابع : 

cos nx, sin nx (n = 1,2, ...(‏ ,1 ع( 


في هذا الفضاء جملة متعامدة تامة لوطا ا 
[,-]0ظ أن سلسلة فوربي: 


+ 0 (ap cos nx + برط‎ sin nx) 


n =1 


7 
an = | Jf(x) cos nx dx 
1 = 
1 f7 8 
عدار | دارم‎ sin nx dx 
2 = 


متقاربة نحو ۶ بالمتوسط التربيعي أي بمفهوم مسافة الفضاء [×,۸-]ر1. 
ورغم ذلك » بالنظر إلى تطبيق سلاسل فوربي على مسائل الفيزياء الرياضية 
وعلى بعض المسائل الأخرى» فإنه من المهم معرفة الشروط التي تضمن 
تقارب سلسلة فوربي نحو ر ليس بالمتوسط سب بل عند كل نقطة معطاة؛ 
وبإنتظام وأعما كان . نقدم هنا شروطا كافية تجعل سلسلة مثلثية متقاربة عند 
نقطة معطاة . نبدأ ببعض الملاحظات القهيدية . 
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بدل التوابع المعطاة على القطعة [2,:-] يكن الحديث عن التوابع الدورية 
التي دورتها 2 على المستقيم العددي بأكمله لأن كل تابع معطى 1 قطعة 
يمكن أن فدده دورياً. من جهة أخرى فإن التوابع التي تؤلف جملة مثلثية 
توابع محدودة وهو ما يجعل الدساتير (3) التي تعرّف معاملات فوربي بالنسبة 
لهذه الملة ذات معنى من أجل كل تابع قابل 5 . إذن يمكن أن نلحق 
بكل تابع ر ف [ ,۸-],1 معاملاته وسلسلته الفوريية : 


J(x) ~ 3 + / (apg cos nx + رط‎ sin nx) 
ننتقل الآن إلى مسألة تقارب هذه السلسلة عند نقطة معطاة × نحو‎ 
: قيمة التابع مر عند هذه النقطة . نضع‎ 
(4) Sp (x) = و ك‎ 7 (ax cos kx + صتوع5‎ kx) 
ادع‎ 
نغيّر في البداية («),5 باستبدال المعاملات عه و +5 في 4) بعباراتها‎ 
: التكاملية (). بالرمز لمتغير المكاملة ب نحصل على‎ 
Sp (x) = 1 | + (cos kx ٠ cos kt + sin kx ٠ sin kt dt ع‎ 


k=1 
5 00 0 0 cos k(t — | 


باستعال الدستور المعروف© : 


() إننا لا نفرض أي شرط خاص بتقارب السلسلة © إذا تعلق الأمر بتابع كيفي قابل لجمع . 


© لمحصول على هذا الدستور يكفي المع طرقاً طرقاً العلاقات : 


و 
2 2 2 


in = cos 2 sin‏ ا 
sın > Ry u 51 2‏ 








~1 u 
u = cos u ` 2 ١ sin ج‎ 
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2n +1 


: sin 34 
(5) 3 + cos u + cos2u + ... + cos NU = لاست‎ 
2 sin ج‎ ۰ 
7 م ی وزو‎ ×( 
(6) Sp(x) ت‎ 2 1 f(t) 1x dt 
2-7 2 sin -ج-‎ 


إن هذه العبارة ).5 وكذا مختلف كتاباتها تسمى تكامل ديركليت . 


نجري تبديلة للمتغير بوضع ج - :ا -: . لما كان التابع الوارد في (6 تحت 
رمز المكاملة تابعاً دورياً دورته 28 فإن تكامل هذا التابع على كل قطعة 
را د لد شي ال د لهذا فكن اام بال لرا 


1 


الاحتفاظ بنفس الهايتين #- و ». عندئذ يأتي : 


. 2n +1 
1 7 sin 7 2 
5.۵ = | f(x + 2) . dz 
3 2 ماه‎ 
و واه‎ 

1 2 
2,)2( = 5~ 2 
sin 7 


نواة ديركليت . من المساواة (5) ستنتج مباشرة من أجل كل « أن : 


Dn(z2)dz =1‏ 
نكتب بالإعتاد على هذه المساواة الفرق («/ر - («),؟ على الشكل + 
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0 S,(*) - f(x) = لآ‎ [f(x + 2) - f(x] 
وهكذا ردت مسألة تقارب («),5 نحو (*//ر إلى تقارب التكامل (7) نحو‎ 
: الصفر . تعتمد دراسة هذا التكامل على التوطئة التالية‎ 

توطئة 1. إذا كان التابع ب قابلاً للمكاملة على [ط,ه] فإن : 


3 
lim 1 (x) sin px dx = 0 


البوهان ٠‏ إذا 7 8 قابا الأشتقاق يإستمران بواسطة المكاملة بالتجرنة 


0 عيرق 0 لنت 





b 
(8) ٣ (sin px dx = - q(x) اه ]+ تقل‎ 


ليكن الآن م تابعاً كيفياً قابلاً للمكاملة على [5.»]. مما أن التوابع القابلة 
للاشتقاق باستمرار تشكل جموعة كثيفة أبغا كان في [5.ه]ة فإن من أجل 
كل ع > ۰0 يوجد تابع قابل للاشتقاق باستمرار .ب بحيث : 


b 
9) | 0)) - e) dx > $ 


من جهة اخرى : 








| ! p(x) sin px («)م] | > ادك‎ — qg(x) ]sin px dx| + | )عم‎ x) sin px dx 


إن الحد الأول من الطرف الأيمن أصغر من < بفضل (و)؛ أما الحد الثاني 
فهو يؤول إلى الصفر عندما يؤول م إلى ه وهو ما تبينه العلاقة (8). انتبى 


برهان التوطعة:. 
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من السبل الآن البرهان على النظرية التالية التي تقدم شرطاً كافاً 
لتقارب سلسلة فوربي. 22 
نظرية 1. إذا كان ۶ تابعاً قابلاً للمكاملة » واستطعنا من أجل × مثبت إيجاد 
عدد حقيقي 8 > 0 بحيث يكون التكامل : 


ت 8 
بو تابخ د * | 1 





موجودا » فإن المجاميع الجزئية ,5 لسلسلة فوربي ل/ تتقارب عند هذه 
النقطة »د نحو («ر. 


البرهان . لنكتب التكامل () على الشكل : 


او 1 وي حقف ب E‏ عار 1 
TJ" 2 :‏ 


(11) 2 


2 
(x + 2) - 1)‏ 
2 
قابلاً للمكاملة (بالنسبة ل2) من - إلى 8 فإنه يقبل المكاملة على القطعة 
,۸-] بأكملها (لأن ۶ ينتمي إلى [,<-]ر2) . لكن التابع : 


f(x +2) - f). هت‎ 
٤ 2 ج صز‎ 


يقبل أيضاً المكاملة في هذه الحالة ؛ وبالتالي يكن تطبيق التوطئة 1 على 
التكامل::(61 وهو نا ينبت أن “هذا التكامفليؤول: إل الصفر “عدا يؤول :م 
إلى ٠‏ . انتبى برهان النظرية . 


ملاحظات . 1. يسمى تقارب التكامل (10) شرط ديني . ويكون هذا الشرط 
5T1‏ 


محققاً» بصفة خاصة» إذا كان التابع م من أجل × معطى مستمراً ويقبل 
مشتقاً منتهياً أو على الأقل مشتقاً من المين ومشتقاً من اليسار. 
يبقى الاستدلال المتبع لدى البرهان على النظرية 1 صالاً إذا استبدلنا 
شرط دينى بتقارب التكاملين : 
بن (0 + الج هع | ين f(x =D‏ - )2 + عل 


1-4 


(12) 


حيث (0 - )ل و (0 + كر هما النبايتان من اليسار ومن اليمين للتابع f‏ عند 
النقطة × (نفرض أن × نقطة تقطع من النوع الأول للتابع ۶) . بالفعل» 





يمكن كتابة الفرق . 
(0 ~ ا - (0 + Sn(x) — f(x‏ 
على الشكل : 
2n +1‏ _. 
2 س مله f°‏ 1 
e+ 2) — f(x — 0)] ES dz +‏ | 
ج sin‏ 2 
sin 21,‏ 
وھ 0 + ر و + f(x‏ + 
ج sin‏ 2 


إذا كان التكاملان (12) موجودين فإن هذين العبارتين تؤولان إلى الصغر 
عندما يؤول ۾ إلى مم. 

وهكذا نستنتج الشروط الكافية للتقارب «الشامل» لسلسلة فوربي» 
وهي الشروط ا نجدها عادة في دروس التحليل . 


لیکن ٣‏ تابعاً دورياً محدوداً حورته 2 له تقطعات من النوع الأول فقط . 
عندئذ إذا کان للتابع ر مشتق مشتق من اليسار ومشّى من البين0) عند كل نقطة 


() نذكر أن المشتق من الهين والمشتق من اليسار عند نقطة تقطع من النوع الأول ها على 
التوالى : 
عا نشكا من ; هدعا1 ففله مر 


80+ A —0+ 


فإن سلسلة فوربي لم متقاربة أغا كان وجموعها هو («)/ عند كل نقطة 
استمران و [(0 - كر + (0 + )رط عند كل نقطة تقطع لثر. 


2 إن نواة ديركليت (2,)2 التي لعبت دور أساسياً في إستدلالاتنا تابع 


يساوي لر من أجل 2-0 وله تذبذبات سريعة من أجل « كبير 
(الرسم 22) . ولهذا فإن القسط الرئيسي لقيمة التكامل : 





1 "EF DIO 


من أجل « كبير يأتي من جوار صغير بالقدر الذي نريد للنقطة ×. 
نلاحظ أن هذا القسط يؤول إلى («كر (إذا حقق هذا التابع شرط دينى) 
عندما يؤول « إلى <ه. وهكذا یکن القول أن نوی ديركليت ,2 تشكل 
القابلة للنشر وفق سلسلة فوربي. 

من الواضح أن المتتالية (,2] لاتتقارب نحو أية نهاية بمفهوم التقارب 
المعتاد » ولذلك فإننا ستطيع استخدام النظريات المعتادة حول الانتقال إلى 
النباية تحت رمز التكامل لدى دراسة التكامل (). 
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3 يکن استبدال شرط دينى الذي يضمن تقارب سلسلة فوربي بشروط 
أخرى » لكتنا لا ستطيع إهالما في النظرية 1. ذلك أنه من الممكن ان 
نحصل على سلسلة فوربي متباعدة في بعض النقاط حتى ولو كان التابع المعتبر 
مستمرأ . توجد توابع قابلة لجمع مع أن سلاسل فوربي لمذه التوابع متباعدة 
أعنا كان (أ.ن. كولوغوروف) . 

طرح ن .ن . لوزين سنة 1915 المسألة التالية : هل توجد توابع من ر1 
لما سلاسل فوربي متباعدة على جموعة ذات قياس موجب؟ وقد أجاب ل . 
كارلسون (مموعامة©) سنة 1966 عن هذا السؤال بالنقي . 


يأتي وجود توابع مستمرة سلاسلها لفوريي غير متقاربة عند كل نقطة من 
النظريات العامة حول التقارب الضعيف للتابعيات . نلاحظ في البداية أن : 


(13) 1 | مد وق (2)ر«‎ o , n+ 
5 2n +1 
اليه‎ 2-2 
D(2) = 
2x [sin š | 


(14) Al (+ عر‎ k=O, 
نحيط كل نقطة معرّفة بالشرط (14) بمجال:‎ 
)15( 2n +1, _2k +I > 


2 2 3 


ا 4 ٍ 
٠‏ .من الواضح أن طول كل مجال من هذه الجالات يساوي TEST‏ لدينا 
في كل مجال من هذه الجالات المتراجحة : 


2n +1 


3 Z> 





sin 


س اقم 
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لنقدر قيمة ج sin‏ على الجال ذي الرتبة 0,1.....8(6 = #). لدينا : 


50 2 
Sn; <F <F 











1 | +1 5 + 1) k +1 
3 2 


2r +1‏ 2 2 02 °2 2 
نستنتج من ذلك أن تكامل (2,)2ا المأخوذ على الجالات المعرّفة بالشرط 
(15) أكبر من المجموع : 
1[ 7 41 1 1 1 
I L2 p1 30n +1( 0‏ 
7 1+م2 


بما أن هذا المجموع يؤول إلى م عندما يؤول « إلى ه فإن لدينا العلاقة 
(13). تترجم هذه العلاقة كؤن نظيات التابعيات ,2 على فضاء التوابع 
ال ليست سر ([وجيوعة) .وق هده الا ج عضيل النظرية 
الخاصة بتقارب. التابعيات الضغيف + أن هذه المثتالية لامكن أن تكون 
متقاربة بضعف على فضاء التوابع المستمرة أي أنه توجد توابع مستمرة / 
تجعل النهاية : 


3 1 D,(%)f(e) dx 


غير موجودة. 


2. شروط التقارب المنتظم لسلسلة فوربي . وجدنا شروطاً كافية .تجعل سلسلة 
فوربي لتابع / متقاربة عند كل نقطة. إن صنف التوابع التي تحقق تلك 
الثروط واسع جداً حيث أن ثيل تابع بسلسلة فوربي 0 ینا كان لا 
يتطلب حتى استمرار هذا التابع. أما فيا يخص شروط التقارب المنتظم 
لسلسلة فوربي فالأمر يختلف عا سبق . من الواضح أنه إذا كان للتابع ۴ نقطة 
تقطع على الأقل فإن سلسلة فوربي ل/ لا يكن أن تتقارب نحو («)/ لأن 
جموع سلسلة متقاربة بانتظام حدها العا 0 ممتي ا 
نرى أن استمرار التابع المعير / شرط لازم (لكنه» بطبيعة الحال» غير 
كافي) للتقارب المنتظم لسلسلة فوريي لر. 


تقدم النظرية التالية شرطأ :بسيطاً وكافياً : 
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نظرية 2. إذا كان التابع الدوري ۶» دورته »2 مستمراً مطلقاً ومشتقه '/ 
ينتمي إلى (,7-]..ة فإن سلسلة فوربي ل/ متقاربة بانتظام نحو («)/ على 


البرهان . نرمز ب به و :5 لمعاملات سلسلة فوربي للتابع "ر. لما كان التابع ر 
مستمراً مطلقاً فإننا ستطيع تطبيق دستور المكاملة بالتجزئة على التكامل : 


dn 1 | سر‎ ٠ ع ومع‎ dx 


“ 1 
ره‎ = 1 f(x) cos nx dx 
2 ~~ 


, 


ل ب = sin nX dx‏ 9[ ا | د شقد لق ور 


ANT A 


3 أن : 
كك = nx dx‏ مدوم | bn‏ 
وبالتالي : 
لعا + لقشا) < + لكا - راردا + ارم لإ + لكا و 
n =| n =1‏ 


إن هذه السلسلة متقاربة لأن : 





وذلك بفضل متراحة بسل . من البديهى أن السلسلة العددية (16) تحد من 
الأعلى سلسلة فوربي للتابع ۶ . فإذا طبقنا مقياس فايرشتراس نجد حينئذٍ أن 
سلسلة فوربي للتابع ۶ متقاربة بانتظام (ومطلقاً) . يبقى أن نبيّن بأن جموع 
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هذه السلسلة يساوي /م. ليكن م جموع سلسلة فوربي ل/. عندئذٍ يكون لم 
وم نفس معاملات فوريي . با أن التابعين f‏ وم مستمران ستنتج © = إ. 

بمقدورنا تقديم شرط آخر يضمن التقارب المنتظم لسلسلة فوربي وهذا 
الغرط هال لشرط ديي: 


نظرية 3. إذا كان تابع م قابل لجمع محدوداً على جموعة 8 د [۸,۸-]ء وكان 
شرط ديني محققا بانتظام على ۽ أي من أجل كل م >0 يوجد 0>8 
بحيث : 


/ْ عار‎ + 2) - FO gz عع‎ 
-8 2| 


من أجل كل × د 8 » فإن سلسلة فوربي ل متقاربة نحو ۶ بانتظام على 
E‏ . 


يعتمذ بزهان هذه النظرية على التوطئة التالية التى تعرز التوطفة 1» 
(الفصل 8» 12»18). ش 


توطئة 2. إذا كانت 8 مموعة توابع قابلة لجمع» شبه متراصة من أجل 
المسافة [× ,۸-], » فإن من أجل كل ع > 0 يوجد عدد × = (3)6 بحيث : 


| f(D sin ع‎ df > ع‎ 


من أجل كل > ()۸ ومن أجل كل / 83 . 


لإثبات هذه التوطئة نأخذ في 8 - شبكة منتهية : م ...م ونختار 
N‏ نحيث : 


5 1 
sinAt dtl <35 , i=1,2,..,k‏ )نم | 
وهذا من أخل .4۸ يد إذا كان ثم تابعا. كفا هن 8 فإن لدينا : 


2 > ابوب - ۶ا 
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حيث 1¡ علد معين . 
وبالتالٍ : 


| J(t) sin 11 d1 - | ).و‎ sin A1 d1 + | (f - Q;sinAt dt > ع‎ 


انتبى برهان التوطئة . 

يعتمد تطبيق هذه التوطئة على برهان النظرية 3» على كؤن جموعة 

00 - : + - ويه 

شبه متراصة (من السبل التأكد من ذلك) . نترك تفاصيل هذا البرهان 
للقارئ . 

تكلمنا لحد الآن عن التوابع المعرّفة على القطعة [ ,۸-]. من الواضح أن 
كل ما قيل أعلاه تمتد صلاحيته إلى أية قطعة طولما 21 كيفي. 

أما فيا يخص التوابع ذات المتغيرات المتعددة فإننا ستطيع أيضاً تقدم 
شروط كافية تجعل سلسلة فوربي متقاربة عند كل نقطة» وشروط أخرى 
تجعلها متقارية بانتظام . سوف لن نتعرص لمذه المسألة هنا. 


8. نظرية فيجيسر (ءزه۴) 
1. نظرية فيجير. ليكن ۶ تابعاً مستمراً ودورياً دورته 2 على المستقم 
العذادى ».إن ع مخف بطريقة: وة را مل فور : 


0) 0 + (ap cos nx + رط‎ sin nx) 


n=l 


ذلك أنه إذا كان / وي تابعين مستمرين وما نفس معاملات فوربي فإن 
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الفرق f‏ - ير تابع مستمر يساوي 0 أا كان تقريباً وبالتالي فهو منعدم. 
ورغم ذلك با أن سلسلة فوربي لتابع مستمر ليست بالضرورة متقاربة فإننا لا 
نستطيع الحصول على مثل التابع / بمجرد حساب جموع سلسلة فوربي لمر. 
هناك طريقة تسمح بإيجاد تابع مستمر انطلاقا من سلسلة فوربي هذا التابع» 
وقد برهن فيجير على هذه النتيجة المعروضة في النظرية الموالية » سنة 1905 . 


لیکن : 


(2) Sم)x)(‎ = 2 + 7 (aj cos jx + bj sin jx) 
j =1 


ا ا رمه فون ر ف 


Sox) + S(x) + ... + Sn -1(*) 
n 


03) on(x) = 


تسمى العبارات ره (وهي المتوسطات الحسابية للمجاميع (Sk‏ مجاميع 
فيجير للتابع f‏ : 


نظرية 1 (فيجير) . إذا كان ؟ مستمراً ودورياً دورته 2 فإن المتتالية (,ه) 
مجاميع فيجير متقاربة بانتظام نحو م على كل المستقيم العددي . 


برهان. ستخدم القثيل التكاملي للمجاميع الجزئية لسلسلة فوربي» والتي 
حصلنا عليها في الفقرة السابقة : 


. 2k +1 
وزو‎ = 


2ك S«(x) 2 J(x+ z2( x‏ 
ع2 الى 7 
2 
بنقل هذه العبارات إلى المساواة (3) تحصل من أجل (*«),» على العبارة 
التالية : 
2+1 . 
2 


1 x jr” SIR 5 
مايه‎ 2n 7 7 1 2 





f(x + 2( 02 
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التي يمكن تبسيطها بفضل الدستور": 





n~} 2 
J sin 08 + 1)2 = 2-2 
k=0 
: قفتصبح‎ 
: 2 
1 x 5111 7 جح‎ 
o.) - جد‎ | | 2 5 2( 02 
ود‎ sin ج‎ 


ونندئ هذا امامل كام فخ ي الان : 


2 





2 
ج5112 


sin n ا‎ 
2 


O, (2) = 2 


نواة فيجير . يكتب عندئذٍ الدستور (4) على الشكل : 


2ه 2 f+‏ | = واءه 


(4) 


(5) 


(6) 


علينا أن نثبت بأن هذه العبارة تؤول بانتظام إلى («ر عندما يؤول « إلى 


. شير ف اليداية إلى الخاصيات التالية لنواة فيجير 
1( 0< (2)رة 


1 0,(2 dz =1 © 


6 من أجل كل 8 >0 مثبٹ ومن أجل ٥‏ عم لديتا: 


6(0(„ = 2(02)رتة ١‏ ت ممه | 


(1) نحصل على هذا الدستور بالجمع على في العلاقات : 


2 sin (2k + 1(2 - sin z = cos 2kz — ومه‎ 2) + 1)z 
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إن الخاصية الأولى بديبية » أما الخاصية الثانية فتأتي من المساواة (6) 
وذلك بوضع 1= ۶ وبلاحظة أن 1 -(*),» مما كان م من أجل هذا 
التابع ؛ أخيراً تنتج الخاصية الثالثة مباشرة من كون 22 < د مزه عندما يكون 
SR‏ 2 > 5. وبالتالي : ْ 





1 2 
sin n > 2 
> )5( 


sin 4 
2 


رالقامات فر فحص يكن مجر اتراق عل المظرية ا 
أن التابع / مستمر ودوري فإنه محدود ومستمر بانتظام على كل المستقيم 
العددي . بعبارة أخرى » يوجد ثابت 34 بحيث من أجل كل × لدينا: 


® ارا‎ > M 
: ومن أجل كل :>0 يوجد 8 > 0 بحيث من المتراجحة‎ 


6 > #1 ”يرا 


Ls 
CT 


f - f(x) > 2‏ )8( 
للبرهان على النظرية يجب تقدير الفرق: 
LD = f(x + 2104(2) 2‏ "| = همه - f‏ 
الذي يكن تثيله بواسطة جموع التكاملات الثلاثة التالية : 
f(x + 2)} ©,)2 dz‏ - ها | ع 


8 
= | UD - for + D(2) 2 


f(x + 2)} ©,)2( dz‏ - وال / ل 


بفضل (7) و (8) نحصل مباشرة على التقديرات التالية : 
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lJ_| > 2M 1(6) 
lJ,| > 2M (8),و‎ 


e f 8 
اوقا‎ > $, (Daz <5 


نختار الآن 0 بحيث » من أجل # > وم 8 معطى تكون المتراحة : 


€ 
2M "(6) < 3 


+ =+ د < o,()‏ - ودرا 


4 


وما أن ع صغير بصفة اختيارية فإننا ستنتج الوارد في النظرية . نشير إلى 
أننا م نستعمل سوى الخاصيات 1)» 2)» 3) لنواة فيجير في هذا اليرهان . 
ل عر كر (راجع بصفة خاصة 
البند 3 من هذه الفقرة) . 


2. مام الجملة المثلثية . نظرية فايرشتراس (Weierstrass)‏ 


من نظرية فيجير ينتج أن امجملة المثلثية تامة في الفضاء [7,7-]10 . 
ذلك أن هذه النظرية تنص على أن كل تابع مستمر يساوي نهاية متتالية 
متقاربة بانتظام (وبالتالي» متقاربة أيضاً بالمتوسط) وعناصر هذه المتتالية 
كثيرات حدود مثلثية ,ه. يبقى أن نلاحظ بأن التوابع المستمرة 
تشكل جموعة كثيفة أننا كان في جك . يمكن اعتبار نظرية فيجير تعزيزاً لنظرية 
فايرشتراس حول تقريب التوابع المستمرة بواسطة كثيرات الحدود المثلثية : 
تنص النظرية الأخيرة أن من أجل تابع مستمر ودوري» توجد متتالية 
كثيرات حدود مثلثية متقاربة بإنتظام نحو رء أما نظرية فيجير فتعطي 
متتالية معينة ماما تحقق هذه الخاصية» وهذه المتتالية هي متتالية مجاميع 
فيجير (3). من نظرية فايرشتراس حول التقريب المنتظم لتابع مستمر ودوري 
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اة كرات دري مل اج رة الط ية القانية لقا ر اسن سيول 
تقريب كل تابع مستمر على قطعة [6,5©] بواسطة كثيرات حدود جيرية . 





فإذا كان (»)/ تابعا من هذا الشكل» نضع ۾ #ح-؛ أي 
۾ , له _ حول عل E‏ دن موب ظل المطية كن . 
غدد هذا التابع أولاً إلى الجال نصف المفتوح (0,» -] بوضع )ب = © -)م 
م ستعمل خاصية دورية التابع على المستقم العددي بأكمله . لننشئ بعد 
ذلك كثير حدود مثلئي ,7 نحيث : 


vt‏ 5 > |0( - )كا 


لكن يكن نشر كل كثير حدود مثلثي وفق سلسلة تايلورية متقاربة 
بانتظام على كل مجال منته . ليكن ,م جموعا جزئيا لسلسلة تايلور ل ,7 





بحيث : ظ 
PA(Dl <e/2 , Os<tsr‏ -1,)2ا 
lp(() - PA(Dl<e , OStsxr‏ 
بعد تحويل المتغير 2-5 - ؛ في (),م نحصل على كثير حدود 
(«),© يحقق الشرط : 
ع« ده , €< lf) - On)‏ 


ج 


3 نظرية فيجير في الفضاء ,1. نلاحظ في نظرية فيجير أن الفرض 
والتتبعة متتاظراق: شا ا ٠‏ من كون التابع مر ينتمي إلى الفضاء [2,7-]© 
المؤلف من التوابع المستمرة نستنتج أن مجاميع فيجير الموافقة ل/ متقاربة 
نجو f‏ بمفهوم EE‏ -]© . بإمكاننا الحصول على نظريات 
ماثلة من أجل فضاءات تابعية أخرى » وبصفة خاصة من أجل الفضاء 
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تزه ليا عل وجه اليه النظرية"التالية تومن الطبيعق: أن اى 
نظرية فيجير من أجل التوابع القابلة لجمع . 


إذا كان ۶ تابعاً قابلا لجمع على القطعة [«,»-]» فإن مجاميع فيجير ل/ 
متقاربة نحو («)ر بالنسبة لنظم الفضاء [× ,)1 

نكن الحصول عل زهان هذه النظرية بوانظة ادالات مشابة تلك 
التي وردت في البند 1. سوف لن نقدمها هنا. نلاحظ بهذا الخصوص أمراً 
هاما وهو نتيجة من نظرية فيجير من أجل التوابع القابلة للجمع : 

إن كل .تابع قابل 6 معرف بطريقة. وحيدة (بتقدير تكافؤ) بواسطة 

لرؤية ذلك نعتبر تابعين ثم وع لما نفس معاملات فوربيي » عندئذٍ نجد 
أن معاملات فوربي للتابع ع -, منعدمة. وبالتالي فإن كل مجاميع فيجير 
لع ير منعدمة. ومنه يأتي أن نهاية هذه المجاميع في 1 منعدمة أبغا كان 
تقريبا» ونحن نعم أن هذه النباية هي ۾ -مر. 


§3. تكامل فوربي 


1. نظرية اساسية . أثبتنا في 8 1 الشروط التي تجعل تابعاً دورياً قابلاً للتمثيل 
بسلسلة فوربي متقاربة » أي بتركيب تذبذبات توافقية . 

نحاول الآن تمديد هذه النتيجة على التوابع غير الدورية . وسنرى أنه 
يكفي فرض شروط جد عامة لكي يكن تحقيق هذا القثيل الذي يصبح في 
وذ إغالة. الب و E‏ وتلل تمل يدض امل i‏ 


e‏ الإيحائية . لیکن تابعاً يحقق على كل محال منته 
الشروط الكافية. التي تجعله قابلاً للنشر وفق. سلسلة فوربي . بعبارة أخرى 
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نفرض أن التابع / يقبل المع على كل مجال منته وأنه يحقق عند كل نقطة 
شرط ديني . إذا اعتبرنا التابع ۶ على القطعة 1 ,1-] مثلاً تمكنا من كتابة نشره 
وفق سلسلة فوريي: 


(2 ۰ كل ومن 6 و‎ + bk in + ( 
: نعوض هنا په و ظط يعباراتها‎ 
1 f 1 f kr 
do = 7 Od , ak=7 J(D cos r t dt, 
~1 f 


1 
ت‎ 3 f(D sin tdt 
5 


ومنه يأتي : 


=1 


1 - 1 
هار‎ = 3 | Dd + 2, 8 , 9ل‎ cos FÊ x cos &F r ar + 
5 8 


1] 1 ._ kr 1 f 
+f | موق‎ fx. sin Fra) =| Dar + 


1¢ f kr kr krn. kxr 
+ 72 | eos x.cos 7T ft + sin 7T x‘sin Tt dt 


: أى‎ 
: ي‎ 
: 1 2 1 
(2 f) = 37 ا‎ Dar + 2 7| , وال‎ cos FE م‎ x») dt 
: 


ml 


نضيف إلى الشروط على التابع ۶ شرط جديدا : نفرض أن هذا التابع 
يقبل المكاملة مطلقاً على كل المستقيم أي أن : 


(3) | لامكا‎ < o 
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ننتقل الآن إلى النہاية (وذلك بصفة شكلية مؤقتاً) في المساواة (2) بجعل 
1 يؤول إلى -ه . نلاحظ عندئذٍ أن الحد الأول من الطرف الأيمن ل (2) يؤول 
إلى الصفر عندما ه +1» وهذا بفضل المساواة (م) . أما الحد الثاني فيمكن 
اعتباره کمجموع تكاملي (مأخوذ على مجال غير منته) للتابع : 
FO) = J(DcosA(t— x) dt‏ 
- 
من أجل التكامل : 


١ FO) d^ 
0 


وبالتالي فإن الانتقال الشكلي إلى النهاية في (2) ججعل »+1 يؤدي إلى 
الميجاواة التالية: 


ه + f+”‏ 1 
a f(t) cos A(t — x) dt‏ | 2 = هر )4( 
وهو بالضبط القثيل المطلوب . بتبني الرموز : 
a= = [KD cos x: at‏ 
+ 
f(D sin At dt‏ ا b=‏ 
يمكن كتابة المساواة (4) على الشكل التالي الذي يشبه سلسلة فوربي : 


65) دار‎ = (a, cos Ax + b, sin Ax) dA 


حصلنا على المساواة (4) المساة دستور فوربي بواسطة انتقال شکلي إلى 
النباية . باستطاعتنا تبرير هذا الانتقال (وهذا بالاعتاد على الفروض المتخذة 
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أعلاه على م) » لكنه من الأسبل أن نعطي برهاتا مباشرا للمساواة 4). 
وهكذا نبرهن على النظرية التالية : 


نظرية 1. إذا كان ۶ تابعاً قابلاً للمكاملة مطلقاً على كل المستقيم العددي 
ويحقق عند النقطة × شرط ديني )» فإن : 


= | dA ۵ E 


1 4 + هه‎ 
(6) )ل‎ 4( = a] f(Dcos A(t — x) dt 


علا أن ن بان lim J(4)‏ موجودة ونساوي (»)/. لما كان التابع /ر 
يقبل المكاملة مطلقا فإن اکل الداعق ی ی سارب باتكمل 
الضاعف متقارب مطلقا . بتطبيق نظرية فوبيني يكننا تبديل التكاملين فيا 
بينبما في (6) : 


1 f+" 4 1 1 
J)4( = “8 dt f(t) cos A(t — x) dA = 


sin A - 0 
وداب‎ 


1 8 0 dt 


بفضل تحويل المتغير 2 =× + نبسط هذا التكامل فيصبح : 


sin 42 بن‎ 


عع + مر :| = (14 00 


ثم إن المساواة المعروفة : 


او E‏ | 
2 ص[ 


تسمح بكتابة الفرق (»)/ - (7)4 على الشكل : 
160 - )2 + عار 
2 


sin AZ dz 


| }= ور - )14 )® 
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نفكك تكامل الطرف الاين إلى مموع ثلاثة حدود بالطريقة التالية : 


+ 22ھ ون 0> e‏ "| - سير - ı4‏ 


f(x) sin Az 


| +2 sin 4z az حل | لكا‎ 2 
lzlzN 2 1 لا داج‎ 32 


إن التكاملين الأخيرين هذا امجموع تكاملان متقاربان بإنتظام من أجل 
4 > ۰1 وکل واحد منبما يمكن رده أصغر من 5 هذا إذا كان العدد N‏ 
تارا كيرا بكفاية ‏ فعا خفن اغد الأول (من أجل ۸ فثبت) فهو زول 
إلى الصفر لما -ه ب 4م (وذلك بالاعټاد على التوطئة 1ء 18ء وعلى شرط 
دينى) . وبالتالي لدینا : 
lim (J(4) - f(x)) = 0‏ 
وه ع م 
وهو المطلوب . 


2. تكامل فوربي في شكله العقدي . نلاحظ في الدستور التكاملي (4) لفوربي أن 
التكامل الداخلى تابع زوجي ل2» وهو ما يسمح بكتابة هذا الدستور على 
الشكل : 


0 دار‎ = 2 aa f(t) cos (t— x) dt 
: من جهة أخرى فإن قابلية المكاملة المطلقة للتابع  تستلزم أن التكامل‎ 
8 f(D sin (t— x) dt 


موجود » ثم أنه تابع فردي ل2. ولذا: 


)10( ١ a ADs A (= di 0 


(وذلك عندما نعتبر التكامل بالنسبة ۸ بمفهوم القيمة الرئيسية أ 


. (lim ٣ : بصفته‎ 
-N 


معد قل 
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بإضافة المساواة (10) إلى (9) بعد ضرب (10) في : - نحصل على : 
dt‏ لسع ناج )ل af‏ - هر 


تسمى هذه المساواة الدستور العقدي لفوربي . 


وه. تحويل فوربي » خاصيات وتطبيقات 


1. تحويل فوربي ودستور القلب . يكن قثيل الدستور لاي لفوربي 1 
شكل علاقتين. نضع : 


(1 g80) = ١ f(Der=i dt 


2 ID = عدامرمع | يو‎ da 


نلاحظ أن الدستور (1) له معنى من أجل كل التوابع القابلة اة 
مطلقاً ۶. ومن الواضح أن هذا الدستور يعرف تطبيقاً يسمى تحويل فوربي 
من ٥, ٥(3 f‏ -),1 فيعطي اغا معا :ع معرفاً على كل المستقم العددي . 
يسمى التابع ع محولة فوريي للتابع الابتداني /ر. 


أما الدستور (2) فهو يعبّر عن التابع ۶ بدلالة محولته لفوربي» ويسمى 
دستور القلب لتحويل فوري . نلاحظ هنا وجه التشابه بين الدستورين (1) 
و( . ذلك أن الدستور الثاني لا يختلف عن الأول إلا في إشارة الأس 
وبوجود العامل ب أمام التكامل . هذا وبإمكاننا الحصول على صيغة أكثر 
تناظرا وذلك ل التابع ۾ بالدستور : 


da) ez] fx)e-i^* dx 


وبذلك يصبح دستور القلب من الشكل : 
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20 N= a | عترمع‎ dx 


وهكذا نلاحظ أن الدستورين السابقين لايختلفان إلا في إشارة أس ». 

لكن رغم التشابه الواضح بين (1) و 2) إلا أنهما يختلفان اختلافاً كبيراً: ' 
فالتكامل الأول موجود بالمفهوم المعتاد (لأن يمر د (ه ,»)1ء أما في 
التكامل الثاني فهو موجود بالقيمة الرئيسية . من جهص أخرى فإن المساواة 
(1) تمثل تعريف التابع ي » أما المساواة (2) فتمثل كتابة أخرى لدستور فوربي 
التكامل » وتحتوى على النتيجة القائلة بأن التكامل الوارد فى طرفها الأيمن 
ساو الاح الا هدا كنا رايا اعا اما تعن كذ المشاواة عدا 
نفرض على ۶» إضافة إلى قابلية المكاملة » شروطاً أخرى » كشرط ديني مثلاً . 


ملاحظة . عرّفنا محولة فوربي ۾ من أجل كل تابع ثم من (ه ,مه-)رة وبيّنا 
أن التابع ۶ الذي يحقق شرط دينى عند كل نقطة يكتب بواسطة دستور 
القلب بدلالة محولة فوربي ل . نلاحظ أن هذه الوضعية هي الوضعية التي 
لاقتنا في حالة سلاسل فوربي. ذلك أن معاملات فوربي: 


Cp = 5 2 f(x)e-i* dx 


معرّفة من أجل كل تابع f‏ 3 [2,2-]2 » لكن تقارب سلسلة فوربي: 


Cn جرع‎ 


co‏ - ع ور 


(الذي يلعب هنا دور دستور القلب) لايكن ضمانه إلا بفرض شروط 
إضافية (شرط دينى) . من جهة أخرى لدينا بخصوص محولة فوربي ( هو 


إذا كان التابع f‏ 3 (ه ,هه -)ررة بحيث : 
dx = 0‏ عا وال 0 
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فإن 0 = (×)/ خا كان “تقريباً . 
ذلك أن الشاواة الور اعا رهن ان 
١ f(x + Dex dx = 0‏ 
وذلك مما كان العددان الحقيقيان + وَ3. 
3 
dt‏ + عار | = o‏ 
حيث ٤‏ حقيقي مثبت كيفي . 020000 الشرط 


المفروض على التابع “رء نرى بسولة أن التابع م (الذي ينتمي إلى 
( ,هه )1 مثل /) قتع بنفس الشرط » أي أن : 


0 ع dx‏ حةا-ع ر«)م ا 


أجل كل ي سي اس ووم د" 
هذا التابع يحقق أنها ان e‏ يق وال تر قبل الق 
1ء 38 أن التابع منعدم أينا كان تقريباً لأن محولة فوربي لمذا التابع مطابق 
للصفر . لما كان م تابعا مستمرا فإن 0= (×)ب وهذا يستلزم على وجه 
الخصوص أن 

3 
Koar =o 
0 
.٤ من أجل كل‎ 


إذن 0 -*/ أنا كان تقريباً . 


نعتبر الآن بعض الأمثلة : 
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1. ليكن اءا:-م = («)رء + > 0. لنبحث عن محولة فوربي لهذا التايع » 
لذا 


80) = 1 يرك عفدم اءاودع‎ = 9 e-rlxİ (cos Ax — i sin Ax) dx 


55 | e¬~¥* COS AX dx 
0 


بالمكاملة بالتجزئة مرتين » نحصل على : 


مشي - 0ء 
2. لیکن : 
a‏ > ادا 1 | ا 
a‏ < ادا , 0 
5 : 
a‏ 5 کج ماوق دى 8 = dx‏ مده وار | = (0ع 


(من المهم أن نلاحظ بأن التابع ع لا ينتمي هنا إلى (« ,ه-)ب1) . 


3. لیکن : 
= دار 


x2 42 


5 : dx 
تيه ةن علوت ك‎ 
(3) 8(0) 7 € x2 + a2 


فن 'الأفضل:» أن اح هذا التكامل: “بطريقة الرواضب > ليكن. ولا 
٠ .0>2‏ ترسم حت و1 الحقيقي e‏ لمجال مكاملة 5 نصف دائرة 
E E‏ التي ت الس د 
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ري 


عند النقطة © اس .×x=‏ ا على راسب هذه النقطة ا عل 
القاعدة المعروفة التالية : 





إذا كان ليل = (ر و0 + (6)ن وكان ل2)ب صفر بسيط فإن راسب 
التابع ۶ عند النقطة » يساوي لحان . لدينا في هذه الحالة : 


e ~a fe =4 


- 24 ad 








g0) = - 2 


إذا كان 2 <0 فإن الطريقة السابقة تثبت (حيث نعوض النصف 
الأسفل من المستوى بنصفه الأعلى) أن : 
Re‏ 
حم = (80 
إذن لدينا : 
Te xal‏ 


(» > 1> ہم , سگ رومع 


هذا وستطيع الحصول على هذه النتيجة مباشرة بدستور القلب وذلك 
باستعمال المثال 1 والنظرية 1» 38. 


4. لیکن : 2+ه-م = («)ر. عندئذٍ : 


4 80) = 7 e-ax? «تنحع‎ dx 


إن التابع المطلوب مكاملته هنا تحليلي » وليس له شذوذ في الجزء المنتبي 

من المستوى » وهو يؤول إلى ديام اراي احم و للمحور 
الحقيقي » إذن » بفضل نظرية كوشي » نجد أن التكامل (4) لاتتغير قيمته إذا 
أخذنا هذا التكامل على مستقم ب +× z=‏ (حيث ر ثابت) موازٍ للمحور 
الحقيقي بدل أخذه على هذا المحور. وهكذا: 
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80) = 1 e-a(x+iy/ g-i2(x+i) dy = eaر2+2y‎ 1 e~ ax2 -2aixy-iAx dx 


— 


oo 
- رەم‎ 2-y 1 e-ax2-ix(2ay +) dx 


هه — 


نختار قيمة ثابتة لبر بشكل يسمح بإزالة الجزء التخيلي لأس التابع الأسي 
الواقع تحت التكامل» أي أننا نضع لو - - ر. عتدئذٍ: 


2 ەم شد‎ 7 IR 
£0) = e“ 4a? 2 1 e-ax? dx = e 4a < | 
— 


o0 r : لأر‎ 
1 دع‎ ×? × = | 
ت‎ a 


بصفة خاصة إذا أخذنا = ه فإننا نحصل على : 
e 7‏ = وار 
725١ e 5‏ = )80 


أي أن التابع 2 -ء يطابق محولته لفوربي (بتقدير ثابت) . 


2 الخاصيات الأساسية لتحويل فوربي . ستنتج من الدستور (1)» الذي 
يعرف تحويل فوربي » قائمة خاصيات هذا التحويل نعالجها فيا يلي : 


قصد الاختصار في الكتابة نرمز لمحولة فوربي لتابع ۶ بالرمز [/]” . أي 
إننا نرمز ب للمؤثر الخطي المعرّف على الفضاء (ه ٠,‏ -),1 الذي يلحق 
بكل تابع من هذا الفضاء محولة فوربي لنفس التابع© . 

1. إذا كانت متتالية [م/) من توابع (ه ,ه-),1 متقاربة من أجل 
مسافة الفضاء (ه ,مه -),[ فإن متتالية فوربي [7]” - مع متقاربة بانتظام 
عل كل الق العددى + 

(0 محولة فوربي لتابع في (.»-)رة لاينتمي عوماً لهذا الفضاء . 
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ينتج ذلك من التقدير البديهي التالي : 


جه ا ١‏ > 00ع - جممها 


2 إن محولة فوربي م لتابع ۶ يقبل المكاملة مطلقاً تابع مستمر ومحدود 
وول إل اضر دما وول ذا إل م : 


نويا بلقل 
dx‏ اودارا ٤‏ > اجمعا 


ومنه نرى بسہولة أن التابع [/]۴ دع محدود . إذا كان ۶ هو التابع المميز 
للمجال (ط,ه) فإن محولة فوربي ل هي : 


b e ~i\a e -—ib 
سے‎ Ax سسحت ا‎ 
8)0) |! 6 dx 3 


والتابع بم هنا مستمر ويؤول إلى الصفر عندما لاء با أن العملية ۴ 
التي تسمح بالإنتقال من ۶ إلى بم علية خطية فإننا نستنتج أن محولة فوربي 
لكل تابع درجي (أي كل عبارة خطية لتوابع ميزة نجالات) تابع مستمر يؤول 
إلى الصفر عندما: ه + ب2. نلاحظ من جهة أخرى أن مموعة التوابع 
الدرجية كثيفة أعخا كان في (ه ,مه -)رط ؛ إذن إذا اتقى ۶ إلى ,2 فإنه 
توجد متتالية (,/) من التوابع الدرجية المتقاربة نحو f‏ في (ه ,ه -)لظة. 


لكن في هذه الحالة نرى بفضل الخاصية 1 أن متتالية التوابع : 5]/1 = ,م 
متقاربة بانتظام على كل المستقيم العددي نحو التابع [/]” > ج . وبالتالي فإن 
التابع النباية م مستمر أيضاً ويؤول إلى الصفر لما مهم |<ا. 


تمرينان . 1. أثبت أن محولة فوربي م لتابع يقبل المكاملة مطلقاً ۶ تابع مستمر 
بانتظام على المستقيم العددي . 


2. ليكن 8 فضاء التوابع المستمرة بانتظام على (ه ٠,‏ -) التي تؤول إلى 
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الصفر عند اللانماية . أثبت أن تحويل فوربي م مؤثر من (ه ٥,‏ -),1 في 
8 » نظيمه يساوي 1 ونواته هي 0). 


]ذا کن “تابفاً: عتما مظلعا ‏ خن كل جال ته و 
(ه ,هه )1 € ثرء فإن : 


Ff] = i^ Ff] 
إذن » يلحق تحويل فوربي مشق تابع (تحت الشروط ا جداء حولة‎ 
. 20 فوربي للتابع (المعتبر) في‎ 
: ذلك أنه يكن كتابة كل تابع مستمر مطلقاً على مجال منته بالشكل‎ 
ودار‎ = f(0) + f(D dt 
من الفرض القائل أن التابع ۶ يقبل المكاملة مطلقاً ينتج أن الطرف الاين‎ 
إلى »و × إلى مه — . وهذه‎ xX المساواة السابقة له خباية عندما يؤول‎ 5 


النباية تساوي بالضرورة 0 ولولاه لما كان التابع ۶ قابلاً للمكاملة على كل 
ال ادى و ع ف ا وا را ا عسل عر 


Ff’) = 2 f(x) e-iix dx = f») @- ix 8 + 


4+ 31 f(x) e-i* dx = i^ F[fF]O) 


وهو المطلوب . 


إذا كان التابع ر له مشتق «-*/ مستمر مطلقاً على كل مجال 683/.... بر 
توابع تنتمى إلى (ه ,مه -)رة فإننا نحصل باستدلالات مائلة للسابقة على : 


00 Ff] = (i)* F[f] 


4 علاقة رتبة الاشتقاق لتابع ما سرعة التناقص عند اللاهماية محولة 
فوربي التابع . 
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إذا قسمنا طرفي (5) “زم 00 كؤن محولة فوربي تؤول إلى الصفر 
عند اللاغباية (الخاصية 2) » ينتج أنه إذا كان ٠‏ قابلاً للمكاملة مطلقاً فإن : 


nen 0‏ = أرما 

أي أن /]مء في هذه الحالة» يتناقص عند اللاهاية أ i‏ 
وبالتال بقدر ما تزداد رتبة اشتقاق ري على 7 بقدر ما 30 :سرعة a‏ 
محولة فوريي ل عند اللانهاية . 

5. إذا كان "ر موجوداً. ومنتمياً. إلى .(مه ,مه -),5 فإن [/]” يقبل المكاملة 
مطلقا . 

ذلك أن Ff]‏ »في هذه الحالةع محدود ويتناقص عند اللانبائية شرع مق 
بل . ومنه تأتي قابلية المكاملة . 

أثبتنا في الخاصية 4 أنه بقدر ما يقبل التابع f‏ مشتقات بقدر ما تزداد 


2 م ار فوربي عند د لاط بهذا او أن ا 
تزداد مرونة محولة فوربي ل/؛ لدينا على وجه التحديد الخاصية التالية : 


6> نفرض أن التابع («كر يقبل المكاملة مطلقاً » وكذا («)/رعد . عندئذ يكون 
التابع دم]م = قابلاً للاشتقاق وَ: 
F[-ixf(x)]‏ = )8'0 )6( 
إذا أخذنا مشتق التكامل : 
Jf(x)e=it* dx‏ 1 


الذي يعرف ء بالنسبة للوسيط 1 نحصل على التكامل : 
١ x f(x)e=i?* dx‏ 


الذي يتقارب بانتظام بالنسبة ۸ (بفضل قابلية المكاملة للتابع («)/) . إذن 
فإن مشتق التابع ع موجود ولدينا (6). 
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إذا كان ۶ تابعاً بحيث تكون التوابع : دك ۶× ... ,()/×,(») قابلة 
للمكاملة مطلقاً فإن استدلالات مائلة للسابقة تثبت أن التابع ۾ يقبل 
مشتقات متتالية حتى الرتبة م (بما فيها هذه الرتبة) وَ: 


g0) 5- F[(— ix)* f(x)], (Kk 0, 1, لصت‎ 


7 إذا فرضنا أن التابع ۶ يتناقص عند اللاعهاية بسرعة أكبرء فإن التابع م 
يصير أكثر مرونة 0 7 القائل أن دار ”× ينتمي إلى (ہ ,هه )1 

من أجل كل مء ينتج أن التابع بم يقبل الاشتقاق لانبائياً (أي من كل 
الرتب) . نفرض الآن 00 (دكراءاقم ينتمي إلى (» ,مه -),1 من أجل عدد 
8 > 0 معين . حينئذٍ يكن تديد التابع رهي تحليلياً من المحور الحقيقي إلى 
شريط من المستوى العقدي سن + 2 - 26 ويزداد عرض هذا الشريط بقدر 
ما تكبر قيمة العدد 8. وعلى كل حال فبإمكاننا القول بأن ي تابع تحليلٍ في 
حالة 5 > ابرا. ذلك أن التكامل : 


0 f(x) e-i*% dx 


متقارب من أجل 8 > اا وهو يعرّف تابعاً مستمراً يطابق على احور الحقيقي 
محولة فوربي للتابع /,. نلاحظ أن البرهان على كون هذا التابع يقبل الاشتقاق 
بمفهوم نظرية التوابع التحليلية من أجل ة > ابراء يتم مثل برهان الخاصية 6. 


3. تام جملتي توابع هرميت ولاغير . باستخدا م الاعتبارات ت الواردة ق البند 
السابق يكن أن نثبت بأنه إذا كان تابع قابل للقياس ۶ عخالفا للصفر آنا كان 

تقريباً على مجال (ط,ه)» حيث: ه > 5 >ه > ه - ومحققاً على هذا 
لمجال الشرط اءلة- مم > ااا حيث 5 > 0 فإن جملة التوابع ((«)/ ”×) حيث 
n= 0,1, ...‏ تامة ٤‏ الفضاء (2)26,5,# . ومنه يأتي بصفة خاصة أن توابع 
هيرميت ولاغير تشكل جملتين تامتين في (ه ٥,‏ -)ر1 وي (ه ,1)0 على 
التوالل (راجع الفصل 7ء 238 27 8) . 


لنثبت القضية المتعلقة بالقام الواردة آنفاً . نفرض أن اجملة |(«)ر »)ا غير 
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تامة . ومنه يأتي حسب النظرية 4 من الفصل 3» 48» 5 أنه يوجد تابع غير 
منعدم ۸ ق (م ,مه -)يرة بحيث : 


9 x" f(x)h(x)dx = 0,n = 0,1, ... 


(في حالة ما إذا كان الفضاء المعتبر (ط ,1)4 عقدياً فبدل (×)۸ يجب أن 
نكتب *)م) . من الواضح أن ۸ .؟ تنتمى إلى (ط,ه)1 ولدينا أيضاً : 
(5 ,1)۵ ع ٣#‏ ا*اا#ء من أجل 8 > ,8. من المستحسن في المستقبل أن نفرض 
بأن التابعين («2/ و (8)2 معرّفان على المستقيم العددي بأكمله وذلك بقديدهاء 
إذا اقتضى الأمرء بالصفر خارج (ط,ه). ليكن ع محولة فوربي للتابع «رء 
أى : 1 


dx‏ عض ARO‏ ”| = رمع 


يتبين مما سبق أن التابع م يكن قديده تحليلياً إلى الشريط 8 > اع :1|. 
من جهة أخرى وبفضل الخاصية 6» فإن كل مشتقات هذا التابع تنعدم من 
أجل 0 = ۸ بحيث أن 0= ر0 ع . ثم من خاصية الوحدانية المبرهن علها 
ضمن البند 1 شستنتج 0 = )م أا كان تقريباً لأن («)/ الف للصفر أغا 
كان تقريباً . ندرك أن ذلك يناقض الفرض القائل بأن 8 تابع غير منعدم . 
وهذا التناقض يثبت أن الملة («)ر ”×) تامة . 


4. تحويل فوربي للتوابع القابلة للاشتقاق لانبائياً والسريعة التناقص . 


ما أن الانتقال من تابع ۶ إلى محولة فوربي ۾ ل/ يجعل خاصيق قابلية 
الاشتقاق والتناقص عند اللاهاية للتابع تشتبدلان الواحدة بالأخرى» من 
السبل إبراز صفوف طبيعية من التوابع بحيث يطبق تحويل فوربي هذه 
الصفوف في نفسها. 
لتكن .5 جموعة التوابع القابلة للإشتقاق لاخهائياً على المستقيم العددي 
بحيث يقبل كل تابع منها جملة من الثوابت وم٤‏ (تتعلق بالتابع م وبالعددين 
م 43) تحقق: 
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(2 |x” f(x) > Cpq 

00 إذا کان ۶ د .5 فإن [/]5 -ع د .5 . من المتراحة (7) ينتج 

في البداية أن كل تابع من التوابع («)«مكر «د يقبل المكاملة مطلقاً . ذلك أن 
المترا ححة 7( المحققة من كل الأعداد م q3‏ تعطي : 


|۶ )امار‎ > Cz sa4 


أي أن التابع (د)(وكر 2- مير يتناقص على الأقل بسرعة تناقص 5 ومنه 
يأتي أن التابع 7" يقبل الاشتقاق لا نہائاً 7 ومن البند 2 ستخلص أن 
قابلية المكاملة ل(«)«»/ر» ...,1,2 = و تستلزم أن [/] -ع يتناقص عند 


اللاغباية بسرعة أكبر من سرعة تناقص Tr‏ نعتبر الآن التوابع : 
[(صعر (xe‏ [ م (i) g20) = )- D4‏ 


إن كل واحد منها محدود من الأعلى بثابت Dp,‏ بصفته محولة فوربي 
لتابع يقبل المكاملة . إذن إذا كان f‏ د .ی فإن [/]۴ دع 3 .5 . نعتبر بعد 
هذا القضية العكسية» ليكن بم د .5 ؛ عندئذٍ ينتج مما سبق أن التابع : 


f*)x( = ۳ عدا -ء(0)ع‎ dx 
(٭). من وا أن / 3 .8 . من‎ = 3 f*(— x») + : ينتمي إلى .5 . نضع‎ 
” 3 . جهة أخرى يأتي من دستور القلب‎ 
1 ]- - 08 
8) | fF*(x)eitx dx = ٣ Jf(x)e-i?* dx 
أي أن ۾ هو محولة فوربي للتابع # د .5 . وهكذا يتضح أن تحويل فوربي‎ 
. يطبق الصف .5 على نفسه . ثم إن هذا التطبيق تقابل‎ 


قرين. ليكن ,د .5 و0 - عه هر ”| من أجل كل م >0. هل 
ينتج من ذلك أن 0 = #)/؟ 
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5. تحويل فوربي والترويم . ري 
المستقيم العددي . يسمح التابع : 


HOM - 6‏ "| = سر 


(جداء) تزوي التابعين ۶ و و/ . إن التابع: («)ر. هعرف من أجل تقريباً كل 
“دء وهو يقبل المكاملة ۽ ذلك لأن التكامل المضاعف : 


0 1 fı() f(x - © dé dx 
1 fı) f(m)l df dn 


موجود (راجع الملاحظة المتعلقة بنظرية فوبيني ضمن الفصل 5» 68 '4) 
وبالتالي فإن التكامل : 


E) dk‏ — )ةر dx LL‏ ا = عل ودار 


موجود أيضاً. نرمز ل/ بو/هم. تبحث عن محولة فوربي لجداء تزوج 
تابعين من ,1 . بتطبيق نظرية فوبيني وبوضع د ٤‏ - × نحصل على : 


ax =‏ عضن Daf]‏ = عكر هه fF [f‏ سمه عم صر | 


o0 


nj x - 9 e ax| df 


= 


هه — 


مه — 


— co 


| 
يه أو قت وعدم العامة ]امم ! 95 
يل fı() e-4‏ ا JADE aye‏ 1 
أي أن : F(fı * f) = FLf] + FLfl‏ 
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وهكذا فإن تحويل فوري يرد علية اتروع إلى علية أسط بط وهي علية 
ضرب التوابع . تلعب هذه النتيجة دوراً هاما في العديد من تطبيقات تحو | 
فوربي . 


6. تطبيق تحويل فوربي على معادلة الحرارة. يعتمد تطبيق تحويل فوربي في 
العادلات التفاضلية على كؤن (راجع البند 3) هذا التحويل يرد علية 
«الإعتماق إل عة الصرب فى المتغير المستقل.- يوهكذا ية معادلة. تفاضلية 
خطية ذات معاملات ثابتة » 


(8) y0 + ay" =D + ...+ any’ + a, = 0) 


بواسطة تحويل فوربي إلى معادلة جبرية من الشكل : 


(9) (i)" z+ 12(5)ره‎ 71z + ... + a, _رiAZ‎ + @,Z = (2) 


حيث [ر]۴ =2 و[م]/ = ب. إلا أن هذه الطريقة لا تفتح أي مجال 
جديد أساسى عندما يتعلق الأمر. بالمعادلات التفاضلية العادية» لأن حل 
المقادلانت:الخطية: ذاك المعاملات: الثاعة هى قبا مسال 'لييت ذات 
صعوبة كبيرة . نلاحظ إلى جانب ذلك أن الانتقال من () إلى (9) لايسمح 
به إل إذا كان التابع المجهول ر = («بر قابلاً للمكاملة على المستقيم العددي 
بأكهله » وهذا الشرط لايتوفر عوماً في المعادلات الخطية ذات المعاملات 
الثابتة . 


تبرز أهية تحويل فوري البالغة عندما يطبق هذا التحويل على المعادلات 
التفاضلية ذات المشتقات الحزئية » فهو يسمح في هذه الحالة عند توفر بعض 
الشروط » برد د حل مثل هذه المعادلات إلى حل معادلاات 3 تفاضلية عادية . 
لنبين ذلك من خلال المثال التالي لمسألة كوثي الخاصة بمٌعادلة ا 
نبحسثكث عن حل معادلة الحرارة : 
Ou(x,1) O u(x,t)‏ 


(10) êr < a 
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اعرف من أجل ٠‏ > *«> ه - 3+ >0 ولمطابق من أجل 0-=؛ 
لتابع معطى («)م: . أما المعنى الفيزياني لمذه المسألة فيتمثل في البحث عن 
درجة حرارة قضيب حراري طوله غير منته» وذلك في كل لحظة + > 0 مع 
العم أن درجة حرارته في الحظة 0 = + هي (×)م» عند كل نقطة × . 


لنفرض أن التوابع (×)م» » (×)م'» » (×)"» تنتمي إلى (» ,ه -)رط » ثم 
نبحث عن حل المسألة المطروحة من بين التوابع 9 ,»)» التي تحقق 
الشرطين : 


1) التوابع : 0 ux,‏ + و u) 9 » u)‏ قابلة للمكاملة مطلقاً على كل 
احور × من أجل ؛ > 0 مثبت. 


© التابع « ),» يقبل في كل مجال منته ۲ >, > 0 حادا أعلى (»)/ 
مستقلاً عن : وقابلاً للمكاملة : 


مه > عاك (عدار 7 lu,(x, 3 =f,‏ 
نطبق على المعادلة (10) تحويل فوربي بالنسبة (*«. حينئذٍ نحصل في 
الطرف الأيمن على : 


1] )م‎ 21 = - 2 v(A, ( 


حيث : 91 ۴]»)۸ = 0 بء ؛ أما الطرف الأيسر لهذه المعادلة فيصبح بفضل 
الشرط 2 : 


Flu] = u(x, $) ez dx = أ‎ u(x, Û تدع‎ dx = ,)رد‎ 8 


وهكذا ترد المعادلة (10) بواسطة تحويل فوربي إلى المعادلة التفاضلية 
العادية : 
2۷A 2‏ - = ۷,0,9 
الحظة 0 a t=‏ 
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F[uo(x)] = ١ uo(x) e-i^* dx‏ = زود 


ومنه ينضح أن الحل المطلوب هو : 
(0) وس e-2‏ = زه V/A,‏ 


ولحصول على حل مسألتنا الأولى يكفي إيجاد التابع 9 .×)» الذي له محولة 
فوربي مساوية ل0,2<. 


باستخدام المثال 4 من اليئد 1 تحصل عل : 


1 ل‎ 
e Fg“ 5 
: إذن‎ 


1 
207 





.2- | ٠. F([uo(x)] = F 








vA, = F 


ع 1 
)200 « 41 €“ 2 


أى : 


ا 
u(x - 46‏ 22م | u(x.) = ge‏ 


يسمى التكامل الأخير تكامل بواسون لعادلة الحرارة. 


7. تحويل فوربي للتوابع المتعددة المتغيرات . يمتد مفهوم تحويل فورب المعتبر 
أعلاه من التوابع ذات متغير واحد إلى التوابع المتعددة المتغيرات . 


ليكن (,*.... .+ ,*«)ر تابعاً يقبل المكاملة على كل الفضاء ”#8 ذي البعد 
” . إن محولة فوربي هذا التابع هي ا 
مون يو ١ Foes Rae OE‏ 5 "| =( ع 
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تلا حظ أن هذا التكامل المضاعف ۸ مرة موجود حي لأن التابع 
(,*.....,*#ر قابل للمكاملة » بفضل نظرية فوبيني يكن أن نكتب هذا 
التكامل على الشكل : 


81, A2, (رة....‎ = ٣ و‎ ١ 1 عدار‎ xa) € **™ dx x 


)11( x حي‎ i*2 وعرل‎ .. | enn dx" 


بعبارة أخرى » فإن الإنتقال من تابع ذي « متغيراً إلى محولة فوربي لنفس 
التابع يمكن أن يتم بصفة متوالية بالنسبة لكل متغيّر (بدون مراعاة ترتيب 
المتغيرات) . ثم بقلب ال »م علية » بصفة متوالية » في الطرف الأمن من (11) 
نحصل على : 


co 


x‏ مل (مة.. 0ع 08 7 3 1 x) = a‏ .< عكر 


يكن أن نكتب هذا الدستور على الشكل : 
)12( 


JO), X2, .., Xp) = 2 1 0 1 gO Ag) emt مقع‎ dA... يلل‎ 


لكن لما كان التابع (مذ,... ,)ع لايقبل دوماً المكاملة على الفضاء ”۴ 
بأكئله » يجب الإشارة إلى المفهوم الذي ننظر من خلاله إلى التكامل 
الضاعف « مرة 12) ا يجب الإشارة إلى الشروط التي تجعل التابع 
يتن نر قبل ل ا التكامل» 


من بين الأجوبة الممكنة عن هذه الأسئلة نقدم الجواب التالي : 


نظرية 1. ليكن (,.... .,«ر تابعاً قابلاً للمكاملة على كل الفضاء ۸١‏ ويحقق 
الشروط : 
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fx, + f X2, cs Xa) — )كر‎ 311 X2, ..., × “ا © = ا(‎ 
,ءارا‎ x2 + ر... و20‎ Xn) کڪ‎ f(x1. X2, کک ا‎ C(x) | “أو‎ 
)13( ,)را‎ x2, (وع ع و‎ = fx, X2, أرب‎ > C(x, .. Xn +) tal 
C(xDdxı > o <0< a > 1 : حيث‎ 


يحتوي عليه هذا الدستور هو: 


lim‏ ا مض قم 
0 ]| د No [- 11 5 Np‏ 2)7( 
Nn +1 5 Nn 375‏ 
| ممما € (im 8 Bs < An)‏ 0 5 
بف ۳۳ء | س ہام چ 
لرؤية ذلك نلاحظ أن قابلية التابع (م×...,»)/ للمكاملة على ۴٠١‏ 
تستلزم حسب نظرية فوبيني أنه يقبل المكاملة بالنسبة ل,»* من أجل كل 
,× ... ,ود تقريباً . إذن فإن التابع : 
fs X2. Xn) = ! f1, Xa) € FF dx,‏ 
موجود . من (13) ينتج أن (م×...,)ل» كتابع ل ,× يحقق شروط 
النظرية ٠1٠‏ 38؛ يكن التعبير .عن التابع (,*.... ,)ل بدلالة كر وذلك. 


ا ون الات 
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5 1 [1 1 
عدار‎ X2, ...,X,) = lim 2r ا‎ fis ...وو‎ Xa) e 11 dı, 
N مجر‎ ~N 
: إذا وضعنا بعد ذلك‎ 
fah M2, K3, os xn) 1 fis x2, 525 Xn) م‎ 2 dx2 


فإن من (13) ينتج أن من أجل ب لدينا دستور القلب : 


1 [۸2 
fu, xa, <. xa) = lim بو‎ | r, x) e22 da 
N 82س مح ج‎ 
: أى‎ 
f ) = 1i ١ | EO 
X1 X2, إن‎ = lim > 11 SR“ 
١ : Ne 27 ~N مولز‎ 21 - 2 20 ) 





4 مت ام‎ | ei 1 dA, 


قو 7 1خ خضل آخيا عل" الدسكوو : 012 
يستعمل تحويل فوربي الخاص بالتوابع المتعددة المتغيرات بشكل واسع في 
تقر ادلات التفاضلية دات الشتقات اة نتن مغل المعادلة : 
م | Ou Ou‏ 
Of 7 62 ^ ay‏ 05 
التي تصف كيفية انتشار الحرارة في المستوى . نفرض أن درجة الحرارة في 
الحظة 0 = ؛ معطاة ب: 
x,y) = «ox, y)‏ ,100 
إذا فرضنا على الحل المطلوب شروطا ماثلة لتلك التي وردت في البند 6» 
يكن في (14) إجراء تحويل فوربي بالنسبة × وّر. 
تَقودنا ذلك إل المعادلة«التفاضلية: الغادية: 
dv‏ 


(15) = = 02 + (۷ 
dt 
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v(t, A, 6) = | ١ u(t, x, y) e-iQx +o») dx dy 


بعد حل المعادلة (15) يمكن إيجاد حل المعادلة الأولى (14) بواسطة دستور 
القلب . 


58. تحويل فوريى في الفضاء (ه .٠ه‏ -) :1 . 


1. نظرية بلونشرال (اعءعمهام) . نعود في البداية إلى الاح الي حصلنا علا 
من خلال دوا سلاسل فورب . لكي نقترب أكثر من تحويل فوربي سنعتبر 
سلسلة فوربي في شكلها العقدي أي أننا نأخذ على القطعة [,»-] الجملة 
المتعامدة التامة المؤلفة من التوابع *”ام حيث ... ,2 + ,1 + ,0 = ۸" ونلحق 
بكل تابع ۶ قابل لمجمع على [۸,۸-] متتالية معاملات فوري إل /: 


1711 
باقن لوقن الكو عع قر 7 1 
-R‏ 


oo 
le, < مه‎ 
n=—o 


أي أن الانتقال من تابع ذي مربع قابل لمجمع إلى جموعة معاملات فوربي مذا 
التابع تطبيق من الفضاء الإقليدي ,؛ على الفضاء الإقليدي ,ا ؛ بالإضافة 
إلى كك فإن هذا التطبيق خطي ويحمق علاقة بارسقال : 


00 ش‎ 27 ١ lela - | f(2 dx 
بتقدير عامل‎ ae (أي أن هذا‎ 
. أعددي)‎ 
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نعتبر الآن تحويل فوربي من أجل التوابع المعطاة على كل المستقيم العددي ' 
ولنر ما إذا كان بالإمكان اتخاذ هذا التحويل كمؤثر خطى في الفضاء العقدي 
عرفت )20 :جر اة ا هنا في وجود توابع ذات مربعات 
قابلة لمجمع على المستقيم العددي لا تنتمي إلى (ه ,مه -),5 ؛ أي إن محولات 
فوربي لمثل هذه التوابع بمفهوم التعريف الوارد في 48 قد تكون غير موجودة . 
وعلى الرغم من ذلك» یکن من أجل كل تابع f‏ في (» مه -)ر1 تعريف 
محولة فوربي بمفهوم يختلف قليلاً عن المفهوم السالف الذكر . نحصل عندئذٍ 
على النظرية التالية التي يمكن أن تغبّر بمثابة النتيجة الماثلة لعلاقة بارسفال 
(1). 


نظرية (بلونشرال » 1910) . من أجل كل تابع £۶ في (ە ,ه-)ية فإن 
التكامل : 


N 
مده وار | = يمع‎ > 


تابع ۸ ينتمي إلى (ه ,»)ر1 » وذلك مهما كان N‏ . وعندما يؤول 1 
إلى مه فإن التابع مچ يتقارب من أجل مسافة الفضاء ر1 نحو تابع 8 
ولدينا : 


(2 ! حك 02وا‎ = 2# lfc) dx 
يسمى هذا التابع بم محولة فوربي للتابع ۶ د ر1 . إذا انقى ۶ ايضاً إلى‎ 
. (ه ,هه -)ررة فإن التابع الموافق ل ع يطابق محولة فوربي ل/ بالمفهوم المعتاد‎ 


البرهان . إن الفكرة الرئيسية التي يعتمد عليها البرهان تنحصر في البرهان على 
المساواة 2) أولاً من أجل كل التوابع المنتمية إلى الجماعة .5 المؤلفة من 
التوابع القابلة للإشتقاق لاهائياً والسريعة التناقص » وهي جموعة كثيفة أا 
كان في (ه ٠,‏ -)ية ؛ بعد ذلك غدد صلاحية المساواة (2) إلى (ه ,)را 
بواشطة ال مار التفصل هده الف 
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1) لیکن / ودر عنصرين من .5 . نرمز بره و رچ على التوالل حولتي 
فوربي لڳ وَور. عندئذٍ: 


| fı(%) (o) dx = 8 5| ام (0رع)]‎ dj FO) dx = 
0 |جھ عد ن | در‎ © “| O Ha 


إن التبديل السابق في التكاملات شرعي لأن التابع : 


810) f(x) e>i^* 


يقبل المكاملة مطلقاً على المستوى (2.»). يوضع /- ورور و 
8 = يم = رع ستنتج أن الدستور 2) محقق من أجل كل تابع / في $ . 

© ليكن الآن , كيفياً في ( ,ه-)رة ومنعدماً خارج مجال (ه به -) . 
حينئذٍ يُصبح ١‏ قابلاً للمكاملة على (ه ,۾ -) (أي ينتمي إلى (ه به -) ب1) 
وبالتالي على كل المستقم العددي . نستنتج من ذلك وجود محولة فوربي ل٣‏ : 


e dx‏ وار ”| = رمع 


لتكن (,/] متتالية توابع من .8 منعدمة خارج (ه,ه -) ومتقاربة من 
أجل نظم (ه ٥,‏ -)يرة نحو ؟. با أن / وكل التوابع ر تخالف الصفر على 
مجال منته فقطاء فإن المتتالية (./) متقاربة نحو ثم من أجل نظم 
٠, (‏ -),1 أيضاً . ولذا (راجع 48» 2) فإن المتتالية ,م) متقاربة بانتظام 


نحو ۾ على كل المستقيم العددي . 


وبالإضافة إلى ذلك نلاحظ أن [ع) متتالية لكوشي في (ه ,»)ر1 . 
ذلك أن .ى © مع - مه ؛ وبالتالي وبفضل ما توصلنا إليه : 


| | g09 - مرا 2# = لله تايعمج‎ (e) — كر‎ (e)2 dx 


ومنه يأتي أن [ري) متتالية لكوشي . إن ذلك يستلزم. بأن هذه المتتالية 
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متقاربة ىة وان ها عباية: تساوي التابع :6# .وهو لقا “الذي تؤول آلية 
المتتالية باتتظام . إذن يكن في المساواة: 


اماج = دامر 


الأفقال: إل" العابة تدا ورل وال ك وكا قان ارارق عة من 
أجل کل تابع f‏ 1(2 منعدم خارج مجال معين. 


© أخيرا» ليكن ۶ تابعا كيفياً في ر1 . نضع : 
fe) , lxl > N‏ 
NOS ro SN‏ 
من الواضح أن : 
مه ج۸ , 0> ابم مرا 


إن التابع «/ ينتمي إلى (ه ,»-),1 وهو يستلزم وجود محولة فوربي 
المعتادة . وقيمة هذه الأخيرة هى : 


o0 N 
ew) = |" ورور‎ e dx = | f) عدم‎ dx 
: كنا وجدنا في الجزء © من هذا البرهان أن‎ 
تايرع - مهاج = تامور - بررا‎ 


ولذا فإن التوابع رع متقاربة في ر1 نحو خهاية نرمز لما بج . وبالتالي يمكن 
في المساواة : 


fl? = اھا‎ 


الانتقال إلى النباية من أجل ه ١+‏ والجصول حينئذٍ على العلاقة (2) من 
أجل كل تابع f‏ 3 (ه ,ه )را . 


يتم بذلك البرهان على الجزء الأول لنظرية بلونشرال . 


إذا اتقى الآن التابع م إلى الفضاءين (ه ,هه -)رة و (ه ٥,‏ -)ية في آن 
واحد فإن محولة فوربي لإ : 


20 = | ور‎ e< dx 


موجودة بالمفهوم المعتاد . تتقارب في هذه الحالة المتتالية (برم] نحو / في 
(ه ,هه )1 » وبالتالي فإن محولات فوربي رع هذه التوابع تتقارب بانتظام 
نحو ۾ . لدينا من جهة أخرى أن التوابع ,رم متقاربة من أجل مسافة 
( ,مه )ر نحو تابع رمزنا له پچ . ومنه ياي أن چ - ۾ . انتبى البرهان . 


نتيجة . ينتج من العلاقة ©) مباشرة أن من أجل كل تابعين / ويل من 
(م ,مه -)رط لدينا: 


[7 ممم = عهور صم‎ Da 


للبرهان على ذلك يكفي كتابة المساواة (2) من أجل التابع د + بل 
00 العبارات التي نحصل علها في: الطرفين. إذا كان معنى المساواة (2) 

أن تحويل فوربي يحتفظ بنظم ر1 فإن المساواة الأخيرة تعني أن هذا 
التحويل يحتفظ بالجداء السلمى . 


2. تابع هيرميت . تبين نظرية بلونشرال المعروضة في البند السابق أن تحويل 
نوري يمكن اعتباره كمؤثر خطي محدود ۴ يطبق الفضاء (ه ٠,‏ -)ر1 على 
. إذا اختيرت في هذا الفضاء جملة متعامدة و وتاهة فان المؤثر 
7 ل يكن أن يكتب بواسطة مصفوفة 
غير منتبية . يتعلق شكل هذه المصفوفة » بطبيعة الخال اتان :الا ساس 
إن المصفوفة الموافقة لمؤثر ها شكل سيط جا إذا كان الأساس الختان مؤلفاً 
من التوابع الذاتية للمؤثر المعتبر : نجد في هذه الحالة أن المصفوفة قطرية. 
السؤال المطروح هو معرفة ما إذا كان 0 الأساس موجودا من أجل : تحويل 
فوربي ۴ . بعبارة أخرى فالأمر يتعلق معرفة التوابع المنتمية ل(م ,»)ر1 
الذاتية من أجل تحويل فوربي ۶۴؟ بهذا الخصوص ششير إلى تطبيق تحويل 
فوربي على المعادلة : 
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2 
Eff‏ 3 
يعطي معادلة من نفس الشكل» (لأن العملية ج يوافقها الضرب في 
-» والضرب في 2« - توافقه العملية ك ) . ولذا فن الطبيعي أن 
نبحث عن التوابع الذاتية للمؤثر ۴ بصفتها حلولاً للمعادلة (3) لنفتش عن 
حلول هذه المعادلة التى لما الشكل . 


حت 
we 2‏ عير 


حيث « كثير حدود. بنقل هذه العبارة في (3) نحصل من أجل « على 
ا 


—2xw' = (p + 1w‏ بير 
إذا وضعنا : 


(4) w= do + 1ه‎ X + .. + anx" 
: فإننا نصل إلى المعادلة‎ 


(2a2 + 3 . 2 دوه‎ + ... n(n - 1( ريه‎ x" 72 — 2x(a, + 2 ديه‎ + ...+ nQ, xX" 71) 
= (p + 1)(do + ax + ...+ anx") 


بمقارنة حدود طرفي هذه المساواة التي لما نفس قوى × نحصل على : 


- 2760, ع‎ ( + 1) aR 
- 2 (n — 1) ريه‎ = (ph + 1) an -ı 


وهكذا على التوالي ۽ بصفة عامة : 
K(k — 1) ax — 2(k — 2) ax2 = (lı + 1) @k-2‏ )5( 
يما أننا فرضنا المعامل المسيطر ره يخالف الصفر فيجب أن يكون: 


() نفرض» طبعاً » أن التابع المجهول / يحقق الشروط اللازمة لقابلية الاشتقاق والتناقص عند 
اللاخهاية . 


= - 2n + 1( 
an-| = 0 

أي أن س يجب أن يكون عددا سالباً فردياً . تسمح العلاقة (5) بتعيين كل 
معامللات كثير الحدود س بتقدير عامل ثاب ت. بالإضافة إلى ذلك فإن 
المعاملات التي ها دليلات ذات زوجية تختلف عن زوجية م أي عن درجة 
« هي معاملات منعدمة؛ في حين ان المعاملات التي لا دليلات ذات 
زوجية تساوي زوجية ۸ معاملات غير منعدمة. ونجد المعاملات الأخيرة 
بواسطة علاقة التدرج : 


المي 
221 = 2م62 


[.-ه- Wp (x) >= 0 e nD x7 -2 + a < D(a ~2) Xr‏ 
وهكذا نكون قد أنشأنا جملة التوابع : 
,0,1 د (n‏ 6-50 )رس = وارن 


من الواضح أن ص 0 من هذه التوابع ينتمي إلى (م» o,‏ ح)وا (وذلك 
فشن ناجه العامال ‏ < . بالإضافة إلى ذلك فإن هذه التوابع متعامدة 
مثنى مثنى . ذلك أن المعادلة )3( تعطي : 


(«)مم )1 + (x) - xp,(*) = —(2n‏ 0 
)رم )1 + Q(x) - xp (x) = — (2m‏ 
بضرب المساواة الأولى في م والثانية في ,م والبحث عن الفرق بينهما 


نحصل على 
Pm = Om Qn = 2(n - M) Qn Pm‏ راو 
أو : 


[Q' n QPm - Om QJ = 2 (n x m) Qn Om 


إذا كان ۾ + بم فإن مكاملة هذه المساواة تعطى : 


| orcencnax = gl [Tron وود‎ on x = 


مه 


E 
“2 — Mm) Qn Pm - Qm On 5-5 


إن كل عنصر ,م من امملة المتعامدة المحصل علها كثير حدود درجته ۸ 
مضروياً في -ء . وبالتالي فإن عناصر هذه اجملة مطابقة» بتقدير عوامل 


ثابتة » لتوابع هيرميت التي أنشأناها ضمن 38 من الفصل 7 وذلك بمعامدة 
المتتالية : 
2 7و امد 1 ك5 


5 الفضاء (ه ,هه -)يط . 
لنثبت الآن بأن المتتالية (,م] توابع ذاتية لتحويل فور : 
FQn = Cn Qn‏ )6( 
وهذا ناتج مما يلي : 
1. المعادلة (3) لامتغيرة بالنسبة للتحويل ۴ . 


2 من أجل كل م » تقبل المعادلة ()» بتقدير عامل ثابت» حلا وحيداً 
من الشكل 7 -۴,)×(۲ » حيث ,5 كثير حدود من الدرجة #. 


3. يعطي تحويل فوري المطبق على ج -ء 


i) چم‎ = 0,)( 5 


615 


حيث ,0 كثير حدود من الدرجة n‏ (يمكن سبولة التأكد من هذه الخاصية 
وذلك بالتدرع) . 


من المساواة (6) ينتج من أجل كل + طبيعي أن : 


F* Qn = 2# Qn 


ثم إن تحويل فوربي عند تطبيقه أربع مرات» يحول كل تابع إلى نفسه 
مضروبا في 42 . إذن : 


ch = 42‏ 
أي أن ,ء لاييكن أن يأخذ سوى القيم ۷27 ± و 1۷27 + . 
وهكذا يتبين أن تحويل فوربي ۴ في الفضاء (- 1)٠,‏ مؤثر خطي قثله 
مصفوفة قطرية عناصرها القطرية من الشكل 7/2 + و 01/25)» وذلك في 
الأساس المؤلف من توابع هيرميت . 


65. تحو يل لابلاس (Laplace)‏ 


1. تعريف لابلاس وخاصياته الأساسية. نلاحظ بخصوص تطبيق تحويل 
فوربي على المعادلات التفاضلية أنه يقتصر أساساً على التوابع القابلة للمكاملة 
على كل المستقيم العددي . بصفة خاصة فإن تحويل فوربي غير معرّف من 
أجل التوابع المتزايدة عندما ه + ءدء أو .ه - د ×» في حين أننا نجد هذه 
التوابع في كثير من الأحيان عند حل المعادلات التفاضلية . يمكن إزالة هذه 
الصعوبة بتعميم تحويل فورب إلى التوزيعات ؛ سندرس ذلك بإيجاز من 88 
من هذا الفصل . هناك طريقة أخرى لا تخرج من إطار المفهوم التقليدي 
() إذا عرفنا تحويل فوربي بالدستور : »«ه*-ء (»), ” | چ ۴1/۱ (أي بالدستور 19 الوارد في 


5 وليس بالدستور (0) فإن رفعه إلى القوة 4 يعطي المؤثر المطابق وهكذا تصبح مصفوفة ‏ القطرية 
ذات عناصر قطرية هي ±1 و :± في الأساس المؤلف من توابع هيرميت . 
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للتابع وتندرج في إطار الطرق التقليدية في التحليل» وهي تقثل في تعويض 
تحويل فوربي بتحويل ٿان يسمى تحويل لابلاس. 

ليكن ١‏ تابعا (غير قابل للمكاملة على كل المستقيم العدديء عوما) 
يصبح قابلاً للمكاملة عند ضربه في *7-م6» حيث ۲ عدد حقيقي . عندذٍ 
يكون التكامل : 


f(x) e-is* dx = ١ f(x) erix exer dx‏ 7 = (دوا)ع 


متقارباً من أجل قيم عقدية : رة + < - و؛ بصفة خاصة فهو متقارب على 
المستقيم + - - م. ذلك أن هذا التكامل يطابق تحويل فوربي للتابع «*ء دار 
على هذا المستقم . 

من وجهة النظر التطبيقية فإن أهم حالة تكون فيها شروطنا حول قابلية 
التابع : ٠-١‏ (»)/ المكاملة محققة هي الحالة التي يكون فيبا £ حققا 


: الشرطين‎ 
f(x) < Ceo ,xz>0 
() | 
f(x) = 0 , x > 0 
: (حيث م وَ© ثابتان) . إن التكامل‎ 
(2) 8(s) = ٣ f(x) e-is* dx = 1 f(x) عدج‎ dx 


موجود من أجل كل المستقم رة + ۸= و بحيث م - > بء أي على نصفت 
المستوى الحدود بالمستقيم : - = ء"] ؛ فهذا التكامل يمثل تحويل 
فوربي للتابع »مه («كر. ويمكن الحصول على التابع الأخير انطلاقا من م 
بواسطة دستور القلب (نفرض أن / يحقق الشروط التي تجعل هذا الدستور 
قابلاً للتطبيق) . 


fU) عه‎ = gf g(s) عم‎ a 
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ومنه : 


يل 


0 a E g(s) عع‎ ds 55-7 


ما أن التابع *«ه («)ر يتناقص من أجل + - > س مثل تابع أسي (وذلك 
بفضل (1)) فإن محولة فوربي ۾› کا هو الحال ل: *ه (و)ي ٠‏ تابع تحليلي 
على نصف المستوى ودح > .Ims‏ 


نجري الآن تبديلاآً للمتغير في الدستورين (2) وَ(3) وهذا بوضع كذ دم 
وبالرمز ل (ء)ع ب(م)©. فياتي : 


(2 0)0) = f(x) عدج‎ dx 
1 غم‎ +i 4 1 [mio 2 
37) f») = e O(p) er ٠ 2 لحرت‎ e O(p) er* dp 


إن التابع © معرّف وتحليلي على نصف المستوى < م٠۸؛‏ ويسمى 
محولة لابلاس للتابع ۶ (الذي يحقق الشرط (1)) . ويسمى التطبيق المعرف 
بالدستور (2) تحويل لابلاس . 

إن تحويل لابلاس لايختلف كثيراً في خاصياته عن تحويل فورب . إلا أن 
صنف التوابع التي يعرف من أجلها تحويل لابلاس يختلف كثيرا عن 
' (ه»,ه -)رط » الذي تقبل عناصره محولات لفوربي. 


2. تطبيق تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية (الطريقة المؤثرية) . 
يكن تطبيق تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية . لنعتبر معادلة 
تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة : 


(4 y0 + تابر يه‎ -D + ...+ a, ع بر‎ b(x) 
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وتخت عن عل ها حمق الخروظ الابتدائنة: 


(5) y(0) = yo , J(0) = ")ر ,... ,ربز‎ -2)0( = yn 


نطبق من أجل هذا الغرض » على المعادلة (4)» تحويل لابلاس أي أننا 
تضرب هذه المعادلة ق e~ px‏ ونكاملها من 0 إلى ص . ليكن : 


e dx‏ ودار | = (ماة 
غر ا يل عن غولة ا ت و 
dx = pY(p) - yo‏ مده (عد)بر 21 4 1 y'(x) e-* dx = y(x) e‏ 9 
0 0 0 


تطبيق هذا الدستون بسع متوالية: ل عل : 


|! y("Xx) عمل‎ dx = "مام‎ 71 Y(P)— yn برلل سو‎ 3 ~ ... — Pp" 72y0)— د برلل‎ 
n ~1 

= p" Y(p)— )وير‎ PYn 2 — ...— p" 1y ”ماع‎ ¥Y(p) - 3 p" 71k yk 
k =0 

ليكن أخيراً : 


B(p) = ٣ b(x) »مجع‎ dx 
0 
وهكذا نجد أن المعادلة التفاضلية (4) (بمراعاة الشروط الإبتدائية (5)) وقد‎ 
: غوضت » بفضل تحويل لابلاس » بالمعادلة الجبرية‎ 
(م)0‎ + R(p) Y(p) = B(p) 


حيث 8 تثل محولة لابلاس لط 03 كثير حدود من الدرجة 1 - ” في م 
يتعلق معاملات المعادلة (4) وبالشروط الابتدائية ٠‏ أخيراً ثل + 


(1) من السہل أن نثبت بأن تطبيق هذا التحويل على المعادلة .4) مسموح به إذا كان (*)ة] لا 
يتزايد بسرعة كبيرة جدا. 
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R= Y “مهمه‎ , d= 1 
k =0 


كثير الحدود المميز للمعادلة (4). 
من المعادلة المحصل علا يأتي : 


)2 2 = مار 


وغ الكل وف المساواة اا وا تهون الب 


B(p) - Q(p) :‏ نجسب 


px dp 
سنس‎ RO) 


| لد - )ر 


كرون غادة هذا التكافل ا ف اروا 


هناك طريقة معروفة لحل المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات 
الثابتة هي الطريقة المؤثرية . وتقثل هذه الطريقة في اعتبار الطرف الأول 
للمعادلة : ْ 


()5 د بريه + ... + (- مابر ره + (مابر 


' كصورة للتابع المجهول ر بواسطة المؤثر : 


dr” ~1 


d 07 
(6) 4 (gy) > ريق‎ + rqgn 1F مه لا‎ 


ونعتبر حينئذٍ حل المعادلة كصورة للطرف الثاني لمذه المعادلة » بواسطة المؤثر 
المقلوب للمؤثر 6). يكن بالحساب المباشر تعيين صورة التوابع البسيطة 
بواسطة مثل هذا المؤثر » كالتوابع المثلثية والتابع الأسى وتابع القوة وعباراتها . 
يسمح ذلك بالحصول على حل معادلة خطية ذات معاملات ثابتة سهولة 
تامة في الحالة التي يكون فيا الطرف الثاني عبارة من تلك التوابع . من 
الواضح أن الطريقة المؤثرية تمثل في الحقيقة تطبيق تحويل لابلاس بشكل 
ضمني (وينشئ هذا التحويل صلة بين جبر المؤثرات التفاضلية ذات الشكل 
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9 وجير كثيرات الحدود) . ستطيع اعتبار ذلك ا ذه الطريقة التي 
0 عادة بصفة تلقائية في الكتابات التقنية . 


8 تحويل فوريي - ستيلجاس 


1. تعريف تحويل فوربي - ستيلجاس . نرجع إلى تحويل فوربي في الفضاء 


Ly(— o0, إن‎ 


جه ضكر عفد | = )0ء 


يكن كتابة هذا الدستور على شكل تكامل ريمان - ستيلجاس : 


وم هسمه | = رمع 0 


F(x) = f(D dt 


تابع مستمر مطلقاً وذو تغيّر محدود (يساوي + لا f‏ على كل 
الستقم العددي قن التكامل زو ال عدي لبن تسيب من أجل الت 
القع ای ن 0 


)ل مدع = )80 


حيث ۴ تابع كيفي ذو تغْير محدود على المستقيم العددي» يسمى محولة 
فوربي - ستيلجاس للتابع ۴ ؛ ويسمى التطبيق الذي تعرفه هذه المحولة تحويل 
فوربي - ستيلجاس . تع هذا التحويل ببعض الخاصيات التي سبق لنا عرضها 
من خلال دراسة تحويل فوري » مثلاً : التابع م المعرّف بالتكامل (1) مستمر 
ومحدود على كل المستقيم العددي. ذلك أن : 
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N 
ا(ممع - ررمعا‎ > 8 | e-iîı* _ ge~i2*| . A F(x) + 


0ل ×2 ع بدت م | 1 + 
lxl> N‏ 


نستطيع رد الحد الثاني من الطرف الثاني صغيراً بصفة اختيارية (وذلك 

من أجل ۸ و ية كيفيين) ا کا نيه آنا الحد الأول فهو يؤول 
إن ١‏ الفعر عندما 6 جوا ب وها مق أجل" عر عك 

ذلك فإن بعض الخاصيات التي تع بها تحويل فوربي غير قائمة 

بالنسبة لتحويل فوربي - ستيلجاس . من بين هذه الخاصيات نجد أن محولة 

فوربي - ستيلجاس لتابع ۴ لايؤول حتاً إلى 0 عندما ه |12 نضع مثلاً : 


Xx > 0‏ , | = وم 


1 , x < 0 
£0) = 8 e-iix dF(x) =1 


3 أن محولة فوربي - ستيلجاس لتابع يساوي 0 من أجل Xo‏ ك Xx‏ 
ويساوي 1 من أجل × > ۰×0 هي 01 عاج أي أنها تابع ك دوري . إذا كان 
م تايع قفزات نقاط تقطعه : 

n ع‎ 0, + 1. F2, ... 


[» < امه 0 < Q0, Qs, cos dps‏ تل 6 رت 
فإن : ١‏ 5 
e-ikx dF(x) = 3 ay ein‏ | 
تابع دوري دورته «2. إذا كانت القفزات ,م لي عند النقاط ,× شكل 
متتالية كيفية من الأعداد (لاقياسية عوماً) فان محولة فوربي - ستيلجاس 
ٍ۴ تكتب على الشكل : 
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0 dn e7 xn 


تنتمي هذه التوايع إلى صنف التوابع المسىاة شبه الدورية . 


2. تطبيقات تحويل فوربي - ستيلجاس في نظرية الاحقالات . أدخلنا في 


۵) سر‎ = fi * fa = | عد‎ - DADE 
: نضع‎ 
ممم‎ - | Anat. FD = [ fiDar , FD = | نم‎ 
: بمكاملة المساواة (3) نكتبها على الشكل‎ 
ومع‎ = | xoar= [ar |” دقة هرق - م‎ 
-[ (f مهضدة - مه 7[ - همزنوة - مم‎ 
يقبل‎ f (يكن هنا تبديل رمزيٰ المكاملة بفضل نظرية فوبيني ولأن التابع‎ 
. المكاملة “مطلت)‎ 
: إن العلاقة الحصل عليها ببذه الطريقة‎ 
ةق - عم ”| = ممم‎ 
تلحق بالتابعين ,5 و ر۴ التابع ۴ . لكن التكامل الظاهر في الطرف الثاني هنا‎ 
موجود بصفته تكاملاً للوبيغ - ستيلجاس » ليس من أجل التوابع المستمرة‎ 


مطلقاً لحسب بل أيضاً من أجل كل تابعين تغيرها محدود على كل المستقم 
العددي . تسمى العبارة : 


هوق - مم | = FO)‏ 4 
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(جداء) ا التابعين له ب :ر۴ . لنثيث بأن. العبارة و 
تابع معدف من أجل كل قم x‏ ول تغيره محدود على كل المستقيم العددي0 . 

ذلك أن ,۴ تابع تغيره محدود» إذن فهو يقبل القياس بمفهوم بوريل؛ 
وبالتالي فإن التكامل (4) موجود من أجل كل ×. لدينا إذن : 





(Fe - ۴x2) = 08 (F(x — دق‎ F(x» — 5) اقيض‎ > 


< j |For -9- مم‎ - a (rar F(8) 


: ومنه يأتي‎ 
V[F] > VIF‘ V[F] 


وهذا يعني أن ۴ تابع تغيّره محدود. 


نظرية 1. إذا كان م هو جداء تزوجحٌ التابعين ,۴ وي وكان تغيّر ۴ و۴ 
محدود» نرمز باه » بمء رع حولات فوربي - ستيلجاس «F1‏ #» و2 
على التوالى » عندئذ : 


80) = (0)رع‎ g20) 


البرهان . لیکن ر۴ *٭ ,۴ =۴ ولتكن : 


تجزئة للمستقيم [ط,ه]. حينئذٍ من أجل كل ١‏ نجد أن : 


n 


٣ eritx dF(x) = lim 3 س دعم ) م‎ F(x -0) 


max A Xk + 0 k=1 


= lim 8 e-iMk~®D (F(x — ë) — F(x -ı ©( e-i^š )وك‎ 


max A xk ¬—+0 k =1 


(1) يعرض كتاب غليفنكو «تكامل ستيلجاس) N0‏ ۷.1.611۷8 
QIntégrale de Stieltjes), Gostehizdat, 1936‏ 
أنشاء بسيطاً يسمح بإعطاء معنى للدستور ©) وذلك دون استخدام مفهوم القياس . 
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أى : 


e ^d F(5) 





٣ e-iix d F(x) = 28 0 1 dFı(%) 


ننتقل من هذه المساواة إلى النباية ص د جي وه جق فنحصل على : 


0 عمسم‎ dF() = | ةعقسم‎ | eê 0109 


80) = (0رع‎ ٠ 820) 


إن النظرية القائلة بأن تحويل فوربي - ستيلجاس يعوض جداء تزويج 
تابعين بجدائهما كثير الاستعال في نظرية الاحتالات (طريقة التوابع 
المميزة) . إذا كان 6 و« متغيرين عشوائيين مستقلين وكان ,5 وم تابعيٰ 
توزعهما» فإن تابع التوزع الموافق ل +ة هو 
ول F= F,*‏ 
إن اعتبار مجاميع متغيرات عشوائية مستقلة كثيرا ما يكون ضرورياً في 
نظرية الاحتّالات. سمح الانتقال من توابع التوزع إلى محولات فوربي 
- ستيلجاس لهذه التوابع التي تسمى أيضاً التوابع المميزة » بتعويض علية 
الترويج بعملية أبسط وهي علية الضرب . 


قارين. 1. برهن على أن تحويل فوربي -ستيلجاس تع بخاصية الوحدانية : 
إذا كان التابع ۴ مستمراً من اليسار ومحولة فوربي ا ل۴ متعده) 
فإن م تابع ثابت . 


2. أثبت أن علية تزويج التوابع ذات التغير الحدود علية تبديلية 
وتجميعية . 
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. تحويل فوريي للتوزيعات 


كنا لاحظنا أن تطبيق تحويل فوربي بالمفهوم المعتاد في حل المعادلات 
التفاضلية وفي بعض المسائل الأخرى محدود لأن هذا التحويل معّزف فقط 

من أجل التوابع القابلة للمكاملة. على كل المستقم العددي. يكن توسيع 
تطبيق تحويل فوربي بصفة معتبرة بإدخال مفهوم تحويل فوربي للتوزيعات . 
تعض هنا الأفكار الرئيسية لل هذا الانشاء. 

نعتبر من جديد الفضاء .5 المؤلف من التوابع القابلة للإشتقاق لا خهائياً 
على كل المستقم العددي والمتناقصة مع مشتقاتها عند اللاههاية سرعة تفوق 
سرعة كل قوة د وكذا مشتقاتها (راجع ٠48‏ الفصل 4) . 


بأخذ الفضاء .8 كفضاء توابع الأساس » نعتبر فضاء التوزيعات 5 
الموافق ل .5 . 
نعرف الآن تحويل فوربي قي الفضاء :5 . نذكر بهذا الصدد ف البداية 
بأن تحويل فوربي بالمفهوم المعتاد يطبق .5 في نفسه : إذا کان م 3 5 فإن 
[م4]ام 2 “Se.‏ زيادة على ذلك فإن F۴‏ تطبيق تقابلي من الفضاء .5 على 
نفسه . ندخل بعد ذلك التعريف التالي : 
تحويل فوربي توزيع ‏ د :ك هو تعريفاً التابعية الخطية ع د 5 المعرفة 
بالدستور : 
(g, W) = 2r(f, Q)‏ )1( 
حيث ٣۴]‏ ع با. 
مكل كا :هذا الدستون ابض غل التعن: 
F-1 w)‏ ,)2 = (ه 2r(f,‏ = رب (Ef,‏ 
وبالتالي فإن محولة فوربي لتابعية f‏ < م5 هي تابعية قيمتها من أجل كل 
عنصر بن 3 5 هي قيمة التابعية ۶ (مضروبة في 2) من أجل العنصر 
1م = م حيث یثل 1-م مقلوب تحويل فوربي. 
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ما أن [ه]۴ = ب يرسم الفضاء .ى بأكمله عندما يرسم م الفضاء .8 
فإن المساواة (1) تعدف بالفعل تابعية على الفضاء .5 بأكمله. أما خاصية 
الخطية والاستمرار لمذه التابعية فنتأكد منها سبولة . 

من بين عناصر :5 نجد كل التوابع القابلة للمكاملة مطلقاً . بخصوص 
هذه التوابع فإن مفهوم محولة فورب الوارد في التعريف أعلاه يطابق التعريف 
المقدم سابقاً . ذلك أنه إذا كان f‏ 5.3 وَم 3 .5 و[/]۴ دع وَ1[م]5 = ۷ 
فإن نظرية بلونشرال تعطي : 


(2 2107. 0( = (g, w) 


إضافة إلى ذلك» من أجل ۶ معطى يوجد (بتقدير تكافؤ) تابع وحيد 
م يحقق هذه المساواة من أجل كل م د .5 . بالانتقال إلى النهاية نتأكد 
بسبولة من أن المساواة (2) محققة من أجل كل تابع f‏ 3 (-ه ,مه -)رظ. وهكذا 
فإز تحويل فوربي للتوزيعات عبارة عن تعميم للمفهوم التقليدي الموافق 
أمثلة . 4. لیکن (#)ر ده = ثابثاً .. عندئقٍ :. 
Fie}‏ ت 57 cp(x) dx = 2 y(0)‏ 1 7 = (0 .2107 


أي أن محولة فوربي لثابت تساوي هذا الثابت مضروباً في 2۸ وفي التابع 8. 


2 لیکن × = (*«)ر.. عندئذٍ : 
e¬~iax p(x) dx = 22 0)- a)‏ 1 7 = )0 ,2107 
أي أن محولة فوربي لاه هو التابع ة المسحوب (ه + )6 مضروباً في ×2 . 
3 لیکن 2× = («)ر. بوضع : 0 = × ف المساواة: 


(A) کک‎ 1 x2 (x) e-iix dx 
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وبضريها في »2 تحصل على : 


(0) ”س2 - = (0د) ,2(2 


وبالتالي فإن محولة فوربي ل2م تساوي المشتق الثاني للتابع 8 مضروباً في 


07 


عرّفنا تحويل فوربي للتوزيعات على .5 . ورغم هذا يكننا أخذ فضاء 
آخر كفضاء أساس » مثلاً الفضاء × المؤلف من التوابع القابلة للإشتقاق. 
ذات الحوامل الحدودة. من أجل كل تابع م د × فإن محولة فوربي (بالمفهوم 
المعتاد) موجودة» وهي (نتأكد من ذلك سبولة) تابع تحليلي صحيح ذو تزايد 
أسي . بعبارة أدق» فإن تحويل فوربي مؤثر خطي يطبق الفضاء × في 
الفضاء 2 المؤلف من التوابع التحليلية الصحيحة ب التي تحقق المتراجحات : 


Cq . e (q = 1,2, ..(‏ > ا( )سا ٠.‏ ایا 


حيث 105 »٠=‏ ,© وه ثوابت تتعلق ببنا. ندخل 5 هو الحال في 
الفضاء × مفهوم التقارب» يعرّف التطبيق ۴ من × في 2 مفهوم تقارب 
في 2 : تكون متتالية (,ب) متقاربة في 2 نحو ب إذا كانت العلاقة وج ,م 
محققة من أجل الصور العكسية الموافقة لتلك التوابع . بإمكاننا عرض مفهوم 
هذا التقارب بشكل أبسط وذلك دون الجوء إلى الفضاء ×0 . 


ليكن الآن £ عنصراً كيفياً من *× . نلحق به تابعية خطية م على 2 
بوضع : 
(g, YW) = 2:07, 0(‏ 


حيث [م]” = ب. 


(1) بعبارة أدق : تكون 0+ رل 5 7 إذا تحققت › من أجل ۾ )...2 1= 4) وه مثبتاًء 
Cq e ele!‏ > إلى) مرب [s9‏ 


وإذا آلت ببس إلى 0 بانتظام على كل مجال منته من الحور الحقيقي . 
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تسمى التابعية م محولة فوربي للتابعية ۶. وهكذا فإن محولة فوربي لتوزيع 
م على فضاء الأساس × توزيع على 2 » أي على فضاء الصور في 
بواسطة تحويل فورب بالمفهوم المعتاد . 


نشير إلى أن نفس الإنشاء يبقى صالاً أيضاً من أجل توزيعات على 
فضاءات أخرى من توابع الأساس . ونحصل في جميع الأحوال على رمم فيه 
أربعة فضاءات وهي : : الفضاء الابتدائي المؤلف من توابع الآساس» ثم 
جموعة محولات فوربي لمذه التوابع (أي فضاء ثانِ مؤلف من توابع 
الأساس) وأخيراً فضاءين ثنويين : 


ظ فضا لات فوربى | 
زات 1 نك مدصت | 


1 






١ : 5 F 
حم فضاء توايع الاساس‎ 





إذا اعتبرنا .ى كفضاء أساس » يصبح الرسم السابق مكوتا من فضاءين 
فقط » لآن تحويل فوري يطبق الفضاء .5 على نفسه . 


نشير إلى أن تحويل فوربي للتوزيعات كثير الاستعمال في نظرية المعادلات 
التفاضلية ذات المشتقات الجزئية . يمكن للقارئ أن يرجع بهذا الخصوص إلى 
کتاب() ج .| .شيلوف [52] 7م1نط©) . 


() يترجم هذا الكتاب حالياً إلى العربية من طرف ديوان المطبوعات الجامعية بالجزائر . 
(المترجم) 
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الفصل التاسع 
المعادلات التكاملية الخطية 


8. التعاريف الرئيسية . 
. بعض المسائل المؤدية إلى المعادلات التكاملية . 


1. أنواع المعادلات التكاملية . 


نقول عن معادلة إخها معادلة تكاملية إذا كانت تحوي التابع الجهول تحت 
زد لكا نئلةة, ‏ الممادلة ‏ التالية مقلة: 


6 
٣ K(s, Do(Ddt + f(5)‏ = (s(ب‏ )00 
فيرسمان هنا القطعة المستقيمة المعطاة [ط ,ه]. 


تمتاز المعادلة (1) بخاصية : إنها خطية بالنسبة للتابع المجهول م. هناك 
العديد من المسائل التي تؤدي إلى معادلات تكاملية غير خطية مثل 
المعادلات ذات الشكل : 


b 
)8( = | K(s, 2 ,0)م)ع‎ t)dt 
حيث × و ع تابعان معطيان. ورغم ذلك فإننا سنقتصر في المستقبل على‎ 
. دراسة المعادلات التكاملية الخطية‎ 


سبق وأن اعتبرت بعض المعادلات التكاملية في بداية القرن الماضي. 


وهكذا اعتير آبل (اءطه) المعادلة. التالية التى تحمل اسمه : 





f(s) = / لكي‎ ar , (0 > a > 0ر1‎ = 0( 
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وحدث ذلك سنة 1823 . التابع ر في هذه المعادلة معطى » أما م فهو التابع 
الجهول . أثبت آبل أن حل هذه المعادلة هو: 


f(s)‏ *]2©6 ساد 
r (= ses‏ 





(1) = 


إلا أن نظرية المعادلات التكاملية الخطية ل تشيد إلا في أواخر القرن الماضي 
وبداية هذا القرن» وتم ذلك أساسا بفضل أعال فولتيرا وفريدوم وهيلبرت . 


مى المعادلة (1) معادلة فريدول من النوع الثاني (راجع الفصل 
2 ؛ وتسمى المعادلة : 


b 
(2 1 K(s, Do(Ddt + J(8) = 0 
. النوع الأول‎ 


أما معادلة آبل الوارد ذكرها أعلاه فهى معادلة من معادلات فولتيرا 
(aءءءtاهV)‏ ؛ والشكل العام لمذه المعادلات هو : 


5 ٣ ,ماك‎ Do(Ddt= f(s) ` 


(معادلة فولتيرا من النوع الأول) أو؛ 
q(Ddt + J(5)‏ و U) K(s,‏ 4 


(معادلة فولتيرا من النوع الثاني) . من الواضح انه يمكن اعتبار معادلة فولتيرا 
بمثابة معادلة فريدولم حيث نفرض على التابع × الشرط : 

ى <]لا ,0= K(s,)‏ 
لكنه من الأفضل أن نضع معادلات فولتيرا في صنف خاص من المعادلات 
لأا تقتع بخاصيات لا تتوفر في معادلات كيفية من نوع فريدولمٍ . 
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إذا كان التابع f‏ متعدماً فق المعادلات () أو (©2) أو (3 تقول ندند .أن 
المعادلة متجانسة . وإذا كان 0 غير ذلك نقول أن المعادلة غير متجاسة . 


2. أمثلة لبعض المسائل المؤدية إلى معادلات تكاملية . 


تُقدم في الفقرات الموالية من هذا الفصل الخاصيات الأساسية 
للمعادلات التكاملية » أما الآن فنعتبر بعض المسائل التي تؤدي إلى مثل هذه 
المعادلات 


1. توازن وتر مثقل . انعتبر وتراً 7 خيطا) قابلاً للتمديد والالتواء طوله 
1» يواجه كل ثقل بقاومة متناسبة مع قيمة هذا الثقل. نفرض أن حدي 
هذا الوتر مثبتان في النقطتين 0 = × و1 =×. حينئذٍ يكون الوتر فى حالة 
تزازنةمطايعا: E‏ التعفية OE E‏ مو ارون عد مدن الك أل 
الوتر خاضع لقوة ۽۲ دم شاقولية عند النقطة ج = × . وبالتالي ينحرف 
الوتر عن موقع توازنه بحم وجود هذه القوة ويصبح شكله » بطبيعة الحال » 
شكل خط منكمر (أنظر الرسم 23) . 

لنبحث عن الانحراف 5 لمذا الوتر عند النقطة ع تحت تأثير القوة يم . 
إذا كانت القوة عم صغيرة بالنسبة To‏ 0 غير المثقل فإن اشتداد 
الوتر المثقل يكن افتراضه مساويا أيضا ل1 . نخصل عندئذٍ انطلاقاً من 
شرط توازن الوترء على : 


6 ْ 
ع > ج107 


3 3 





(1 - 6 
5= TI Pe 


نرمز ب(»)» لإنحراف الوتر عند نقطة كيفية × تحت تأثير القوة :م . أي 
G(x, 5)‏ .عم = u(x)‏ 
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: a, 0 > <« > 
G(x, 5) = (1 - 6 
TI آ >< دع‎ 


ومنه نرى مباشرة أن («,)© = ,)© . 
نفرض الآن بأن الوتر خاضع لقوة موزعة بانتظام على طول الوتر بكثافة 
8ه - إذا كانت هذة القؤة صغيزة قان تع فكل الور تعلق :هنا أيضاء 
خطيا بالقوة التي يخضع لا الوتر » أما الشكل الذي يأخذه الوتر المثقل فيعينه 
التابع : 
1 
0044 | = واه )5( 


إذن » إذا كانت القوة التي يخضع ها الوتر معروفة » يسمح الدستور (5) 
بتعيين الشكل الذي يأخذه الوتر تحت تأثير هذه القوة. 





الرسم 23 


نعتبر الآن المسألة العكسية : عيّن توزيع الثقل م الذي يجعل الوتر يأخذ 
الشكل المعطى ». نرى في هذه الحالة أن لدينا معادلة لا تختلف إلا في 
الرموز عن المعادلة (2) أي معادلة تكاملية لفريدولم من النوع الأول » ويها يتم 
تعيين 7 انطلاقاً من معرفة . 


2< التذبذب الحر والتذبذب المقيّد للوتر . نفرض الآن أن الوتر فى حالة 
تذبذب كيفي . ليكن 0 ,×)» موقع نقطة الوتر التي فاصلتها × في ا 2 
ولتكن م الكثافة الخطية للوتر(». إن قوة القصور التي يخضع لا عنصر بل 
من الوتر تساوي : 


() نفرض ه ثابتة رغم ان ذلك ليس ذا أمية فيا سيأتي . 
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_ 4 (x,t) 


01 00 


إذن : 
و 2 = هيم 


نعوض (6)م بعبارتها السابقة في الدستور (5) فنجد: 


1 
(6) u(x, 1) = — ٣ G(x, Š5) e 9 1 0 ع‎ 


0 أن الوتر ينتج تذيذيات توافقية ترددها ® ثابت وسعتها 14(x)‏ متعلقة 
كن 


u(x, f) = u(x) sin Ot 


بنقل هذه العبارة إلى (6) وبعد اختصار ١ه‏ هذه نحصل من أجل » على 
المعادلة التكاملية التالية : 


1 
„GÊ 001‏ | من = واه 00 
قا re OE‏ غير SE‏ 
التذبذبات التوافقية للوتر تأخذء م يثبت ذلك الحساب» الشكل الموالي: 
1 
ضار + u0) = go? Û G(x. 5 «(Daf‏ 


وهذه معادلة لفريدوم غير متحاسة ومن النوع الثاني . 


3 55 مغادلة تفاضيلية إل . معادلة كاملية + قصل أحبانا رد جل مغادلة 
تفاضلية إلى حل معادلة تكاملية. فقد رأينا (الفصل 2) مثلاً ان البرهان 
على وجود ووحدانية حل المعادلة التفاضلية : 
f) (‏ = ار 
مع الشرط الابتدائي مر = (م×)ر قد أدى بنا إلى اعتبار المعادلة التكاملية 
(غير الخطية) : 
غ( | + y= vo‏ 
x0‏ 


تلاحظ ان هذا الردٌ کک القيام به أيضاً في المعادلات انتفاضلية التي لما 
رتب أكبر من واحد. نعتبر مثلة المعادلة ذات الدرجة الثانية : 


f)x(y = 0‏ + بر 
بوضع : (×)5 - 2ه = («)ر حيث ۾ ثابت تصبح المعادلة على الشكل : 
ر(×)5 = ر .2م + "ر )8( 
نحن نعم أن حل المعادلة : 
(«)ع = رم + "ر 
يكن أن يكتب على النحو : 


EEE A | “sin عو‎ - 4 


وبالتالي فإن البحث عن حل المعادلة © يرجع إلى البحث عن المعادلة 
التكاملية : 


2 3 قة‎ sin gx = Û DAÊ = هه‎ ê) 


8. معادلات فريدولم التكاملية 


1. مؤثر فريدولم التكاملي . 


ندرس في هذه الفقرة معادلات فريدوم من نوع الثاني » أي المعادلات 
ذات الشكل : 


5 
(1) (5)م‎ = 1 K(s, t) (dt + f(s) 


نلاحظ أن كل التوابع المعتبرة هنا والتي سنعتبرها مستقبلاً هي عوماً ذات 
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قم عقدية . نفرض أن التابع × المسمى نواة المعادلة تابع قابل للقياس 
وينتمي إلى وآ على المر بع 5 > 1,كى. > ه: 
b b‏ 
مه < IK(s, Ol ds dt‏ 1 1 )2 
نعتبر في المعادلة (1) أن التابع ۶ معطى وم تابع مجهول» وان كلما 


ينتميان إن ٠ . L[a, b]‏ لسمى النوى المنتمنة إلى الصف دا نوی هيليرت ج 
یت Hilbert - Schmidt‏ . 


نلحق بالمعادلة (1) المؤثر 4 المعرف بالمساواة: 


4Q = نا‎ 


التى تمثل المعادلة : 
6 
K(s, 0 (Dd = W(s)‏ !| )@ 
يسمى كل مؤثر من الشكل () مؤثر فريدوم. إذا حققت النواة ,)م » 


زيادة على ذلك » الشرط 2) فإن 4 يسمى مؤثر هيلبرت - شميت. من 
الواضح ان دراسة المعادلة (1) تمثل في دراسة خاصيات هذا المؤثر . 


نظرية 1. تعرف المساواة (3)» حيث 5,7) تابع مربعه يقبل المكاملة » في 
الفضاء [ط ,ه]ر1 مؤثراً خطياً متراصاً 4 نظيمه يحقق المتراحة : 


(4) =| ٣ IK(s, © ds dt 


البرهان . تلاحظ في البداية أن التكامل : 


b 
1 |K(s, 7 dt 


موجود من أجل كل ٠‏ تقريباً بفضل نظرية فوبيني والشرط (2). بعبارة 
أخرى فإن 9 ,)۸ » بصفته تابعا ل4» ينتمي من أجل كل ء تقريباً إلى 
[5 ,]ر1 . ا أن جداء تابعين من ر1 تابع يقبل المكاملة فإن تكامل الطرف 
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الأسر من (3) موجود هن أجل كل و تقر ا أي أن التابع س معرّف اا 
کان تقريباً ار . بفضل متراححة كوشي - بونياكوفسي 
لديناً؛ .هق أجل كل + 


we = |" K(s, £) (dt > ٣ |), 239 دعق 2/2 )ما‎ 
- lol. | > ,ى)‎ © dt 


الام اة ال جوري اال انر بلع ا اال 


01 b b 
4ا‎ - | o د قو‎ lol | 1 | تاق بوي‎ ds dt 
a a a 


التي تضمن في أن واحد قابلية المكاملة ل2(و)س| والمتراحة (4) الخاصة بنظم 
المؤثر 4 . يبقى أن نبين بأن 4 مؤثر متراص . لتكن إ,ب! جملة متعامدة وتامة 
في 51,ه]مة . حينئذٍ تشكل جموعة الجداءات 0),بب(ى),,ب جملة تامة في 
الفضاء ([ط ,ه] × [ط ,ه]) 52 وبالتالي يكتب 5,7)م على النحو: 


oo 


K(s,) = ١ ama Wn(S) Wn(1) 


m,n =1 


N : نضع الآن‎ 
Kx(s, 1) 5-5 1 4 mn ميا‎ )5( Yn (1) 


m,n =1 


وليكن ب4 المؤثر المعرّف بالنواة 2 ,)× . إن هذا المؤثر متراص لأنه يطبق 
الفضاء [5,ه]رة بأكدله على فضاء جز بعده منته (سميت هذه المؤثرات 
في القصل 4 المؤثرات ذات البعد المنتبي) . لرؤية ذلك نعتبر تابعاً با من 
L»[a, b]‏ عندئل : 1 

N 


b b 
]ع فيه‎ Kus.DONdt= إل‎ ann vn() | o(Dvr(Ddr = 


m,n =1 


N N 
ر‎ ) Wn (5) ١ 0 mn bn 
1ع ير‎ rf =1 


b 
bq = ١ (1) Wn (dt 


أي ان كل عنصر م 3 [ط ,]ر1 يتحول بواسطة المؤثر ,4 إلى عنصر من 
الفضاء الجزئي ذي البعد المنتبى المولد عن الأشعة بربا....,ببا. من جهة 
أخرى فإن ,)»× جموع جزني لسلسلة فوربي للتابع ,)× ؛ ولذا: 


/ |! (K(s, t) — 0ج 2(2 ,)ررك‎ 


عندما يؤول 2 إلى . بتطبيق المتراجحة (4) على المؤثر ہ4 -4 ينتج : 
0+ ام4 - ها 


عندما: ه جه لز . 


غم ,بفغئل النظارية "الفاقلة: أن.عباية امتقالية:مشقاربة مين الموفرات المتراضة 
تساوي مؤثراً متراصا نستنتج أن المؤثر 4 متراص . انتبى برهان. النظرية . 


ملاحظة . 1. أثبتنا خلال البرهان السابق أنه يمكن اعتبار كل مؤثر ميلبرت 
- شميت نهاية (بمفهوم التقارب بالنظم) متتالية مؤثرات تكاملية ابعادها 


2< ليكن ,4 و4 مؤثرين من الشكل (3)» وليكن ۸)s,1(‏ 3 ,۸)8 
النواتين الموافقتين لمما. إذا كان المؤثران ,4 و4 متساويين أي إذا كان 
ويل = 4 من أجل كل م 5[3.ه]رة » فإن : ` 
K5,‏ = 9 ,)۸ ابا کان تقريباً . ذلك أنه إذا کان : 

b 
ورم‎ 420 Û (Kı(.D - عاك‎ 9) o(dr = 0 
من أجل كل م 3 [ط ,ه ]ر1 » فإن لدينا:‎ 


٣ lK,(s, © — K,(s, © dt = 0 
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وهذا من أجل كل ء 3 [ط,ه] تقريباً . إذن : 


b b 
1 1 lKı(s, © - Kı(s, tl ds dt = 0 


ومنه يأتي تأكيدنا السابق. وبالتالي إذا لم نفرق» كالمعتاد» بين تابعين 
متكافئين قابلين للمكاملة فإنه يُكننا القول بأن الصلة بين المؤثرات التكاملية 
والنوى تطبيق تقابلٍ . 


نظرية 2. ليكن 4 مؤثراً لميلبرت - شيت معرّفاً بالنواة 9 ,)× . عندئذٍ 
يكون قرينه *4 معرفا بالنواة «القرينة» (2)05 . 


البرهان . باستخدام نظرية فوبيني نحصل على : 
K(s, 0 1)04:| (Ss =‏ | 


b 


(4f, 8) -| 


a 


0 | 1 K(s, f) f(Dg(s)dt ds -]' | K(s,D إمفزمع‎ )041 = 


- | ro RG, sasha 


ومنه يأتي تأكيد النظرية . 

بصفة خاصة فإن كل مؤثر من الشكل (3) يكون مؤثرا قرينا لنفسه في 
[ط ,]د1 أي 4 =*4 إذا وفقط إذا كان (و,)۸ = 5 ,6× . أما في الحالة التي 
يكون فيا فضاء هيلبرت المعتبر حقيقيا (وبالتالي تكون النوى أيضا 
حقيقية) فإن هذا الشرط يكتب على الشكل (ء ۸)s,1( = K۸),‏ . 


أ كاقلا ا انا الي ا أي تغيير » 
الاسذاي ا ار امه رورم طباه بوذا يدا 


2 المعادلات ذات النوى المتناظرة . نعتبر معادلة فريدولم التكاملية من النوع 
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fb 
0 (5) - | KODA + هك‎ 


- ونقرض أن النواة تحقق الشرطين : 


1( مه < lK(s, Dl ds dt‏ | | 
K(s, 1) = K(t, s) (2‏ 
نقول عندئذٍ أن المعادلة (5) ذات نواة متناظرة . نستنتج مما ورد في النظريتين 


1 و2 من البند السابق أن مؤثر فريدولم الموافق ل(5): 
b‏ 
KC, 1) q(Ddt‏ ]=4 0 


متراص وقرين لنفسه . وبالتالي فهو يحقق شروط نظرية هيلبرت - شيت 
(الفصل 4+ 68» 5) . لنطبق هذه النظرية لإيجاد حل المعادلة (5). إن المهم 
بالنسبة لنا هو خاصية المؤثر (6) المتمثلة في كونه متراصاً وقريناً لنفسه وليس 
لكونه يكتب على شكل تكامل ؛ ولذا من الطبيعي أن نكتب المعادلة (5) على 
الشكل الرمزي التالي : 


f‏ + م4 دمو ا ك4 
توجد » حسب نظرية هيلبرت - شيت عند تطبيقها على المؤثر 4ء جملة 
متعامدة ومتجانسة من التوابع الذاتية (./) الموافقة للقيم الذاتية غير المنعدمة 
[ بحيث يكن كتابة كل عنصر ج من ر1 على الشكل : 


§ + 0507 دق 


7 


حيث 0 = 458 . نضع + 


(8)  f=Y bavu كرح‎ (Af =0) 


ونبحصث عن الحل و للمعادلة 272( على الشكل : 


(9) p=) xn, +O (4 > 0( 


بنقل عبارتي (8) 9(3 إلى (7) نحصل على : 


xn Yn + Q' = xn An Yn + Dn Yn + f 


n 


نلاحظ أن هذه المساواة تكون محققة إذا وفقط إذا كان : 





م = كل 
3: 
A") = Dn (n = 1,2, ..)‏ — 1), 
أى إذا كان : 
ي 4 ل * 
3 و = ل 
Dan‏ 
XA 1-1 , An +1‏ 
b 0 . An > 1‏ 


تعطي المساواة الأخيرة الشرط اللازم والكافي لكي تكون المعادلة (7) قابلة 
لحل . نلاحظ أن الإحداثيات ,+ الموافقة للأعداد « التي من أجلها تتحقق 
ا ات کار وها اكل عر اة ا 


نظرية 3. إذا لم يكن العدد 1 قيمة ذاتية للمؤثر 4 فإن المعادلة (7) تقبل من 
أجل كل ۶ حل (وحيداً) . أما إذا كان العدد 1 قيمة ذاتية للمؤثر 4 فإن المعادلة 
© تقبل حلا إذا وفقط إذا كان التابع ۶ متعامداً على كل التوابع الذاتية 
للمؤثر 4 الموافقة للقيمة الذاتية 1. وإذا كان الشرط الأخير محققاً فإن 
المعادلة (7) تقبل مجموعة غير منتبية من الحلول . 


3 نظريات فريدولم . حالة النوى المنحلة . ننتقل الآن إلى دراسة معادلات 
فريدولم من النوع الثاني التي لها نوى تحقق : 
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b b 
ا‎ 1 IK(s, Ol ds dt > oo 


(وهو الشرط الذي يحقق تراص المؤثر) ؛ لن نفرض هنا شرط التناظر . 
نعتبر في البداية المعادلة : 


b 
(10) (5) = ٤ K(s, t) p(t)dt + f(s) 


ترط أل ا م أي اا کی ر ادن : 


900 )بم J‏ = وى )1( 


i=1 


حيث ,لم و ,© توابع من ر1 . يلحق المؤثر المعرّف بنواة من الشكل (11) 
بکل تابع © 3 L2‏ ا مجموع : 


Pf 0) 1‏ 
i=1‏ 
أي عتضرا : من . القضساء الجزئي ذي البعد المنتبي المولد عن التوابع ,م 
(0 ,... ,1,2 = 1). نلاحظ في 5 أنه يكن اعتبار التوابع :۲ ,... ,۶۴ مستقلة 
خطياً . لأنه لو لإ يكن الأمر كذلك لقكناء بعد وضع كل تابع من التوابع ,م 
على شكل عبارة خطية لتوابع مستقلة خطية » من ثيل نفس النواة 2 ,5) 
على شكل مموع حدود ذات الشكل ()ر0(ء)۴ حيث ر۶ توابع مستقلة 
خطية » وعدد حدود هذا ا مجموع أصغر من عدد حدود ا جموع (11). 
والأمر كذلك بالنسبة للتوابع ره . من السهل حينئذٍ أن نرى بأننا نمحصل على 
نواة تكون فيها التوابع ,۴ مستقلة خطياء وكذا التوابع 
ندرك إذن أن الأمر يتعلق بحل المعادلة (10) باعتبار النواة المنحلة (11) 
حيث ,5.... ,م (وكذا ,0,.....0) توابع مستقلة خطياً. بتعويض ( ,)۸ 
با مجموع المساوي لهء في المعادلة (10) نحصل عل 1 


3 


2) دازو‎ YP; 9 | 0,( 0) 244 + f(s) 


2 
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بدخال الرموز , 
٣ 0) 41‏ ا 


نكتب المعادلة (12) على الشكل : 
f(s)‏ + ورم Y qı‏ - )م 
i=!‏ 
بتعويض م بعبارتها السابقة في المعادلة (10) يأتي : 


OD Dor PD += Û هاه‎ | orc Da, P0 + far + ها‎ 
اضر‎ 


i= i= 


] نضع:‎ 
Qij = ! Q:( 0 


b 
Db; = |! 000041 


ونكتب المساواة (13) على الشكل : 


qi Pi(s) = 0 2500 Qij أده + ره‎ 
i=1 1 


im 


ما أن التوابع ,8 مستقلة خطياً فرضاًء نستنتج تساوي المعاملات : 


(14 qi = 3 dij ° Qj + Bi , = 1, 2, او‎ n 
زر‎ =1 
حصلنا بذلك على جملة معادلات خطية بالنسبة للمعاملات ,و. بحل هذه‎ 
: املة نحصل على التابع‎ 
ع رين‎ DY qı )رم‎ + f(5) 
i=} 
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إن هذا التابع يحقق المعادلة التكاملية (10) لأن كل الحسابات التى قنا 
بها من أجل الانتقال من المعادلة (10) إلى الجملة (14) يكن القيام بها في 
٠‏ الاتجاه المعاكس » وهكذا : 

يرد حل معادلة تكاملية ذات نواة منحلة إلى حل الجملة الموافقة لها (14) 
المؤلفة من معادلات جبرية خطية. 


نلاحظ فيا يخص جمل المعادلات الخطية أن شروط وجود ووحدانية الحل 
معروفة جيدا . 
1. تكون جملة معادلاات جبرية وخطية: 


16 س 7( بعد‎ arl, XxX = (Xj, <s Xas Y = (Y1, زولا‎ 


قابلة لحل إذا وفقط إذا كان الشعاع بر متعامداً على كل حل لجملة المتجانسة 
القريئة: 


(أبيهءاء *1 , 0ع Ti‏ 


1. إذا كان معين المصفوفة 7 مخالقاً للصفر فإن لجملة ر=»7 حلا 
(وحيداً) من أجل كل ر. اما إذا كان معين المصفوفة 7 مساوي للصفر فإن 
لجملة المتجاسة 0= ×71 حلولاً غير منعدمة. 


31 يا أن للمصفوفة 7 والمصفوفة القرينة *7 نفس المرتبة فإن لجملتين 
المتجاستين 0= ×1 وَ 0 - 75 نفس عدد الحلول المستقلة خطيا . 
بفضل العلاقة الموجودة » والموضعة اعلاه» بين المعادلات التكاملية ذات 
النوى المنحلة وجمل المعادلات الجبرية الخطية فإن النتاح السابقة يكن 
اعتبارها كنتاج تتعلق بالمعادلات التكاملية ذات النوى المنحلة. سنبين فى 
البند الموالي أن لديتا نفس النتاغ حتى ولو كانت النوى غير منحلة . نلاحظ 
بهذا الخصوص أن مفهوم مرتبة مصفوفة والمعين ليس له معنى في حالة 
المؤثرات التكاملية غير المنحلة ولذا ينبغي صياغة النتاتح السابقة في هذه 
الحالة بشكل لا تدخل فيه هذه المفاهم . 
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4. نظريات فريدوم في حالة المعادلات ذات النوى غير المنحلة . نعتبر من 
جديد المعادلة : 


01 : 
اه لو Ke‏ / ر (15) 


قرفن أن واا قنع الط اة رط يلت اغبت 


b 01 
1 1 |K(s, £ ds d1t > مه‎ 


(وهو الشرط الذي يضمن تراص المؤثر) » ولا نفرض هنا أن النواة منحلة 

متناظرة. نوجه اهتّامنا بعد ذلك نحو خاصيات حلول المعادلة (15) 
ووجودها ؛ والمهم .بالنسبة لنا هنا هو خاصية تراص المؤثر الموافق للمعادلة 
(15) وليس تثيله التكاملي . ولذا يعتمد استدلالنا الموالي على المعادلة المؤثرية : 


(16) Q = 4 م‎ + f 


وذلك بفرض أن 4 مؤثر متراص كيفي في فضاء 8 فيلبرت . بوضع 
4 -: -م (حيث يرمز 1 للمؤثر المطابق) نكتب المعادلة (16) على 
To =f‏ )17( 


نعتبر» إلى جانب هذه المعادلة ؛ المعادلة المتجانسة : 


(18) Te =0 

والمعادلتين القرينتين : 
مدب 0 )19( 
O To =0‏ 


(*4 -1 = *7). تصاغ العلاقة الموجودة بين خاضيات حلول هذه 
المعادلات الأربع في شكل نتاج تدعى نظريات فريدول . 
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1. تكون المعادلة م = م7 قابلة لحل إذا وفقط إذا كان / متعامداً. على 
كل حل للمعادلة المتجاسة القرينة لما: 0 = مس*1 . 


1. (متناوبة فريدول) . إما أن يكون للمعادلة f‏ = م70 حل وحيد من 
أجل كل رك مره واما ان بكرن 7السساذلة المتحاسة و و٣‏ لول غير 


منعدمة . 


آكق إن غده (وهو غدد منته) الحلول الستقلة خطي) المعادلة المتجاسة 
(18) هو عدد الحلول المستقلة خطيا للمعادلة المتجاشة (20): 


قبل الانتقال الى البرهان على هذه النظريات تلاحظ انها (حسب ما 
قلناه في البند 2) محققة من أجل المعادلات ذات النوى المتناظرة . بما أن 
*4 =4 في هذه الحالة فإن النظرية 111 تصبح بديبية . 

من حهة أخرى 2 إ5 كان نه عؤثرا :كاملا متخلا فان المعادلات 
التكاملية الموافقة له تردّء ؟ بيّنا أعلاه» إلى جمل معادلات جبرية خطية ؛ 


وعندئذٍ ترد نظريات فريدول إلى النظريات الخاصة بالجمل الخطية الوارد 
رها ي ال الاق . 


ما أن كل مؤثر متراص يساوي نهاية متتالية متقاربة من المؤثرات 
المنحلة أي مؤثرات بعدها منته نستطيع البرهان على نظريات فريدولم بواسطة 
الانتقال إلى النباية (أي بواسطة الانتقال من المؤثرات المنحلة إلى المؤثرات 
غير المنحلة) . إلا أننا سنقدم هنا برهاناً على هذه النظرية دون الجوء إلى 
المؤثرات المنحلة . : 


برهان نظريات فريدولم. نذكر أن 508 يرمز لجموعة اصفار المؤثر الخطي 
المستمر 8 أي جموعة كل العناصر × د 8 التي تحقق 0 - »8 . من الواضح 
أن 8 مه يساوي دائًاً فضاء جزئياً شعاعياً مغلقاً . لتكن 8 1m‏ ساحة قم 
المؤثر 8 أي جموعة الأشعة ذات الشكل ×8 -ر. إن المجموعة 8 1 هي 
أيضاً منوعة خطية لكا غير مغلقة عوماً . سنبين ان المنوعة الموافقة للمؤثر 
4م -1 -7 مغلقة. 
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توطئة 1. إن المنوعة 7 12 مغلقة . 


البرهان . لتكن ,ير 3 7 1m‏ وير ,بر. توجد فرضاً اشعة ,× 3 8# بحيث 
Jn = Txp = Xp — AX,"‏ )21( 


يمكن افتراض الأشعة ,× متعامدة على 7 × ذلك اننا ستطيع » إذا اقتضى 
الأمر » طرح من ,× مسقطه على 7 ke‏ . ؟ يمكننا فرض أن العناصر ام« ' 
تشكل مموعة محدودة لأن لو كان الأمر غير ذلك لوجدنا (بعد الانتقال إلى 
متتالية اجزنية) ع «<*ااء» مم بالقسمة على ا,*اا نحصل بفضل (21) على : 
“Te 8 4°‏ . الا أن المؤثر 4 متراص » ولذا فإن الانتقال من جديد 
إلى متتالية جزئية يجعل بإمكاننا افتراض المتتالية | وش 4] متقاربة . حينئظٍ 
تصبح المتتالية | ثكم | أيضاً متقاربة نحو عنصر 2 من 4 . من الواضح في 
هذه الحالة أن 1= اعا 72-03 أي 7 عه © 2. غير أننا افترضنا بأن 
الأشعة ,× متعامدة على 7 #0 وعليه فإن الشعاع 2 متعامد أيضاً على 
Ke 7‏ . يبين التناقض الحصل عليه هنا أننا نستطيع افتراض بأن العناصر 
ا,«ا| تشكل جموعة محدودة. من جهة أخرى يكن في هذه الحالة افتراض بأن 
| المتتالية [,×4] متقاربة» وعندئذٍ تصبح المتتالية [,*) متقاربة أيضاً ؟! هو 
واضح من خلال (221). لنرمز ب« لنهاية (,*) ينتج حينئذٍ من (21) أن 
×1 =ر. انتبى برهان التوطئة . 


توطتة 2. إن القضاء # يساوي الجموع المباشر للفضاءين الجزئيين المغلقين 
والمتعامدين 7 مج 23 صاء أي أن : 


(22) Ker 1 © سا‎ T*= H 


كا أن : 
8 = 7 سآ و *17 Ker‏ )23( 
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البرهان. نحن نعم أن الفضاءين الجزئيين الواردين في الطرف الأول من 
المساواة (22) مغلقان. ثم انهما متعامدان لأنه إذا كان # مه © م8 فإن 
0 >( .2) = و7 ,8) من أجل كل × د 8 . يبقى أن نبين عدم وجود أي 
شعاع غير منعدم ومتعامد في آن واحد على 7 50 7*3 2ة. لکن إذا كان 
شعاع 2 متعامداً على *7 ۳ا فإن : 0 -(:7 #) = (×۴) من أجل كل 
د د وي أي 7 «Zz € Ker‏ انتبى برهان التوطئة . 


تنتج من التوطئة 2» مباشرة» نظرية فريدولم الأول» ذلك أن 
Ker 7*‏ 1 / يک 7 ا e‏ ۶ أي يكاق وجود م بحيث / - ن# . 


نضع الآن من أجل كل عدد طبيعي :(*7) ص1 = *8 » بصفة خاصة + 
* س1 = م . من الواضح أن القضاءات الجزئية *# تشكل متتالية 
متناقصة : : 


.. د 82 دع دع )24 


تبين التوطئة 1 أن كل هذه الفضاءات الجزئية مغلقة . لدينا بالاضاقة 
إلى ذلك : 1+*8 = (*7)8 . 


توطئة 3. يوجد عدد تر بحيث *8 -1+*# من أجل كل # در. 


البرهان . إذا لم يكن العدد ز موجودا فن الواضح أن كل الفضاءات 
۴۴ مختلفة . ويمكن عندئذ انشاء متتالية متعامدة ومتجاسة إع+خ*) نحيث 
ع+8 € x»‏ و1+“8 لع . لیکن 1 >2 . حينئذٍ : 
AX — AX = — x + (x, + Tx = Fx)‏ 

وبالتال 1 <= ×4 - برها لأن : ا+غه € ,122 - غ39 + ,× . إذن ستحيل 
استخراج من المتتالية («ه] متتالية جزئية متقاربة وهو ما يناقض تراص 
المؤثر .انتب برهان. التوطدة : 
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توطئة 4. إذا کن |0{ = 7 Ker‏ فإن 8 .Im T=‏ 


البرهان . إذا کان (0) = 7 +6 فإن المؤثر 7 تقابلي » وبالتالي إذا كان زيادة 
على ذلك » 8 + 7 صا فإن المتتالية (24) مؤلفة من فضاءات جزئية مختلفة 
وهذا يناقض التوطئة 3. إذن 8 =7 صآة. کا أن المساواة (0) = *7 Ker‏ 
تستلزم 8 =*7 1m‏ . ش 


توطئة 4. إذا كان 8 =7 1m‏ فإن |0{ = 7 Ker‏ . 


البرهان . با أن 8 -7 ص5 فإن التوطئة 2 تستلزم 0) = *7 ء»» لكن 
التوطئة 4 تؤدي في هذه الحالة إلى 8 - *7 ص1 وبالتالي [0) = 7 مها وذلك 


نلاحظ أن التوطئة 4 وَ5 تشكلان بالضبط النظرية الثانية (المتناوبة) 
لفريدول . بذلك ينتبي برهان النظرية . 
نثبت اخيراً نظرية فريدول الثالثة . 
لنفرض أن الفضاء الجزي 7 #0 ذو بعد غير منته . توجد حينئذٍ في 
هذا الفضاء الحزئي جملة متعامدة ومتجانسة غير منتهية (م*]. زيادة على 
ذلك ,+ = ×4 » وبالتالي لدينا: ۷2 = ارعه - محها من أجل 1+ ». 
لكنه من المستحيل أن نستخرج من المتتالية [ع«ه] متتالية جزئية متقاربة ؛ 
وهذا يناقض تراص المؤثر 4 . 
لنرمز بس لبعد 7 Ke‏ وب ۷ لبعد *7 560 . لنفرض أن « > بر. لیکن 
{Q1 .... Pu}‏ أساساً متعامداً رانا ف Ker T‏ 3 إلا ,.. {Vis‏ أساساً متعامداً 
ومتجاسا في *7 × . نضع : ِ 
3 
زلا( ره Sx= Tx + (x,‏ 
ادر 
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ما اننا نحصل على المؤثر 5 باضافة مؤثر بعده منته إلى المؤثر 7 فإن كل 
النتا المثبتة أعلاه بخصوص. المؤثر 7 صالحة أيضاً بالنسبة للمؤثر 5 . 

لنثبت أن المعادلة 0 = = »«ى ليس لما حل يخالف الحل البديبي . من 
أجل ذلك نفرض أن : : 


(25) Tx + 3 (x, Q;)Yj; = 0 


j =1‏ 
ما أن التوطئة 2 تبين أن الأشعة رس متعامدة على كل الأشعة ذات الشكل 
»7 فإنه ينتج من (25) أن : 


Tx =0 


مکزركا , 0 = (x, Yj)‏ 
ولذا يجب من جهة أن يكون الشعاع د عبارة خطية للأشعة رب ومن 
جهة أخرى يجب أن يكون متعامدا على هذه الأشعة . وبالتالي 0 = × . إذن 
فإن الحل الوحيد للمعادلة 0 = «ى هو الحل البديبى . ثم إن النظرية الثانية 
تثبت وجود شعاع ر بحيث : 
3 
اميركلا = رلا( ره Ty + (Ys‏ 
اعدر 
بغرب طرفي هذه المساواة سلمياً في ,بوس نحصل على القيمة 1 في 
الطرف الأيمن وه في الطرف الأسر ذلك لأن: 7 سدة(2 
وَ*7 »8 1 7 1m‏ . إن هذا التناقض ناتج من الفرض « > م. وبالتالي : 
« < س. بسعويض المؤثر 7 ب*1 نخصل على رک ل. ومنه وکل انتبى 
بلك .برهان- النظرية الثالقة , 
ملاحظة . 1. تتعلق نظريات فريدولم في الحقيقة بخاصية القلب للمؤثر 
4-7 . تثبت هذه النظريات أن القيمة 1 - 2 تمثل بالنسبة للمؤثر 4 إما 
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قيمة نظامية وإما قيمة ذاتية منتبية التضاعف . ثم انه من المؤكد أن 
مقولات هذه النظريات ححيحة أيضاً بالنسبة للمؤثر 2.5 - 4 في حالة 0 + ۸. 
وهكذا يتضح أن كل نقطة مخالفة ل0 من طيف مؤثر متراص قيمة ذاتية 
منتبية التضاعف لمذا المؤثر . نحن نعم إلى جانب ذلك ان جموعة تلك القم 
الذاتية مموعة قابلة للعدء على الأكثر. نذكر بهذا الخصوص أن النقطة 0 
تنتمي دوماً إلى طيف مؤثر متراص في فضاء ذي بعد غير منته» لكما لا 
ثل بالضرورة قيمة ذاتية لهذا المؤثر. تسمى المؤثرات المتراصة التي لا يضم 
طيفها سوى النقطة 0 مؤثرات فولترا (الجردة) . 

2 كنا اثبتنا نظريات فريدولم من أجل معادلة ذات الشكل: 
f‏ + م4 - بء حيث 4 مؤثر متراص في فضاء طيلبرت . نلاحظ أنه يكن 
تعميم هذه النظريات دون تغييرات معتبرة إلى فضاء كيفي من نوع باناخ 
. عندئذٍ نرى بطبيعة الحال أن المعادلة القرينة: ع + نا *4 = ب هي 
معادلة في الفضاء *8 » ويعني شرط التعامد : 0 = (مبا,ر) أن العنصر f‏ < 8 
يعدم كل تابعية في الفضاء الجزئي *7 مه د *8 المؤلف من حلول المعادلة 
0- ۲*۷ ء الخ. يجد القارئ عرضاً لنظريات فريدول المتعلقة بمعادلات في 
فضاء من نوع باتاخ » مثلاًء في كتاب ل . لوسترنيك (انمءوسا .1) و ف. 
سوبولاف («ءاهطه8 .۷) «مبادئ التحليل التابعي» (بالروسية) . 


5. معادلات فولترا. معادلة فولترا (من النوع الثاني) هى تعريقاً المعادلة 
التكاملية : 


26) 9(8) = | ١ K(s, ( (dt + f(s) 


حيث )1 K(s,‏ تابع قابل للقياس ومحدود: 24 > اى)كا. بما أننا نستطيع 
اعتبار هذه المعادلة كحالة خاصة من معادلة فريدوم (حيث يكفي اعدام 
النواة من أجل + > ء) فإن نظريات فريدولم محققة أيضاً من أجل المعادلة 
20). الا أننا نستطيع صياغة تلك النظريات بالطريقة التالية في حالة معادلة 
فولترا . ش 
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من أجل كل / 3 ر1 تقبل معادلة فولتًا (26) حلا وحيدا. 


ذلك اننا ستطيع إعادة استدلال البند 4» 48» الفصل 2» حرفياً ونرى 
عندئذٍ وجود قوة للمؤثر: 


00106 ! K(s, £) (dt 


قثل مؤثراً مقلصاًء وبالتالي فإن للمعادلة المتجاسة حلا وحيدا (هو الحل 
فريدولم . 


تمرين . نعتبر معادلة تكاملية لفريدولم من النوع الثاني » معطاة على قطعة 
مستقيمة » ذات نواة مستمرة . برهن على نظريات فريدوم 5 فضاء التوابع 
المستمرة باعتبار المعادلة المذكورة. تأخذ هنا المعادلة التكاملية ذات النواة 
المنقولة بمثابة «المعادلة القرينة» » أما التعامد فهو بمفهوم ر1 . 


6. المعادلات التكاملية من النوع الأول. معادلة فريدولم الجردة» من النوع 
الأول هى تعريفاً معادلة من الشكل : 
f‏ = م4 27( 

إن حل مثل هذه المعادلة مسألة معقدة» عوماً» أكثر من مسألة حل 
معادلة من النوع الثاني ؛ والمعادلة (27) لا يكن حلها من أجل أي طرف 
ا 
ل 
نعتير 5 البداية » كمثال بسيط » المعادلة : 


i ١ (dt 


أي المعادلة التى لما النواة: 
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K( = 

0 t> 5 

إن لهذه المعادلة حلا بديهياً هو (و)ي = (ى)م في الحالة التي يكون فيها / 

مستمراً مطلقا ومشتقه ينتمي إلى ر1 ؛ وإذا كان الأمر غير ذلك فإن المعادلة 
المعتبرة لا تقبل أي حل . 


لنثبت فى الحالة العامة أن المعادلة (27) لا تقبل الحل من أجل كل 
/, د 8 . إن قابلية المعادلة f‏ = و4 لحل من أجل كل /, د 8 يعني أن هذا 
الور بطو 8 غل 2 باكله لشن أن ذلك مسجل مكن: اغتبان 
الفضاء 2# بأكمله كاتحاد قابل للعد من الكرات ,8 (مثلاً؛ كرات انصاف 
اقطارها 1» 22 ...»م ». . متمركزة في النقطة 0) . يُطبق المؤثر المتراص 4 كل 
كرة من هذه الكرات في جموعة متراصة » وبالتالي فإن 48 يساوي اتحادا 
قابلاً للعد ن المسويا ا . لكننا نعم E‏ 
كتين و أي يكن .ومن س ای و كل فا ی و و 
يمثل باتحاد قابل للعد من الجموعات غير الكثيفة في أي مكان. د 
8 + 48 ؛ بعبارة أخرى » من أجل كل مؤثر متراص 4 في 8 » فإن المعادلة 


. 13 f م4 لا يكن حلها من أجل كل‎ = f 


هناك نتيجة هامة أخرى تقثل في كون مقلوب مؤثر متراص مؤثراً غير 
محدود. إذن إذا كان ر ور عنصرين متجاورين منتميان إلى 8 وكانت 
المعادلتان : 
AQ = fı‏ 
گر = يم 4ل 


قابلتين لحل فإن حليهما: بر 4-1 = ,م 3 4-122 = يو يكن أن يختلفا عن 
es‏ . بعبارة أخرى » فإن أي خطأ - مهما کان صغيراً - في 
الطرف الثاني يمكن أن يقودنا إلى خطإ كبير جداً في الحل. تسمى المسائل 
التي يعطى فما تغيير صغير في المعطيات الأولى تغييرا صغياً في في الحل (يختلف 
مفهوم الف هنا باعتلافت سال اسان وة إن جل ساد 
تكاملية من النوع الأول (خلافاً لحل معادلة من النوع الثاني) مسألة غير 
مضبوطة . عَرَفت العديد من المسائل غير المضبوطة وكذا طرق تسويتها (أي 
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ردّها إلى مسائل مضبوطة بمفهوم معين) في المدة الأخيرة تطورا معتبراً . لكن 
عرض هذا الموضوع يتجاوز إطار هذا الكتاب . 


9. المعادلات التكاملية المتعلقة بوسيط . 
طريقة فريدولم 
1. طيف مؤثر متراص في 55. نعتبر المعادلة : 
f‏ + م4 1= ب 
التي تكتب أيضاً على الشكل : 
f‏ ع A)‏ ^ -1) )01( 

حيث 4 مؤثر متراص في فضاء هيلبري ٨۸‏ وحيث 2 وسيط عددي. 
لدينا بفضل متناوبة فريدولم حالتان مكنتان لا أكثر وتلغى الواحدة 
الأخرى : 
1. من أجل كل f‏ 3 8# و1 معطى تقبل المعادلة (1) حلاً» وهذا الحل 
وحيد . 

2. تقبل المعادلة المتجانسة م4 ١‏ - م حلولاً غير منعدمة . 

يطبق المؤثر 4 1-۸ في الحالة الأول 8 على 8 تقابليا. ومنه يأتي 
وجود المؤثر المقلوب والمحدود 1-(4 ۸ - 1). وهذا يكافئ القول بأن المؤثر 
ام لط 4( محدود ومعرف على 8 بأكمله ؛ أي أن 0 لا ينتمي في هذه 
الجالة إلى طيف المؤثر 4 . 

لنفرض الآن بأن الحالة الثانية محققة» أي أنه يوجد عنصر غير منعدم 
«» في 8 بحيث : 

Q = A 40 
: أو‎ 
1 
4ı = 5 © 

حيننذٍ يكون ج قيمة ذاتية للمؤثر 4 . 
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لدينا بالتالي النتيجة التالية : 


يكون العدد س = + 0 إما قيمة ذاتية للمؤثر المتراص 4 وإما قيمة 
نظامية . أي أن الطيف المستمر لمؤثر متراص اما أن يكون خالياً أو مؤلفاً من 
النقطة س =0 لا غير. 


بضم ما قلناه آنفاً إلى ما جاء في النظرية 68٠4‏ الفصل 4 نحصل على 
الوصف التالي لمؤثر متراص في 8 . يتألف طيف كل مؤثر متراص 4 في #1 
من النقطة 000 ومن عدد منته أو من مموعة قابلة للعد من القم الذاتية غير 
المنعدمة : ... ,ري ,... ,وسور تضاعف كل واحدة منبها منته . والنقطة الوحيدة 
التي يكن أن تكون نقطة ترام للمتتالية (,سغ) هي النقطة 0. کا يكن أن تكون 
النقطة 0 نفسها قيمة ذاتية تضاعفها منته أو غير منتهء ومكنها إلى جانب 
ذلك الا ت تنتمي إلى جموعة القم الذاتية . نشير2» کا بنا ن البند 2825 
بخصوص u‏ 

9q =A Bo + 


حيث 8 مؤثر تكاملٍ من نوع قولتراء. إلا أن الخالة الول من متتاوية 
فريدولم هي التي تتحقق دوماً (أي وجود الحل من أجل كل كا 
بعبارة أخرى فإن طيف مؤثر تكاملي من نوع فولترا 7 نقطة واحدة 
هي 0 . من جهة أخرى كنا قد أطلقنا في نهاية البند 284 اسم مؤثر فولترا 
المجرد على كل مؤثر متراص ا ا 
القول أن كل مؤثر تكاملي لفولترا هو أيضاً مؤثر جرد لفولتراً» وهو ما يبرر 
كل هذه الاصطلاحات . 


2. البحث عن الحل على شكل سلسلة قوى ل2. معينات فريدولم. يكن أن 
(E —۸ 4( = f‏ 
من الناتدية القكلية غل السو + 
f‏ )4 1-1( دو )2 
() تنتمي النقطة ٠‏ - م بالضرورة إلى طيف المؤثر 4 لأن '-4 لا يكن أن يكون مجدودا في * . 
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يعرف هذا الدستور» بالفعل» الحل فى الحالة التى يكون فيبا: 1 > ال4 ۸ا 
أي إذا كان ملم > له لأن المؤثر :-(4 2 2) موجود في هذه الحالة وهو 
معرف على 8 بأكمله ومحدود (راجع البند 58»7» الفصل 4) . بالإضافة 
إلى ذلك يكن اعتبار المؤثر :-(4 2 -1) كمجموع للسلسلة الصحيحة 
(سلسلة القوى) : 

)1 - 12 4(-1 ع‎ T+ 4 +2 42 +. +P AF +. 


والتي تتقارب (بالنظم) بفضل الشرط حلم > ل. ولذا يمكن كتابة الحل 2) 
للمعادلة (1) على الشكل : 
Af + .. +2 Arf +...‏ 32 سد f+ Af‏ عدم )3( 
نحصل على نفس النتيجة إذا ما بحثنا عن حل المعادلة (1) على الشكل : 
ع بيه Po +A Q1 +. + A"‏ = رو 


(حيك يه لا يتعلق الان بتعويكن به دة الململة ف طرق المعادلة 
م + ب 4 ۸ = ب وبطابقة المعاملات التي لما نفس قوى ۸ نحصل على : 


f, Qi = Af, .... ©, = A Qn 1 = Af, ..‏ = وب 


أي أننا نحصل على السلسلة (3). 


لنثبت أنه إذا كان 4 مؤثرا تكاملياً لميلبرت - شيت أي إذا كان 4 مؤثراً 
معرفاً بنواة ,)كك ذات مربع قابل للمكاملة فإن المؤثر 1-(4 2 -7) يكن 
تمثيله من أجل قم ۸ الصغيرة بكفاية» بالمجموع (۵ ۸۲ + 8 للمؤثر المطابق 
ولمؤثر تكاملي لميلبرت - شثميت (210 نواته ذات مربع قابل للمكاملة » 
ومتعلق بالوسيط 2. نبحث في البداية كيف نكتب نوات المؤثرين 42 و43 » 
الح... من أجل هذا الغرض نعتبر مسألة أعم وهي : ليكن المؤثرين 


b b 
40 = | K(s, Do(Ddt , -مة‎ | @(s, £) (dt 
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b b 

1 | lK(s, 9l ds dt = K2 < مه‎ 
a a 
b b 

| 1 | 0), O ds dt = مه < 2و‎ 
2 2 


أوجد نواة المؤثر 48 . لدينا : 
b b‏ 
[Kes » Q(u, 0 o(Mûrau =‏ 1 = م AB‏ 
b b‏ 
K(s, u) Ou, du] 1‏ | | 
نلاحظ أن تبديل رمزي المكاملة فيا بينهما هنا تبرره نظرية فوبيني لأن 
التابع الذي نکامله : 
K(s, u) Q(u, t) 0)2(‏ 
يقبل امجمع بالنسبة ل»ه وا في آن واحد بصفته جداء تابعين : 
K(s,u)q() 3  Q(u.t)‏ 
مربع كل واحد منهما يقبل امع . نضع : 
R(s, t) = K(s, u) Q(u, 4‏ 4( 
تبيّن متراجحة كوشي - بونياكوفسكي أن لدينا : 
o > | IKCs, u) Pau | | 0), Dl2du‏ )| 


: ومنه يأق‎ 
b b 75 5 
1 1 ,ى)ه ا‎ D2 ds dt = K2 2 


وهكذا يتضح أن جداء مؤثرين تكامليين من نوع هيلبرت - شيت مؤثر 
من نفس النوع نواته معرفة بالدستور (4). يصفة خاصة إذا وضعنا 8 =4 
فإننا نرى بأن 42 مؤثر تكاملي نواته : 
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K(s, u) K(u, du‏ | = 9 ناي 


تحقق الشرط : 


b b b b 2 
1 1 lK2(s, OP ds dt < | ا‎ lK(s, O ds dt = k4 


ومنه يأتي : 
2 > ا42 


k= | |! ,ى)يرا‎ © ds df 
اکن أن ت بان کل مؤت و مر او‎ 
Kp(s, t) = ٣ Kp, -_ı(s, u) K(u, du (n =2,3, ..) 
: الى تحقق الشرط‎ 


b b 
(5) 1 1 ,ى) رمعا‎ 0 ds dt > k2” 


تسمى النوى ,)× النوى المكررة. 


من أجل ل > لها فإن السلسلة : 
Kg(s, 8) + ...‏ للق + ... + 2 K(s,1) + 3 K2 (s,‏ 
متقاربة في الفضاء ([ط ,ه] × [ط ,ه])ر1 » وهذا بفضل المتراجحة ()» نحو تابع 


(2: ,)1 مربعه قابل للمكاملة بالنسبة له وء من أجل + > لذا. إن المؤثر 
التكاملي (730 المعرف بالنواة (52 ٠)١,‏ يساوي جموع السلسلة المتقاربة : 


.4 ”4م 1م لدي ل 42ر3 + 4 )6( 


الى فا الام عراس + اال فان جوع ف راس 
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بضرب هذا الجموع في < وبإضافة إليه المؤثر المطابق 1 نحصل على المؤثر 
4(-١‏ ۸ - 1). إذن من أجل > لها نلاحظ أن المؤثر :-(4 ۸ - 1) يساوي 
بالفعل جموع المؤثر المطابق 1 والمؤثر 210 المعرف بالنواة : 


AF(s, 52) = 0) A" K,(s, f) 
n=l 
.)( إن الشرط ج > لها كاف لكنه غير لازم لكي تتقارب السلسلة‎ 
تكون هذه السلسلة في بعض الحالات متقاربة من أجل كل قم ۸. إذا كان‎ 
: مثلاً مؤثراً من نوع فولتًا نواته تحقق الشرط‎ 4 
lK(s, Dl > M 


فإن لدينا من أجل النوى المكررة < ,)× » کا يثبت ذلك الحساب المباشر » 
المتراحة : 


M"(b — a)" ~1 


IK,(s, Dl = TTT 


ومنه يأتي أن السلسلة () متقاربة من أجل كل ۸. 


نشير إلى أن نصف قطر تقارب السلسلة (6) منته عوماً . من جهة أخرى 
فإن المعادلة f‏ + م 4 ۸= م تقبل الحل من أجل كل قم ۸ ما عدا من أجل 
عدد منته أو مجموعة قابلة للعد منها؛ ويعبارة أكثر دقة تقول» ما عدا من 
أجل القيم ۸ التي تجعل + قيمة ذاتية للمؤثر 4 . بن فريدوم بخصوص مؤثر 
تكاملي 4 معرف بنواة محدودة ومستمرة 9,)× أن حل المعادلة: 
م + ب 4 ۸= م يكن ان نجده بالطريقة التالية . ندخل الرمز: 


K(Sı, 1) 33 K(s1, tn) 


ونعرف التابعين (820 و(۸ ,)0 » يسمى أوما معين فريدولم وثانيهما 
أصغري فریدو) » بالدستورين : 
660 


© om-1-af Kean +f | KE Fae + 


... +) = 8۴ 2 0 5 | Kê ae, ... dn + 


+ كه مع KÎ;‏ 1 ك ف + هه 4 | | = D(s,1,2)‏ )8( 


00 الا‎ | Kati dk, + 


a + 5[ ... ور‎ 


حولكة رف النواة ألا التعادلة ا 


b 
e +] K(s, ) ») 001+ f(s) 





بالدستور : 
T(s, 2) =۸ 2‏ 
3-37 ب حل هذه المعادلة على الشكل : 
وروم Ç(s) + f(s) + 1 DED‏ )9 


وذلك من أجل كل قم + التي تجعل + غير مساوية لقيمة ذاتية للمؤثر 
4 الموافق للنواة © ,ء)× . بالإضافة إلى هذا فإن (20 و (62 ,ء)( تابعان 
تحليليان صحيحان للوسيط ۸ء ويكون 0 - (20 إذا وفقط إذا كانت + قيمة 
ذاتية للمؤثر التكاملي 4 . وقد أثبت ت . كارلمان (مقصواعة© )٣.‏ سنة و 
ان الدساتير (7) و (8) و (9) التي حصل عليها فريدوم بافتراض النواة 0 ,ى)كر 
معتدرة:.صسباطة ابا من أخل كل تواة"عريعها: يقيل المكاملة :لق “تعرض 
هنا البرهان على الدساتير 7) و (8) و (0)9). 


T. Carleman, Zur Theorie der Integralgleichungen راجع اه کار لمان‎ (1) 
Math. Zeitschr. 9(1921), 196 - 7 

وكذلك ف . سمیئس 
F. Smithies, The Fredholm theory of integral equations, Duke Math Journal, 8)1941(, 107 - 130‏ 
«نظرية فريدوم في المعادلات التكاملية» . 

بخصوص البرهان على الدساتير المذكورة راجم أيضاً [35] 3603]. 
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الفصل العاشر 
مبادئ في الحساب التفاضلي في في فضاء شعاعي 


الفصول السابقة هما مفهوم م.التابعية الخطية” ومفهوم المؤثر ا 5 و 

بعض المسائل المطروحة ف التحليل التابعي هى أساساً غير خطية ؛ ولذا 
وجبت 0 التحليل التابعي «غير الخطي» إلى جانب التحليل ا 
00 أي ا التابعيات غير الل وا مؤثرات غير الخطية في 
ع ل ا الها و ات 
التغيرات الذي وضعت أسسه خلال القرنين السابع عشر والثامن عشر وذلك 
بفضل أعال بارنولي وأولر ولوجائدر:: . ورغم هذا فإن التحليل التابعي غير 
الخطي يشكل فرعا جدیداً سبياً في الرياضيات تعيدا :"عن أن كين فد روصل 
عرص ف ا الفصل 0 لبادئ ا E‏ للتخليل التابعي 
000 لمذه المفاهم . 


8 . المفاضلة ٤‏ فضاء شعاعي 


1. التفاضلية القوية (تفاضلية فريشي ۲۲۲ )۴۲٠‏ . ليكن × و۲ فضاءين 
ل كو e‏ . نقول عن هذا 
التطبيق أنه يقبل المفاضلة عند نقطة معطاة × 3 © إذا وجد مؤثر خطي 
محدود ,ا ۲(3 ,)£ نحيث : 

(1) F(x + h) — F(x) = Ly, h + a(x, h) 
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م :ماما ا اګ 0 
تسمى العبارة # ,£ (التي تمثل يطبيعة الحال عنصراً من الفضاء ¥ » من 
أجل كل م د ×) التفاضلية القوية (أو تفاضلية فريشي) للتطبيق ۴ عند 


النقطة × . يسمى المؤثر ,1 المشتق » أو بعبارة أدق» المشتق القوي للتطبيق ۴ 
عند النقطة × . نرمز ذا المشتق 80 


إذا كان التطبيق ۴ قابلاً للمفاضلة عند النقطة × فإن المشتق الموافق له 
معرف بطريقة وحيدة. لرؤية ذلك نفرض أن : 


F(x + hJ)— F(x) = 9ن‎ h + a(x, h) = L® h + a(x, h) 


LP يز‎ — LOh = a(x, h) — a(x, A) 


وبفضل العلاقة (2) يأتي : 


LD همع ع‎ h|| معد اها‎ 
3) lL, hk — L,® «|| ج کک‎ 60 
@) Hi 


فإذا كان ۵ى + 1۳ فإنه يوجد م بحيث: 


L< hl]‏ - ممما 
0+ 1= 
All‏ 


وعندئذ من أجل كل م + 0 نجد أن : 


[LD (ek) - ب القع هيع‎ 
EN 


ومنه يتضح أن العلاقة (3) مستحيلة . 
نعرض الآن بعض النتاح الأولية التي تأتي مباشرة من تعريف المشتق . 


1. إذا كان مر = م = ثابتاً فإن 0 = («“ (أي أن المؤثر ()“ هو 
المؤثر المنعدم) 1 : 


2. إن مشتق تطبيق خطي ومستمر 5 يساوي التطبيق 1 ذاته . 
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ذلك أن التعريف يعطى في هذه الحالة : 
L(Rh)‏ ع L(x + h) - L(x)‏ 

3 (مشتق تابع مركب) . لتكن ×> ¥ Z7‏ ثلاثة فضاءات نظيمية » 
وليكن )11 جوارا للنقطة م« < × » و۴ تطبيقاً مستمرا من هذا الجوار في 
/اء نضع (۴)×۵ = مبرء وليكن (بر)7 جواراً للنقطة وبر د۲ و6 تطبيقاً 
مستمراً من هذا الجوار في 2 . عندئذ إذا كان التطبيق ۴ قابلاً للمفاضلة عند 
مد و © قابلاً للمفاضلة عند مر فإن التطبيق ٣ي‏ =4 (المعرف والمستمر 
على جوار للنقطة م*) يقبل المفاضلة عند النقطة م« ولدينا : 

4) H'(xo) = G'(yo) F“(xo) 


ذلك أن الافتراضات السابقة تعطى0): 


F(xo + 5) = F(xo) + F'(xo)5 + 00 


G(yo + ) = G(yo) + G'(yon + 02(n) 
: م إن "5 و 6)0 مؤثران خطيان ومحدودان . وبالتالي‎ 
H(xo + E) = G(yo + F'(xo & + 0,)2©( = 6 (بر)‎ + G'(yo0 (F'(xo + 
+ 0ı()) + 02 (F'(xo) ë + 0,(E)) = G(yo) + G'(yo) 7')<0(5 + 0; )© 


إذا كانت / و و 6 توابع عددية فإن الدستور (4) يصبح مثابة القاعدة 
المعتادة الخاصة باشتقاق تابع مركب . 


4. لیکن ۴ و © تطبيقين مستمرين من × في ۲ . إذا كان # وَ 6 قابلين 
للمفاضلة عند النقطة مد فإن التطبيقين 6 +۴ و۴ (حيث 4 عدد) 
يقبلان أيضاً المفاضلة عند هذه النقطة ولدينا: 

() ترمز العبارات ٩9‏ هنا وفي المستقبل لمقادير (في فضاء نظيمي أو عددي) تحقق الشرط : 

ل لك : 
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00 اد‎ )# + ©( (xo) = F'(xo) + G’(xo) 


(6) (aFY (xo) = aF'(xo) 
: ذلك أنه ينتج من عليتي جمع مؤثرين وجداء مؤثر في عدد أن‎ 
(F + G)(xo + Hh) = F(xo + h) + G(xo + h) = 
= F(xo) + G(xo) + F’(xo)h + G’(xo)h + o(h) 


1 :3 
aF(xo + h) = aF(xo) + aF'’(xo)h + (8)يه‎ 


ومنه تأتي العلاقتان (5) و (6). 


2. التفاضلية الضعيفة (تفاضلية غاتو «سوء)ة») . نعتبر من جديد تطبيقاً ۴ 
معرقاً على جزء من × قيمه في 7 . التفاضلية. الضعيفة أو تفاضلية غاتو 
التطبيق 5 عند النقطة × (من أجل التزايد #) هي تعريقاً النهاية : 


DF(x, h) = 2 F(x + th), o = ım +) > Fe) 
کا‎ 


حيث نعتبر هنا التقارب بالنسبة لنظيم الفضاء ۲ . 
قد تكون التفاضلية الضعيفة (۸ ,»)5(۴ غير خطية بالنسبة ل . لكن إذا 
DF(x, h) = F;(x) h‏ 


حيث (*),5 مؤثر خطي محدود فإننا سمي هذا المؤثر المشتق الضعيف (أو 
مشتق غاتو) . 

نلاحظ أن النظرية الخاصة باشتقاق تابع مركب خاطئة عوما بالنسبة 
للمشتقات الضعيفة. (أوجد مثالا !) 
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3 دستور التزايدات المنتهية . ليكن 0 جموعة مفتوحة في ل ولتكن [×,م×] 
قطعة مستقيمة محتواة بأكملها في 0. أخيراًء لیکن م تطبيقاً معرقاً على 0 
قيمه في ۲ وله عند كل نقطة من القطعة [×,م×] مشتق ضعيف 8# . نضع 
0× - × = ×۸ ونعتبير التابع العددي : 


J( = )م‎ 1), + 1Ax)) 
المعرف من أجل 1 > + > 0» حيث ص تابعية اختيارية في *۲ . إن هذا‎ 
: التابع يقبل المفاضلة بالنسبة ل . ذلك أنه يمكن في العبارة‎ 


f(D) _ [(F(xo + fAx + At Ax) - F(xo + {Ax‏ - (اط + )ل 
A! 8 At |‏ 


الال النبانة ك رهد التارعية الخطية امير و م تفيل يعن 
ذلك على : 
Ax) Ax)‏ + م )1 ) م٠‏ = )نر 
بتطبيق دستور التزايدات المنتبية على التابع ۶ في [0,1] يأتي : 


f(1) - f(0) = (0)كر‎ 


حيث 1 > 0> 0> أي : 


0 ` ¢(F(*) - F(xo)) = o(Fj(xo + 0 Ax)Ax») 


إن هذه المساواة محققة من أجل كل تابعية م د *۲ (وتتعلق قيمة 8» 
بطبيعة الحال» ب0) . من (7) ينتج أن : 
اعها lp(F(x) - F(xo0)| > loll ١ sup IF; (xo + 0 4») ٠‏ )8( 
0>8>1 
نختار الآن التابعية غير المنعدمة م بحيث يكون : 


لم)5 - وهم | . lol‏ = ((«)م - ون" )وب 


667 


(إن التابعية م موجودة وذلك بفضل نظرية هان-باناخ) : من (8) نحصل 
على : 


(9) IFC) — F(xol > sup IF;(xo + 6 A أد‎ «lax 


Ax = ×- × حيث‎ 

يكن اعتبار هذا الدستور بمثابة مماثل دستور التزايدات المنتبية المتعلق 
بالتوابع العددية . 

بتطبيق الدستور (9) على التطبيق : 


x— F(x) - 1,):0( Ax 


نحصل على المتراحة التالية : 


I0 )ا‎ - F(xo)— Fj (xo) Axl = sup IF; (xo + 0 Ax) ع‎ (xo)l-lA xl 
0-21 


4. علاقة مفهوم التفاضلية القوية بمفهوم التفاضلية الضعيفة. إن 
مفهومي التفاضلية القوية والتفاضلية الضعيفة مفهومان مختلفان حتى في 
حالة الفضاءات دات الأبعاد المنتهية. فنحن نعرقف من خلال دروس 
التحليل أن وجود المشتق : 


th)‏ + ا 


من أجل كل ۾ مثبت » لتابع عددي : 

SO) = ft, xn) 
لا ستلزم وجود تفاضلية طذا التابم أي لايستلزم إمكانية وضع التزايد‎ 
(«كر - (8 + »كر على شكل جموع يحوي جزءه الرئيسي (الخطي بالنسبة‎ 
إ۸) وحدا لا متناهى الصغر من رتبة عليا بالنسية ل8 . مثال ذلك التابع‎ 
: التالي‎ 
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Xxx2 


(x + (0,0‏ , علد 
f(x, x2) = | *1 ۴ *2‏ )11( 
0 


(x1, x2) - (0, 0)‏ 0 
إن هذا التام مشر عند كل انقطه من الستوى ماق ذلك التقظة 
(0,0). عند هذه النقطة يقبل م تفاضلية ضعيفة تساوي 0 لأن: 


. f(O+ th) = /)0( 4 و8718‎ 5 
1 lim مجر‎ + h2 0 


على الرغم من أن هذه التفاضلية لاتمثل الجزء الرئيسي لتزايد التابع (11) عند 
النقطة (0,0). ذلك أننا إذا وضعنا ۸7 = يم نحصل على : 


. fuk = 200,0 |, كن‎ 1 
lim = fim 1 = > + 0 
ماما‎ (All hn0 2h4 yh? + 3 2 


إلا إنه إذا كان لتطبيق ۴ مشتق قوي فإن له أيضاً مشتقاً ضعيفاً وهذان 
المشتقان متطابقان . بالفعل» إذا كان التطبيق ۴ يقبل المفاضلة بقوة فإن : 


F(x + th) — F(x) = F'(x) (th) + 0(th) = tF'(x)h + ((th) 


th) 


F'(x)h‏ ع 2 + FCD = F'(x)h‏ > )@ + عام 


لنبحث الآن عن الشروط التي تجعل المفاضلة الضعيفة للتطبيق ۴ تستلزم 
المفاضلة القوية . 


نظرية 1. إذا كانت التفاضلية الضعيفة (»)۴ للتطبيق ۴ موجودا في جوار 
ا النقطة مه وكانت تمثل في هذا الجوار ابع (مؤثريا) لد × مستمراً عند وه 
فان التطبيق م يقل عند و محتقا قويا و يظايق التق الصعيت. 


البرهان . يقبل التطبيق ۴ فرضاً مشتقاً ضعيفاً أي : ۴)۸ = (۸ .)28 . 
باختيار # بحيث : نا © : + مد من أجل كل ؛ 3 [0,1] نعتبر المقدار: 
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(12) ,وداه‎ h) = F(xo + h) — F(xo) — Fj(xo)h 
إذا كان *ر عنصرا اختيارياً من الفضاء *۲ الثنوي ل۲ فإن لدينا‎ 
: )12( بالاعتقاد على‎ 
(13) (@(xo, h), y*) = (F(xo + h) - F(xo), y*) — (Fj(xo)h, y*) 
نعتبر التابع (*ر,(۲۸ + م»)۴) = ۸)9 للمتغير العددي + . أنه تابع قابل‎ 
للمفاضلة بالنسبة لغ ولدينا:‎ 


4 im 


1 = (F;(xo + th)h, y*) 
At—0 


F(xo + th + A th) — F(xo + th) 8 
At 7 


بتطبيق دستور التزايدات المنتبية على ۶ يكن كتابة المساواة (13) على 
الشكل : ) 


13” (oxo, h). y*) = (fex .السرم و‎ »*) 


حيث + عدد متعلق ب ۸» 1>+>0. من أجل « مثبت يكن اختيار 
العنصر *بر 3 *۲ بطريقة تحقق المساواة: 1 = »يرا والمتراحة : 


(oxo, زه‎ y*)| > 3 بها‎ ml ١ بومسا } = زكرا‎ kl 
: ومنه » ومن المساواة (’13)» نحصل على التقدير‎ 
,وها‎ n) ا‎ > 2f; (xo + th) - بع‎ (xol < Nall 


- لکن الفرض يقول بأن (») ۴۶ تابع مؤثري ل × مستمر عند النقطة و×؛ 
وبالتاللٍ : 


lim Û FF (xo + th) — FF (xol = 0‏ 
8-0 
وهذا يعني بأن ا(۸ ,,*)ه| مقدار متناهي الصغر من رتبة عليا بالنسبة 
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اء أي أن ۸») ۴ يثل الجزء الرئيسي للفرق (0»«)” - (۸ + ۴)۸۵ . 
وهذا يثبت وجود المشتق القوي (×)۴ وتطابقه مع المشتق الضعيف . سنعتبر 
مستقبلا تطبيقات قابلة لمشتقات قوية وبالتالي ضعيفة » إلا إذا أشرنا لعكم 
ذلك . 


5. التابعيات التفاضلية . ؟ أدخلنا مفهوم تفاضلية تطبيق معرف على جزء 
و ا . إن المشتق (۴۸ لمثل 
هذا التابع عند كل نقطة ×» مؤثر خطي من × في ا أي عنصر من 
الفضاء (7 ,)£ . بصفة خاصة إذا كان ۷ هو المستقم العددي فإن م7 تابع 
عددي على × » أي تابعية . إن مشتق مثل هذا التابع عند نقطة م× تابعية 
خطية (متعلقة بم×) أي عنصر من الفضاء *× 


مثال . نعتبر في فضاء ۸ حقيقي لميلبرت التابعية : 2|»#| = (×)۴ . حينئذ : 


“اما + م م2 = ااا - ام + ءا . 


يثل (۸ .»)2 الجزء الرئيسي (الخطي بالنسبة ل8) لهذه العبارة ؛ وبالتالي : 


F(x) = Fj = 2« 


تمرين. عين مشتق التابعية ×| في فضاء لميلبرت . (الجواب : حم في حالة 
0 + × أما إذا كان 0 = × فالمشتق غير موجود) . 


6. التوابع المجردة . نفرض الآن بأن فضاء الانطلاق × هو المساوي للمستقم 
العددي وليكن ۲ فضاء لباناخ . يسمى التابع ()5 الذي يلحق بعدد × 
عنصراً من ۲ تابعا مجردا . إن المشتق («50 لتابع مجرد (إن وجد) هو (من 
أجل كل ×) عنصر من الفضاء 7 ؛ إنه شعاع الماس للمنحني («)5 عند 
النقطة + . مما أن التابع المجرد تابع لمتغير عددي واحد فإن التفاضلية الضعيفة . 
لثل هذا التابع تطابق تفاضليته القوية . 


671 


7 التكامل. ٠‏ لیکن ۴ تايعا مجردا لمتغير حقيقي + قيمه في فضاء ¥ لباناخ . 
إذا كان ۴ معرفاً على قطعة مستقيمة [8.ه] فن الممكن تعريف تكامل التابع 
۴ على [ط,ه]. ونعني بهذا التكامل ههاية الجاميع التكاملية : 


n—i 


J FEN (tu41 — t4) 
k=0 
: الموافقة للتجرئات‎ 
4 عد‎ fo < 41 < ... < fp = b, x Et , fx +1] 
عندما يؤول (.: - »)حص إلى 0. نرمز لهذا التكامل (وهو عنصر من‎ 
b 
1 F(1) dit 
باتباع استدلالات قاثل في العديد 9 النقاط » الاستدلالات المتبعة في‎ . 


حالة التوابع ذات القم العددية » نثبت أ ن تكامل تابع مستمر على قطعة 
مستقيمة موجود ؛ وهو قتع زيادة على ذلك بنفس الخاصيات التي قتع مها 
تكامل رمان المعتاد . من بين هذه الخاصيات نذكر : 


1. إذا كان نا تطبيقاً خطياً مستمراً معطى من الفضاء ۲ في الفضاء 2 
فإن : 
لل 


٣ U F(9 dt = U ٣ F(Ndt 


2 إذا كان ۴)۵ من الشكل مر۵)/ حيث () تابع عددي ومر عنصراً 
معطى من ۲ فإن : 


٣ F(t) dt = » f(D dt 


1 F(A dıl < < * | امم‎ ds 


نعتبر من جديد فضاءين نظيميين × 73 وليكن (7 )80 الفضاء 
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الشعاعي المؤلف من التطبيقات المستمرة ا من × في ۲ . يكن أن 
ندخل في الفضاء (۲ ,)80 طوبولوجيا باعتبار اجموعات التالية E‏ 
لر 


Un, = {F: sup زء > ادها‎ 

نلاحظ أن هذه الطوبولوجيا تطابق على الفضاء الجزني : (۲ ,)د من 
(۲ ,)80 » وهو المؤلف من التطبيقات الخطية المستمرة من × في 1» 
تطابق الطوبولوجيا المعتادة على (۲ ,)£ المعرفة بالنظم المؤثري . لتكن 
J = [xo, xo + Ax]‏ قطعة مستقيمة في × . نفرض أن اتتا تطبيفا ما فن 
هذه القطعة في الفضاء (۲ ,)8€ أي أننا ألحقنا بكل نقطة × دل 
(«)5 3 (۲ 80016 يتعلق باستمرار بالوسيط × 3 ل. حینئذ یکن تعريف 
تكامل (×)۴ على القطعة J‏ بوضع : 


«0+ عدة‎ 1 
(14) 1 وام‎ dx = | ERE AGA 
E 0 


(مثل هنا: ×ھ(×۲:۸ + ,»۴ من أجل كل ؛ 3 [0,1] عنصراً من الفضاء 
۲؛ إنه صورة العنصر ×۸ د × بواسطة التطبيق (×14 + م«)) . من 
الواضح أن التكامل الوارد في الطرف الثاني من (14) موجود. وأنه عنصر من 
الفضاء 7 . 

لنستخدم هذا المفهوم لإيجاد تطبيق إنطلاقاً من مشتقه . نعتبر تطبيقاً ۴ 
من × في ۲ له مشتق قوي («“5 على القطعة [×ھ + م« ,م»*] يتعلق 


باستمرار ب × . حينئذ يكون التكامل موس ***" 1 ووا 
لدينا المساواة : 
عدذ +0 
F'(x)dx = F(xo + Ax) — F(xo)‏ ` 1 (15) 
5 0× 


التي تعمم دستور نيوتن ليبنيز . لدينا تعريفاً : 


(1) نقول عن تطبيق ۲ «×:۴ إنه محدود إذا كانت المجموعة (0)# محدودة في + من أجل كل 
جموعة حدودة 2 د13. قد يكون E‏ مستمر غير خطي تطبيقاً غير دود . 
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0+ «دذ‎ 
1 F'(x)dx = 
x0 


n—1 


- صا‎ F(xo + tx Ax) (Ax) (te41 = 14) lim 0 F'(x) (Ax) 
0 مسج‎ 


X« = <0+ I AX ,„,  Axk = (fk, ح‎ tk) Ax 


6 = max (tk+1ı — fk) 
k 


من جهة أخرى» من أجل كل تجزئة للقطعة 1 > : > 0» لدينا: 


اسم 
F(xo + Ax) - F(xo) = Y [F(xo + fx, AX) - F(xo + tx Ax)] =‏ 
k =0‏ 


ادم 
F(x)]‏ - ربيع»)#] لآ - 
k =0‏ 


بفضل الدستور (10) نحصل على : 


n~] 


(16) | ١ [F(x +1) — F(x) — F'(x) Ax«]| = 
k =0 


ألمع)”م - ريده و + ,نم | sup‏ ره - ببعة) 0 اهما > 
k =0‏ 
بما أن المشتق («)“م مستمر وبالتالي مستمر بانتظام على القطعة 
إ«ه + مد,م»] فإن الطرف الثاني من المتراححة 16) يؤول إلى الصفر عندما 
ننقص أطوال الجالات بصفة لامتناهية في تجزئة القطعة [×4 + م×,م×]. وهذا 
يثبت المساواة (15). 


المشتقات ذات الرتب العالية . ليكن ۴ تطبيقاً قابلاً للمفاضلة من × في 
۲ . إن المشتق («) يمثل من أجل كل × د × عنصرا من « ,)ع أي أن 
۴ تطبيق من الفضاء × في فضاء المؤثرات الخطية (۲ ,)ع . إذا كان هذا 
التطبيق قابلاً للمفاضلة فإنه يسمى المشتق الثاني التطبيق ۴ ونرمز له ب “8 
إذن («)” عنصر من الفضاء ((7 ,)2 ,)2ت المؤلف من المؤثرات الخطية 
من × في (3,7)د. لنثبت أن عناصر هذا الفضاء يكن أن تثّل بطريقة 
نقول أن لدينا تطبيقاً ثناني الخطية من الفضاء × في الفضاء 7 إذا 
اتنا بكل ثثانية مرتبة ( ,:<) من × ا بحيث يكون 
الشرطان التاليان محققان : 
1. من أجل كل العناصر ,× ,د×,×,ر× من × ومن أجل العددين » وم 
لدينا : | 
B(axı + Bx2,x1) = 08), x1) + BB(x2, x1)‏ 
B(x, ax1 + Bx?) = a 8)», x1) + B B(x, x2)‏ 
2. يوجد عدد حقيقي 24 بحيث : 
عدا ٠‏ اعداا B(x, xl > Mm ٠‏ )17( 


وهذا من أجل كل × وَ#* في . 


يعني الشرط الأول من هذين الشرطين أن التطبيق 8 خطي بالنسبة لكل 

متغير من المتغيرين × و * ؛ ومن الواضح أن الشرط الثاني يكافىء استمرار 8 
بالنسبة لمجموعة المتغيرين . 

يسمى أصغر الأهداد 86 الحققة للشرط (17) نظم التطبيق الثنائي. الخطية 
8 ونرمز له ياها. 

تعرف العمليات الخطية على التطبيقات الثنائية الخطية كلمعتاد وتقتع 
بالخاصيات المعتادة. وبالتالي فإن التطبيقات الثنائية الخطية من × في ۲ 
تشكل هي ذاتها فضاء شعاعياً نظا نرمز له ب B(X2, Y)‏ . إذا كان 
الفضاء ۲ تاماً فإن (8)82,7 تام أيضاً . 
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يمكن أن نلحق بكل عنصر 4 من الفضاء ((1,)1,7) .عنصراً من 
(,8)1]2 بوضع : 
B(x, x) = (4x)x’ ٠‏ (18) 
من الواضح أن التطبيق المعرف بهذه الطريقة خطي. لنثبت أنه 
ايزومتري أيضاً وأنه يطبق ((۲ .»)£ ,ا)د على الفضاء (8)32,7 بأكمله . 
ذلك أنه إذا كان '×(×4) = ”+ ,)8 در فإن لدينا : 


اا ٠‏ اعا ٠‏ الما > ادا ٠‏ اعا > ارا 


(19) lal > لما‎ 


من جهة أخرى إذا كان تطبيق ثناني الخطية 8 معطى فإن التطبيق 
4x(×' = B)x, ×‏ )+× هوء من أجل كل × د × مثبت » تطبيق خطي 
من × في ۲ . 


وهكذا نلحق بكل × د × عنصراً ×4 من الفضاء (۲ ,)يه ؛ من الواضح 
أن ×4 يتعلق خطياً ب × وهو ما يجعل التطبيق الثنائي الخطية 8 يعرف 
عنصراً 4 من الفضاء ((3,7),#). يتضح بالإضافة إلى ذلك أن 
التطبيق 8 يكن إيجاده ثانية انطلاقاً من 4 بواسطة الدستور (18) وأن : 
B(x, x) > lal ٠ xl‏ ا up‏ = ددم )ا ۳ = أاعدها 
xlis1‏ 


lx l<1 
٠. 


ومنه : 


أها > الما )20( 


يمقارنة (19) و (20) ستخلص اها = ا4ا. وهكذا فإن التطبيق بين 
(۲ ,)8 و ((۲ ,)£ ,)ص المعرف بالدستور (18) تطبيق خطي وايزومتري 
وبالتالي تقابلي . بالإضافة إلى ذلك فإن صورة الفضاء ((16,2)1,7) هي 
(¥ ,8)2 يأكمله . ش 


كنا رأينا بأن المشتق الثاني()” عنصر من الفضاء ((۲ .)2 ,10 )ص . ما 
سبق نلاحظ أنه يمكن اعتبار («)”5 كعنصر من الفضاء (۷ ,8)×2 . 
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a 


نعتبر مثالا بسيطاً . ليكن × و۲ فضاءين إقليديين بعداها : و« على 
التوالي . في هذه الحالة يكن إعطاء كل تطبيق خطي من × في ۲ في شكل 
مصفوفة ذات ۸ سطراً وم عودا. إذن فإن المشتق («)م للتطبيق ۴ من × 
في ۲ مصفوفة (تتعلق ل × د *) . إذا اخترنا أساسين لا و۲ »2 مثلاً: 
Em‏ ... و81 ف X‏ و 000 ٤‏ 14 
نحصل على : 


X= X1 € + X2 €2 + ...+ Xm Em ىا‎ YJ = yy f + y2 f2 + ... + و‎ 


Jı = F(X1, ..., Xm) 
Jp = Fn(xı .. Xm) 
و‎ 
Oyı Oy Oyı 





Ox Ox» ” OXm 


ويكون المشتق الثاني ا معرفاً في هذه الحالة باجملة المؤلفة من 
ص x‏ ص عام مقداراً: وت ييه يمكن اعتبار هذه الجملة كتطبيق 
خطي من الفضاء × في الفضاء (۲ ,)£ معرف بالدستور : 
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Dkj Qdk,ij Xi 


i 


m 
Jy» = 3 © زنع‎ Yi Xj 


ij=1 
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من الطبيعي أن ندخل مفهوم المشتق الثالث والرابع وبصفة عامة المشتق 
من الرتبة « لتطبيق ۴ من × في ۲ وذلك بتعريف المشتق من الرتبة م 
بالتدريح كمشتق للمشتق من الرتبة (1 - «). وبالتالي يتضح أن المشتق من 
الرتبة م« للم عنصر من الفضاء ((..(۲ ,)2 .... ,16)ص ,)ص .0 باتباع 
الاستدلالات المعتبرة في دراسة المشتق الثاني ستطيع أن نلحق بصفة طبيعية 
بكل عنصر من هذا الفضاء عنصا من الفضاء (8)60,7 المؤلفة من 
التطبيقات ال ۸- خطية من × في ۲ . ونعني بتطبيق « - خطي تطبيقاً 
(0بد,... , مد )لز بر بين امجملة المرتبة (0*0.... , #د, #د) عناصرها في × 
وبين عناصر ۲ » #قتع بالخاصيتين التاليتين : 


1 يجب أن يكون هذا التطبيق خطيا بالنسبة لكل متغير × عند تثبيت 
المتغيرات الأخرى . 


IN, x", .., xl > ادا مه‎ ٠ مدا‎ |... xel 2 


وهكذا يتضح أن المشتق من الرتبة « لهذا التطبيق ۴ يكن اعتباره عنصراً 
من الفضاء (¥ N)”,‏ 


و التفاضليات ذات الرتب العالية . كنا عرفنا التفاضلية (القوية) لتطبيق 
۴ كصورة لعنصر 8 د × بواسطة المؤثر الخطي (×)۴ » أي «(«) = ۵۴. 
نعرف التفاضلية من الرتبة الثانية ل بالدستور : (8,8) (»)”۴ = 2۴ل أي 
بمثابة العبارة التربيعية الموافقة للتطبيق («" 3 (7 ,8)×2 . بصفة عامة 
سمي تفاضلية من الرتبة م ل" العبارة (2.... ,ط,8) )امم = م مل أي 
المدوزة في ۲ لعنصر (۸... ,«,ظ) 3 × ×... ×× ="× بواسطة التطبيق 
Fx)‏ . 


0. دستور تايلور. تعني قابلية تطبيق م للمفاضلة القوية أن الفرق 
(«)5 - (۸ +٭)۴ يكن تفكيكه إلى جموع حدين أومما خطي بالنسبة 
له وثانهما لا متناهي الصغر من رتبة عليا بالنسبة ل|8|. تعمم. هذه 
النتيجة في شكل يتور عائل. لناستور, تايلور الخاض بالتوايع العددية . 
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٤ 


انظرية 2. لیکن ۴ تطبيقاً من مفتوح 0 د× في ۲ بحيث يكون ۴٣١۸×(‏ 


موجودا ويمثل تابعا ل × مستمراً بانتظام على © . عندئذ تتحقق المساواة : 

2D F(x + h) - F(x) = F'(x) h + 3 F"(x) (h, h) + ... 
+ 1 )مر‎ (h, ..., h) + (ظءد)ه‎ 

حيث : (ا۸ا) 0 = الم x,‏ )ھا 

البرهان . نعتمد البرهان بالتدريج على ”. من أجل 1= ” نرى أن المساواة 
(21) بديهية . نعتبر قيمة كيفية ل« ونفرض أن الدستور الذي نحصل عليه 
من (21)» بتعويض ۸ ب1- م ححيح من أجل كل التطبيقات التي تحقق 


شرو النظرية بعد استيدال انلاب م حينة باعتيان التطبيق “7 يكون 
لدينا : 


(22 F'(x + h) = F'(x) + F"(x) h + )"جر‎ (h, h) + ... 


j F(x) (h, ..., h) + (x, ) 


E 
=D 


حيث : (7"ا۸ا) 0 = الط ,«)رها. بكاملة طرفي (22) على القطعة 
[8 + × ,×] وبتطبيق دستور نيوتن -ليبنيز (15) نحصل على : 


(23) F(x + h) - F(x) = ا‎ F'(x + th)hdt ع‎ 
0 
= {F'(x) + tF"(x) h + 2 F'"(x) (h, h)+ 
1 


70 TET tr~l1 F(D(x)(h, ..., h)}h dt + R, 


1 
٠. Rn = 1 ®(X, th)h dt : حيث‎ 
0 
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: من (23) نستنة نستنتج أن‎ 
F(x + h) - F(x) = F'(x)h + 2 1F" (h, h) +. 


F(x) (h, ..., h) + R, 


= 


حب : 


IR,l< ,يها‎ th)l ٠ lal dr = o (lhl) 


ای سان الط 


يسمئ الدستور (21) دستور تايلور الخاص بالتطبيقات . 


5. مسائل القيم القصوى 


- من أقدم المسائل التي أهتم بها التحليل التابعي غير الخطي ودرسها أكثر 
ص غيرها هي مسألة القم التصويي للتابعيات . إن دراه مل هذه المسائل 
التغيرات بالشكل الخاص للتابعية التي رغ اهرطق تيا ال٠‏ 
وعلى كل فإن هناك كيفيات ونتاج عامة يكن صياغتها من أجل تابعيات 
اختيارية شبياً . إننا لاننوي هنا عرض الطرق التغيّرية عرض شاملاً بل 
سنكتفى بدراسة موجوزة لبعض عناصر النظرية العامة التي يعتمد علا 
خسان اشرات 


1. الف وي E‏ 
فضاء × لباناخ . نقول أن التابعية ۴ تقبل عند النقطة 0« قيمة صغرى إذا 
تحققت التراححة 0 < »)م - («)م من أجل كل القم × الجاورة بكفاية 
اة هوف اة الي اة ب هة مافلة ا قلت اك هة 
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۴ عند النقطة ,× قيمة صغرى أو قيمة عظمى فإننا نقول أن لما قيمة 
قصوى0 . 
ترد العديد ٠‏ من المسائل الفيزيائية والميكانيكية إلى البحث عن اقم 
يه 
قصوى » وهو : إذا قبل تابع قابل للمفاضلة ؟ عند النقطة (0....,!<,'»«) = وب« 
قيمة قصوى فإن لدينا 0 - /ق عند هذه النقطة وهذا يعني أن : 


Of £ Of 2 
Ox Ox Ox" 


تمتد صلاحية هذا الشرط سبولة إلى التابعيات المعرفة على فضاء نظيمي 


نظرية 1. لكي تقبل تابعية قابلة للمفاضلة م عند النقطة م« قيمة قصوى 
يجب أن تكون تفاضليتها عند هذه النقطة منعدمة من أجل كل #: 


F'(xo)h = 0 


البرهان . من تعريف التفاضلية يأتي : 
F(xo + h) — F(xo) = F'(xo)h + 0(h)‏ )1( 
إذا وجد ۸ بحيث 0 + ۸ ۴٣)»‏ فإن اشارة العبارة : (00.۸ + (4۸) ۴')xo(‏ 
تطابق اشارة جزئها الرئيسي (0.8 »)۴ من أجل قم ۸ الحقيقية الصغيرة 
بكفاية . ولا كانت (5“")«0 تابعية خطية فإن «(م<)'328 = (0.8 00م 
وبالتالي إذا كان 0 + ۸ (»)۴ فإن العبارة (1) يمكن أن تأخذ من أجل قم ر 


۸ صغيرة بكفاية » قا موجبة وقيها سالية وبالتال فإنه لايمكن أن تكون لي 
قيمة قصوى عند النقطة. × . 


نسوق هنا بعض الأمثلة . 
«) يقال أيضاً قيمة حديّة (المترجم) . 
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1:- لتكن : 
b‏ 
f(t, x() dt‏ | = مم 2( 
عوك ا ا ا .إن هيده اا ا عل 
الفضاء [ط ٤],‏ المؤلف من التوابع المستمرة على القطعة [6,5] تقبل 


F(x + h) - F(x) = ٣ [f(t x + h) — f(t, x) dt = 


1 


1 f, (tx) hS) dt + OCH) 


dF = ٣ f(t, x(D) h() dt 


إذا كانت هذه التابعية الخطية منعدمة من أجل كل ۸ 3 [ط,ه]٤‏ فإن : 
0= (× ۴)4 . ذلك لأن» من أجل كل 0)« 3 [5,ه]© » يكون المشتق 
۶)٤ «(‏ تابعا مستمرا ل . إذن » إذا كان هذا المشتق عخالفاً للصفر..عند نقطة 
م » مثلاً إذا كان 0 < (400)* ,0)ج/ فإن هذه المتراححة تتحقق أيضاً في جوار 
(8,) للنقطة م . وبالتالي بوضع : 


[8ءه] © 1غ , ]| = ام 
[0 .ه] tE‏ , 0 
نحصل على : 


١ Jfx(t x) h(t) dt > 0 


من" التناقش الحضل: عليه تتح -مقولتنا .إن العادلة 0و 
تعرف » عوماء منحنياً يكن أن تكون للتابعية (2) عليه قيمة قصوى . 


2< نعتبر على نفس الفضاء [4,5]© التابعية : 
b b‏ 
ديه dËı‏ )»د x(Ë)‏ (5 .5ك | 1 1 1 = F(x)‏ 5 


622 


حيث (رة,رة) تابع مستمر يحقق الشرط ,)5 = (رية,,)* . من السبل 
التأكد من أن تفاضلية هذه التابعية نساوي : 


b bb 
ar =2 ٣ Kı, )د‎ <)5,( H(Ë») dı ds 


إذا كانت هذه العبارة منعدمة من أجل كل « 4,813]© فإن اتباع 
الأستدلال الوارة-ى القال. السابق يبن أن : 


1 K(Ëı, Ë») x(Ë) ريه‎ = 0 


وهذا من أجل كل رج 3 [ط,ه]. يثل التابع 0= × حلاً من حلول هذه 
المعادلة . هل هناك قيمة قصوى عند هذه النقطة؟ إن الجواب عن هذا 
السؤال مرتبط بالتابع (ية,,)5 ويتطلب دراسة أكثر عقا . 


b 
(4 ro = | f(t x(D, x'(0) dt 


المعرفة على الفضاء [16,5© المؤلف من التوابع القابلة للمفاضلة باستمرار 
على القطعة [8,ه]. لدينا هنا كا = )"+ و 0+ ,+ ,4 تابع قابل للمفاضلة 
مرتين . تلعب التابعية (4) دور هاما في العديد من المسائل التي تطرح في 
حساب التغيرات . لنبحث عن تفاضليتها . 


: باستخدام دستور تايلور يأتي‎ 
F(x + h) - F(x) = ! [f(t x + h,x' + h') — f(t, 1 


3 (fh + f ٠١ جنل كم‎ 0 (lal) 


حيث ۸| يمثل نظي التابع « المعتبر كعنصر من الفضاء [ط ,ه]"٥‏ . وهكذا 
فإن الشرط اللازم لكي تكون للتابعية (4) قيمة قصوى هو أن تتحقق العلاقة : 
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(5 ش‎ r= (f, < h + f < h)dt =0 


نلا حظ أن الشكل التكاملي (5) لهذا الشرط غير مستحسن للبحث عن 
النقطة عر 3 [ظ C!]4,‏ التي تبلغ عندها ۴ قيمة قصوى . لنرد إذن (5) إلى شكل 
أفضل وذلك بالمكاملة.بالتجزئة0 .ا لحد ٠‏ ١إ‏ في (5) . فحصلل عندئذ على : 


0 0 0 4 
ا‎ fie < hr dt = fe < | - | م١‎ fxr dt 


b‏ ف 
0= أ I) har + fe‏ وى | مه 5 
يجب أن تتحقق هذه المساواة من أجل كل 8 با في ذلك تلك التي 
تحقق الشرط 0 = (ط)۸ = (6) . وبالتال : 
b‏ 
O - nar =o‏ [ 


وهذا من أجل كل ۾ تحقق : 0 = (ط)۸ = (ه) . بالاستدلال بطريقة المثال 1 
ينتج أن : 

fe = f =0‏ ا 02 
فتصبح المساواة (6) عندئذ: 


3 
hi =0 


a 


(8) fx 





إذا كانت التابعية (4) معتبرة على جموعة كل 'التوابع القابلة للمفاضلة 
باستمرار × والمعرفة على [4,5ه]» نستطيع اختيار ۸ بحيث يكون 0 = (ه)ط 
و0 + (8)68 وبذلك تعطي المساواة (8): 


(1) ينبغي أن نبرر أيضاً هذه العملية لأن وجود المشتق “+ الظاهر في العبارة .ي٠‏ غير وارد 
فرضا. بهذا الصدد يكن الرجوع لي كتاب في حساب التغيرات 
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(9) ش‎ f 








(0) : fe 


وهكذا يأتي من الشرط () (أي من انعدام تفاضلية التابعية) أن التابع × 
الموافق لقيمة قصوى للتابعية (4) يجب أن يحقق المعادلة التفاضلية () 
والشرطين الحديين (9) و (10) . إن الحل العام لمعادلة تفاضلية من الرتبة الثانية 
تحوى ثابتين اختياريين ولدينا بالضبط شرطان حديان یکنائنا من حساب 
هذين الثابتين . 


2. التفاضلية الثانية . شروط كافية لوجود قيمة قصوى . لنعد إلى البحث عن 
القيم القصوى لتابع ذي « متغيراً . ليكن (م×.... ,»)ل تابعاً يحقق عند النقطة 
8« .... , ) الشرط 0 = ترق. عندئذ لمعرفة ما إذا كان التابع ۶ قابلاٌ أم لا 
لقيمة قصوى عند هذه النقطة يجب» كا نعلمء اعتبار التفاضلية الثانية 
لم. لديناء على وجه التحديد» الخاصيتان التاليتان : 


1. إذا قبل التابع (م٭×... f),‏ عند نقطة ( × , ا( قيمة صغرى 
(عظمى على: التوالي) فإنه يحقق عند هذه النقطة الشرط 0 < ره (0 > /42 
. على التوالي) ٠‏ 
2 إذا حقق التابع <s Xn)‏ تار عند نقطة (0«,..., )x‏ الشرطين : 


. 2f 
2f مستي‎ AEE 2 0 يه‎ 
df PT E df = 0 


(شريطة ألا تكون كل العناصر ,×ل منعدمة) فإن ثم يقبل عند هذه النقطة 
قيمة صغرى (عظمى في حالة 0 > 2۴ء على. التوالي) . 
نقول بإيجازء أن وجود قيمة صغرى يتطلب أن تكون التفاضلية الثانية 
غير سالبة » ويكفي أن تكون معرفة موجبة. 
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لر الآن كيف يكن تمديد صلاحية هذه النتا إلى التابعيات المعرفة على 
فضاء لباناخ . 


نظرية 2. لتكن ‏ تابعية حقيقية معرفة على فضاء ‏ لباناخ » نفرض آنا 
تقبل في جوار لنقطة × مشتقاً ثانيا مستمراً. إذا قبلت هذه التابعية عند 
النقطة م« قيمة صغرى فإن 0 < (م»)۴ 0002 . 


البرهان . من دستور تايلور ينتج أن : 
(h, h) + 0 (lhl?)‏ مر ر + F(xo + h) — F(xo) = F’(xo)h‏ 

إذا قبلت التابعية ۴م عند النقطة م« قيمة صغرى فإن 0 = ۴')xo(‏ 

وكتب: المسناواة7السابقة. غل: الشكل:ء 
(lal)‏ 0 + رط F(xo) = / F”(xo) (f,‏ — ا وم (11) 

إذا وجد عنصر م بحيث : 

F"(xo) (h, h) < 0‏ )12( 
فإنه توجد عناصر ۸ تحقق الشرط (12) وها نظم صغير بالقدر الذي 
نريدء ذلك لأن : (۸ ,۸) )”25م = (۸ ,۸ع) ۴٣)»‏ . ثم نلاحظ أن اشارة 


العبارة (11) تعرف باشارة الحد (۸.۸) (م«)” < عندما يكون نظم ۸ صغيراً 
بكفاية . وبالتالي : 


(h, h) + 0 (IRI) < 0‏ وى" 3 = F(xo)‏ - را + F(xo‏ 
أي أن التابعية ۴ لاتقبل قيمة صغرى عند م×. 


إن النظرية المثبتة تعد تعمي مباشرا للنظرية المائلة ها المتعلقة بالتوابع 
المتعددة المتغيرات . أما بخصوص الشرط الكافني فإن الأمر يختلف .فالشرط 


(1) تعني هذه المتراحة أن 9< (۸.۸) »)۴۳ من أجل كل ۸. 
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0 < (8,8) ,)”م الذي يكفي » ؟] ذكرنا» لوجود قيمة صغرى ف حالة تابع 
ذي « متغيراً يصبح غير كاف في حالة التابعيات المعرفة على فضاء لباناخ 
عدو كيو مد ر ا نيبيطلا كن اة : 


F(x) = ا‎ 


n =1 n=l] 
0 المعرفة على فضاء طيلبرت . إن التفاضلية الأولى لمذه التابعية عند النقطة‎ 
2 منعدمة ؛ ثم إن تفاضليتها الثانية عند هذه النقطة تساوي السلسلة ج ل‎ 
أي قثل تابعية معرفة موجبة. ورغم ذلك فإن التابعية م لاتقبل 'كيئمة‎ 
000 0, ...( = - >0 صغرى عند النقطة 0 لأن 50-0 و‎ 


وهذا ٠‏ يعني أن كل جوار ا و( هو ا و 
F(x) < F(0)‏ . 


ندخل المفهوم التالي. نقول عن تابعية تربيعية 8 أنها موجبة بقوة إذا 
وجد ثابت e‏ > 0 بحيث 2أداء < (× ,»)8 من أجل كل ×. 
نظرية 3. إذا حققت تابعية م معرفة على فضاء × لباناخ الشرطين : 

dF(xo) = 0 (1 

© )42 تابعية تربيعية موجبة بقوة. 
فإن هذه التابعية تقبل عند النقطة م« قيمة صغرى . 
البرهان . نختار م > 0 بحيث يحقق المقدار (0018/2 الوارد في المساواة (11) 
الشرط : 4|812 > /(0)1812 من أجل > 81|. عند 

F(xo + h) - F(xo) = ر‎ F"(xo) (h, h) + O(lhl) > اما‎ >0 

وذلك من أجل ع > الذؤاا. 


تكون تابعية تربيعية موجبة بقوة في فضاء بعده منته إذا وفقط إذا 
كانت معرفة موجبة ؛ ولذا نجد أن الشرط القائل بأن التفاضلية الثانية معرفة 
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موجبة (زيادة على انعدام التفاضلية الأولى) شرط كاف لكي يقبل التابع 
قيمة قصوى . أما في فضاء بعده غير منته فإن الشرط القائل بأن التفاضلية 
الثانية موجبة بقوة شرط أقوى من الشرط القائل بأن هذه التفاضلية معرفة 
موجبة (يبين ذلك المثال الوارد أعلاه) . 


إن شرط الإيجابية القوية للتفاضلية الثانية » وهو الشرط الذي يضمن 
وجود قيمة صغرى » شرط مفضل عن غيره لكونه يقبل التطبيق على كل 
تابعية تقبل المفاضلة 0 (بغض النظر عن شكلها) على فضاء لباناخ . 
نلاحظ من جهة أخرن أن هذا الشرط «خشن» ومن الصعب التأكد منه في 
حالة تعتبر هامة من الناحية العملية . نثبت في حساب التغيرات شروطأ 
كافية اقل «خشونة» من الشرط السابق: تضمن وجود القم القصوى (وذلك 
باستخدام الشكل الملموس للتابعيات التي تظهر في مسائل حساب 
الوا د ل هذه الال جار إطار هذا الات 


8. طريقة نيوتن 
هناك زق ن لحل الفا د ات الک 
9 = ودار 00 


(حيث /, تابع عددي لمتغير عددي » معرف على القطعة [ط ,ه]) هي طريقة 
نيوتن (أو طريقة الماسات) ل الو ل 
التوالية لحل بواسطة دستور التدرج: 


(xa)‏ ش 
Xn+1 >> Xn fC)‏ 2( 





(كتقريب ابتداني م« نأخذ نقطة اختيارية من القطعة المستقيمة المعرف 
عليها التابع ۶) . أما التفسير المندسي لمذه الطريقة فيوضحه الريم 24 
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Xo X XK? 


الرسم 24 


يمكن البرهان على أنه إذا كانت *× تمثل الجذر الوحيد للمعادلة (1) على 
القطعة [ط ,ه] وكان التابع ۶ قابلاً على هذه القطعة لمشتق أول غير منعدم 
ولشتق ثان محدود فإنه يوجد «حقل جاذبية لهذر *×» أي جوار للنقطة *× 
بحيث تكون المتتالية (2) متقاربة نحو *× من أجل كل نقطة مد من هذا 
الجوار . 
ستطيع تعميم طريقة نيوتن إلى المعادلات المؤثرية. نعرض هنا هذا 
التعميم باعتبار معادلات في فضاء لباناخ . 
يعبر المعادلة : : 
F(x) = 0 :‏ )3( 


حيث ۴ تطبيق من فضاء لباناخ × في فضاء لباناخ ۲ . نفرض أن 
التطبيق ۴ يقبل المفاضلة بقوة في كرة (8)«*..7 نصف قطرها م (نأخذ 
مرکزها م كتقريب ابتدائي لحل المطلوب) . بتعويض العبارة («)5 - (۴)×۵ » 
کا هو الحال في فضاء بعده 21 بجزئها الرئيسي أي بالعنصر : 


(× - و×) م » نحصل من (3) على المعادلة الخطية : 
F'(xo) (xo — x) = F(xo)‏ 
التي يكن اعتبار حلها : 


xı = xo — [F'(xO]-1 F(x) 
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کتقر یب يلي م« لحل الدقيق × للمعادلة (3) (نفرض هناء بطبيعة الحال» 
وجود المؤثر -[(م»)۴]) . باتباع نفس الاستدلال نحصل على المتتالية : 


(4) xn +1 = Xn — F'(xn)]-! (F(xa)) 


المؤلفة من الحلول التقريبية للمعادلة (3). نشير إلى أن البحث عن المؤثر 
المقلوب 1-[(م»)۴] قد يشكل صعوبة كبيرة في الفضاءات ذات الأبعاد غير 
المنتبية . ولهذا يستحسن استخدام طريقة نيوتن المعدّلة (راجع [27,28) . 
ويقثل هذا التعديل في تعويض المتتالية (4) بالمتتالية : 

(5) Xn +1 = xn — [F'(xo)]-' (F(*”)) 


نرى في هذه الحالة أن المؤثر المقلوب يؤخذ في كل مرة من أجل نفس 
هذه الطريقة مفضلة عن غيرها في الحسابات العملية . 


لنقدم الآن نصا متيتا للنتيجة التي نرمي إليباء وكذا لبرهاخها . 


نظرية 1. لیکن ۴ تطبيقاً قابلاً للمفاضلة بقوة في كرة (ء ,»)8 مركزها م 
ونصف قطرها +؛ نفرض أن مشتقه (»)۴ يحقق في هذه الكرة شرط 
مبشيتر : 
أأود - Lx,‏ > الود)”م - IF'(x”)‏ 
نفرض أن ۱-[(۴)×۵] موجود » وليكن : 


=l[F’(xol-' F(xo)l 3 M = I[F’(xo)]- 1‏ م و .h= MkL‏ 
عندئذ إذا كان ج > 8 في الكرة :4 > ال -×اء حيث ,؛ ثل أصغر 
جذري المعادلة 1-0 + م ۸۲ » فإنه يوجد جذر وحيد *× للمعادلة 
0 - «"# » ثم إن المتتالية [,*] المعرفة بدستور التدرج (5) متقاربة نحو هذا 
لحل . 
البرهان . نعتبر في الفضاء × التطبيق (×)۴ 1-[(0<)'”] - × =×4 . إن 
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مشتقه القوي منعدم عند النقطة مد. يحول هذا التطبيق الكرة 
k6‏ > أمد - اا إلى الكرة نفسها. ذلك أن : 


Ax — xo = ساعن‎ xo — -زز:<)"”7]‎ 1 F(x) = 
= [F'(x0]7! { F'(xo) (x — xo) — F(x) + F(xo)— 
- [F'(xo)]-' F(xo) 


0 وبالتال‎ 
دما‎ xol > ا‎ ]م”)دءمزز<١‎ I. IF’(xo) (x - xo) - F(x) + F(xo)l + 


+ I[F’(xo)]-1 F(xo)ll 


: ي‎ 
(6 l4x - xol > MÎ F’(xo) (x — xo) = F(x) + F(xo)l + ع‎ 9 


نعتبر التطبيق الوسيطي 0< - ×) ۴')×o(‏ - ۴)۵ - (٭)۴ = )© . إنه 
يقبل المفاضلة ومشتقه يساوي (#“ - (٭)'۴ = (»). إذا کان 
kto‏ < أمعد lx‏ فإن لدينا التقدير التالي : 


F'(xol > Lx — xol = Lto k‏ - ”م | = اها 
من نظرية المتوسط (الدستور ()» 18) ينتج أن : 
قاط > Lok lx - xol‏ > 0)0 - مها = ال( ھا @ 
إذن إذا کان ۸م > أ« - ءا فإننا نحصل من 6) و (7) على : 
xol > MLE k? + k = k(M Lf k + 1) = k (ht + 1) = kto‏ - جرم | 
وهذا يعني أن التطبيق 4 يحوّل الكرة مإ > ام× - »ا إلى الكرة نفسها . 
لنثبت الآن بأن 4 تقليص لمذه الكرة. من أجل. م > اود - بدا لدينا : 
A'(x) = I — [F'(x0] -1 F'(*) = [F'(xo)] -1 (F'(xo) - F'(x))‏ 


3 ومنه‎ 
la'l > )"امه‎ — Fel > M Lx — xol > M Lkto 
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إلا أن ؛ يمثل أصغر جذرئ المعادلة 1-0 +ع 2ط أي : 
#8 حطالل! _ م . ولذا : 
لوي "تجتحا تلح MON Era gE‏ و 


دم 


ومنه : 
ايد - ×ا ج > چ4 - 4| 
وبالتال توحد نقطة صامدة *× وححيدة للتطبيق A4‏ ن الكرة : 
lx — xo < kf‏ . وتحقق هذه النقطة : 
x* = x* — [F'(xo)] 7! F(x*)‏ 
أي : : 
F(x*™) =0, ۰‏ 
من جهة أخرى : 
AXn = Xp ~— [F'(xo)l7! F(xn) = Xnr1‏ 
وبالتالي» وبفضل مبدأ التقليص» فإن التتالية (,*) متقاربة نحو *×. 
نتج من امتراحة (8) مباشرة التقدير التالي الخاص بسرعة تقارب 
طريقة نيوتن المعدلة : 
Tg F(0 1 F(xo) lÎ‏ > لعير - lx,‏ )9( 
وهكذا يتضح أن خطأ طريقة تيوتن المعدلة يتناقص كمتوالية هندسية . 
نشير أخيراً» للمقارنة » إلى أن طريقة نيوتن المعتادة (التي تمثل في تعريف 
التقريبات المتوالية بالدستور (4) بدل الدستور (5)) تتقارب بسرعة تفوق 
سرعة المتوالية اطندسية : لدينا: بخصوص هذه الطريقة : 


lx, — x*| < سل‎ GR" -1. + 
2r 1 


مثال . نعتبر المعادلة التكاملية غير الخطية: 
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(10 x%(s) = | K(s, tf, x(t)) dt 


حيث t,1)‏ ,ى) >1 تابع مستمر وقابل للمفاضلة باستمرار . ندخل التطبيق 
(«)م دير المعرف بالمساواة : 


٣ K(s, 7 x(0) dt‏ - (5)< = (و)بر 


عندئذ نكتب المعادلة (10) على الشكل 0= (×)۴ . 


ليك زع ا ااا لحل هذه المعادلة. حينئذ يكون التصحيح 
الأول : م - ,× = (ء)×۸ معرفا بالمعادلة : 


(11) F'(xo) Ax = — F(xo) 


إذا كان التابع (» ,ا ,)× والفضاء الذي نعتبر فيه المعادلة (10) بحيث يكون 
المشتق (*«”"5 للتطبيق ۴ معيناً بواسطة «الاشتقاق تحت رمز المكاملة» أي إذا 
6 

ل * 


2= F'(xo)x 
: وهذا يعني أن‎ 
(5و)2‎ = x(s) — ٣ K'„(s, t, xo(%)) x() dt 
: فإن المعادلة (11) تكتب على الشكل‎ 


b 
(12) Ax(s) = | K',(s, f, )م‎ Ax(t) dt + Qo(s) 


b 
)ر‎ s( = | 20 7 xo()) dt - ×0) 8( 
. بطريقة ماثلة يمكن أن نجد التصحيحات الموالية‎ 
وهكذا فإن البحث عن كل تقريب موال يرد إلى حل معادلة تكاملية‎ 
خطية . باستعال طريقة نيوتن المعدلة نلاحظ أن كل المعادلات التكاملية‎ 
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الخطية التي نحصل عليها بهذه الكيفية لما نفس النواة . يكن للقارىء الراغب 
في المزيد من التفصيل حول طريقة نيوتن والمسائل المتعلقة بها الرجوع إلى 
الكتاب [28] وكذا المقال [27] لل .ف . كانتوروفيتش L.V. Kantorovitch‏ 
الذي توصل إلى النتاح الأساسية المتعلقة بتوسيع طريقة نيوتن إلى المعادلات 
المؤثرية . ش 
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تكملة 


جبور باناخ 


بقم :ف مم . تبخوميروف (V.M. Tikhomirov)‏ 


أهتممنا فى الفصل الثالث من هذا الكتاب بدراسة الفضاءات 
القذاعية و ا فا ا ميقا هاما يالاات الا وو 
المؤلف من فضاءات باناخ . نريد من خلال هذه التكملة دراسة جبور باناخ 
أي فضاءات باناخ التي عرف فيها ضرب العناصر في بعضها البعض . إن 


تواجد علية الضرب إلى جانب بنية الفضاء الشعاعي وبنية الفضاء المتري» 


مد جبور باناخ بعدد وفير من الخاصيات البارزة. ٠‏ 
8. تعاريف . أمثلة لجبور باناخ 


1. جبور باناخ . تشاكل جبور باناخ . نذكر أننا نسمى فضاء شعاعياً كل 
جموعة غير خالية مزودة بعمليتين» تسميان المع والضرب في عدد تحققان 
الثاني مسلات الواردة في 18 من الفصل الثالث . 


تعريف 1. يسمى فضاء شعاعي × جبرا إذا زوّد بعملية ثالثة تسمى الضرب » 
وتحقق المسلات التالية : 


(xy)z = x(yz) .1‏ 
2 2<« لابن« = (ج + ر)× 23 + ر = 2(x*‏ +ر) 


a (xy) = (ر)× = ر(×م)‎ .3 
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4 إذا وجد عنصر 6 3× بحيث × x=‏ = »ع من أجل كل X3 x‏ 
نقول أن م وحدة الجر × وَأن ع1 جبر ذو وحدة0 . 

5. إذا كان الضرب تبديلياً أي إذا حقق المسلمة : عير = برد فإننا نقول بأن 
X‏ جير تبديلي . 

gE NSE Ca 
ستكون كل الجبور المعتبرة في هذه التكملة جبوراً على الحقل © للأعداد‎ 
. العقدية‎ 


كنا أدخلنا ف 6 من الفصل الثالث مفهوم الفضاء النظيمي » أي 
الفضاء الشعاعي المزود بنظيم اعداا يحقق المسلات الثلاث الواردة ف البند 
1» 38» الفصل 3. 


تعريف 2. يسمى فضاء نظيمى 2 جيرا نظيمياً إذا كان جيرا له وحدة 


ويحقق المسلمتين : 
lel - 1 .6‏ 


7. ارا ٠‏ اء > ارا 

إذا كان جبر نظيمى ×» زيادة على ذلك» تاماً (أي إذا كان فضاء 
لباناخ) فإنه يسمى جبر باناخ . 

سمى تطبيق ۲ +× :۴ تائلاً من الجبر × في الجبر 8# إذا حقق 


: الشروط‎ 
(1) F(x+ y) = E+ بر‎ 
(2) F(ax) = a Fx 


23) F(xy) = Fx. Fy 


(1) نلاحظ أن وحدة جير وحيدة دوماً لأنه إذا كان '» عنصا يقتع بالخاصية (4 فإن : 


ee’ =e= e’ 
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نقول عن جبرين ‏ و۲ إنہما متشاكلان إذا وجد تطبيق تقابلٍ ۴ من 
× على 87 يحقق الشروط الثلاثة السابقة 

نقول عن فضاءين نظيميين ‏ و۲ إنهما ايزومتريان إذا وجد تطبيق 
تقابيل ‏ ب :۴ يحقق الشرطين (1) و (2) السابقين ويحقق أيضا المساواة : 


1 Fxly 5-8 xx 


مو نقول عن جبرين ا ل 28 هما متشاكلان ليزومتريا إذا 
و باعتبار ھا 006 نظيميين . 


1. الحقل © . تمثل الأعداد العقدية إء) أبسط مثال لجبر باناخي وذلك عند 

إدخال نظم بالدستور. 
(ن بع )z=‏ 2ر + x2‏ = ادا = ادا 

تشكل الأعداد العقدية حقلاً نرمز له ب©. نلاحظ أن علية القسمة 
معرفة من أجل كل عناصر © عدا الصفرء أي مقلوبة علية الضرب . سنبين 
في المستقبل أن © هو الجبر النظيمي الوحيد الذي تع ببنية الحقل . 
8 احير ٠6‏ لیکن ۴ قضاء طوبولوجيا لموسدورف متراضا ‏ ترمن به 
إ٤‏ للفضاء الشعاعى المؤلف من مموعة التوابع العقدية المستمرة )× المعرفة 
على 7 والمزود بالعمليتين المعتادتين : جمع تابعين وضرب تابع في عددء 
وبالنظم : 


ا9 )×| max‏ = مدا 
167 


كنا رأينا ضمن الفصلين الثاني والثالث حالة خاصة من الفضاء ٣‏ 
حيث كان 7 قطعة مستقيمة [4,8] من المستقم الحقيقي . هناك حالة خاصة 
أخرى هامة للفضاء ٤,‏ تمثل في الفضضاء (,2,.....2) = ”© المؤلف من 
أشعة عقدية ذات م بعدا أي من توابع على فضاء ذي ” نقطة. 
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إن المع والضرب في عدد وضرب عناصر «© تنجز بالإحدائيات ؛ أما 
النظيم على 0 فهو معرف بالدستور : 
ابا max‏ = ادا 
> 1 
إن الفضاء م0 جبر تبديلي لباناخ وحدته هي التابع 1 = ٠)9‏ . يمكن أن 
نتأكد سهولة من أن كل المسلات محققة هنا. 

3 الجبر كى للتوابع التحليلية في قرص . نرمز ب للفضاء الشعاعي 
المؤلف من التوابع )2 لتغير عقدي 22 المعرفة والمستمرة على القرص : 
|1 >ادا:ء) = × والتحليلية داخل هذا القرص . نعرف الضرب في 4 کا 
نعرف الضرب المعتاد للتوابع » وندخل نظي) بالدستور : 


lxll = max |×) ا(‎ 
1كاءا‎ 


z1 


هذا يجعل من هى جبراً باناخياً تبديلياً له وحدة. إن كل المسلات بديهية 


هنا . 

4 الجبر ,1. نرمز ب مجموعة المتتاليات العقدية غير المنتبية في 
الاتجاهين والقابلة لجمع مطلقا : ( وو ويا و ام وو N‏ 13-7 ) ساهره» 
والمزودة بالنظم : 

(4 xl = ١ معدا‎ 
عل‎ = — co 


نمرت الداع انج ناتان 


SS ESR O oe Ks J 


O Fag Joan)‏ کل 
على أنه جداء تزويجهما : ر*x z=‏ أي المتتالية المعرفة حدودها بالدستور : 


(5) 2, = (x * دز >5 زر‎ Yk 


kw —o 
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إذا ألحقنا بكل متتالية × من 7 السلسلة المثلثية : 


x)= VY “ميخ‎ , 0> >20 


k= 


فإن المتتالية المعرفة بالدستور (5) توافق الجداء )ر )× للتابعين الحصل 
عليهما انطلاقاً من المتتاليتين ‏ و ر. وهكذا فإن الجبر ,1 والجبر # المؤلف 
من التوابع )× التي لما سلاسل فوربي متقاربة مطلقاًء والمزود بالنظيم 4) 
متطابقان (متشاكلان ايزومترياً) . بفضل ذلك نلاحظ أن التأكد من 
مسلات الجر والفضاء النظيمي ل ,1 يصبح سملا . لنتأكد مثلاً من المسلمة 
7. من أجل ر*× z=‏ لدينا: 


ارا * |« و |x‏ 1 1 5 


n k 


<> 7 





JY (J xn yv‏ داءها =F‏ ادا 


Xn-k 


انا عات" ا 








من الواضح أن الجبر # تبديلي ؛ وبالتالي فإن الجبر ,1 تبديلي أيضاً . إن 
وحدة ,1 هي المتتالية 6 الموافقة للتابع 1= )2 : كل حدود هذه المتتالية 
منعدمة عدا الحد الذي يحمل الدليل 0 وهذا الحد يساوي 1. 


5. جر المؤثرات المحدودة . ليكن 2 فضاء لباناخ . نعتار الفضاء 
(× ,)£ المؤلف من المؤثرات الخطية والمستمرة التي تطبق × في نفسه» 
نرود العمليات المتثادة الى معطي توغ دوجداء مزثرين..وكذا جداة مؤثر 
في عدد (راجع الفصل 5864 البنود 34241) . عنصر الوحدة في (2)16,1 
هو المؤثر المطابق. لنجعل من (18) جبرا لباناخ بتعريف النظم » 
كالمعتاد» بالدستور : 

ادها sup‏ = الما 
لكام 

كنا تأكدنا من المسلمة 7 (راجع الدستور (4) من الفصل 4؛8؟) . أما 
البرهان على أن (× )ل تام فقد اقترحنا على القارىء القيام به كتمرين 

699 


(الفصل 658:4 3) . يثل الجبر (× ,جم واحداً من أم جبور باناخ غير 
التبديلية وذات وحده . 


3. المثاليات الأعظمية . 


تعريف 4. نعرف مثالي جبر تبديلي × على أنه فضاء جرثي 1 من × بحيث 
من أجل كل بر 15 وكل × د × يكون الجداء ر منتميا ل . يسمى المثالي 
المؤلف من العنصر الوحيد المنعدم والمثالي المؤلف من الجبر × بأكمله الجبرين 
التافهين ؛ سوف لن نتعرض لما في المستقبل . نقول عن مثالي أنه أعظمي إذا 
يعوا قي Sg‏ 

لیکن ۶ جزءا غير خال من المتراص 7 . تشكل الجموعة : 


Mr ع‎ {x(t ع 2):< : ,© »ع‎ 0, € F} 


0 سيط يسمح » اضافة إلى اڭ اك فكرة نظرية جبور‎ 5 Cr 
. التبديلية‎ 


توطئة 1. E‏ عر ضرع بجر ام ب ضري عبر 
نقطة صامدة ر٦‏ 5 7 . 


البرهان . 
أ ) لتكن (0 = مم؟ : © € )x)9‏ = ,8 . عند ر 30,8 مثالياً . 
لنثبت أنه أعظمى. لیکن )»× 3 4 أي 90+ :بد من أجل كل 


١ 5 Y(To) xof) ,..‏ 
)ر 3 C7‏ نضع ا م - (1 )ر = 2)1 .2 - ا)2 
وبالتالي فإن 2)0 ينتمي إلى ۸ . وهكذاء من اح كل عنصر لا 
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ينتني إلى كد > ترى أن الال الود عن قل وع هذا العتصين مالي :تاف 
وبال فإن مكلا 4 أعظمي . 


ب) وبالعكس » لیکن 4 مثالياً أعظميا من م© . 


لنثبت وجود نقطة تنعدم عندها التوابع المنتمية لهذا المثالي . إذا كان الأمر 
عكس ذلك فإنه » من أجل كل نقطة + د 7 » يوجد تابع (1 »× 3 1/4 بحيث 
0 + ©),«. بفضل استمرار )+ بالنسبة ل+#» يوجد جوار رن للنقطة > 
بحيث 0 + 70),< في ,لا. ستخرج من التغطية المفتوحة 7 د بلا لا تغطية 
منتهية إلا .... ,رونا . عندئذ من تعريف المثالي نلاحظ أن : ١‏ 


xo() = وعد‎ (D ١ x4(D + قيمع عب‎ ١ xe, (D = |x, ( DP 


=1 


ينتمى إلى 1 . 


جا أن 0 في كل 7 فإن التابع ل مستمر. ولذا: 
لا © ٠ x9‏ < = 1. لكن المثالي الذي يحوي وحدة الجر يحوي كل 
عناصر هذا ل 1 لأن 1 - #)بر. ومنه ينتج أن 8 مثالي تافه » 
وهذا يناقض الفرض القائل إنه أعظمي . وبالتالي فإن 84 مثالي غير تافه . 

وهكذا يمكن ايجاد صلة تقابلية بين المثاليات الأعظمية ونقاط الحامل 7 . 
هنا سح , بتناول التوابع على 7 ك «توابع على فضاء المثاليات الأعظمية» . 

ر هدف نظرية باناخ التبديلية التي ستعرض فيا يلي) أن مثل 
هذا لجو كن مكن "أن تدر واا کی جن من جي ران المستمرة على 
الفضاء الطوبولوجي المتراص لموسدورف المؤلف من e‏ الأعظمية في 
الجر ×. 


§ 2. الطيف والحالة ١‏ 
لا نفرض الجبر × تبديلياً ؟, هذه الفقرة» لكن نفرض أن له وحدة. إن 


اعتبارات هذه الفقرة تشبه كتيراً اعتبارات الفصل 4 §5. 
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1. تعاريف وأمثلة . 
تعريف . نقول عن عنصر × د × إنه يقبل القلب إذا قبل مقلوباً أي إذا 
وجد عنصر 1-ع بحيث : 
=e‏ عن x. x7l = xl.‏ 

أما إذا كان الأمر غير ذلك فإننا نقول أن العنصر × لا يقبل القلب . الطيف 
(«)» لعنصر × 3 × هو جموعة الأعداد العقدية ۸ التي تجعل العنصر × - ء٠‏ 
غير قابل للقلب . إذا كان 2 8 («)ه نقول عن النقطة ١‏ إنها نقطة نظامية . 

Rı : C\o(x) جح‎ X 

Rı x = <0( = Ae — x)-! 


المعرف عل جموعة النقاط النظامية لعنصر × حالة هذا العنصر. نصف 
القطر الطيفي («)”7 لعنصر × د × هو العدد: 
r(x) = sup Al‏ )1( 
AEo(x)‏ 
لنوضح هذه المفاهيم المامة من خلال أمثلة. 
أ) إذا كان © - × فإن كل العناصر ما عدا العنصر المنعدم تقبل 
القلب . 


ب) إذا كان ر٤‏ =×» فإن قابلية )× للقلب تكافىء أن التابع (4)× 
يخالف الصفر عند كل نقطة . ثم إن الطيف («)» يطابق مموعة قم ()×؛ 
أما الحالة 1 فهى تساوي : 

1 
عاد‎ ETI 


ونصف القطر الطيفي هو : 


r)x×( = xl = max |×) (| 
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ج) إذا كان (۲ ,)£ = × هو جبر المؤثرات المحدودة» فإن العناصر 
القابلة للقلب هي المؤثرات القابلة للقلب ؛ نلاحظ في هذه الحالة أن الطيف 
والحالّة يطابقان » على التوالي» طيف وحالة مؤثر الواردتين في البند 25827 
الفصل 4. الواقع أننا ندرس ف هذه الفقرة المفاهيم المدخلة خصوص جر 
باناخ المؤلف من المؤثرات الخطية المحدودة» في شكلها العام . 


2. خاصيات الطيف . 


نظرية 1. 1. من أجل كل تابعية («)/ من الفضاء الثنوي *× » فإن التابع 
(۴۵ = ((0»)ر تحلیلی على )66 و 0+(۴۵ عندما ه + لذا. 


2 إن الطيف («)ه لعنصر × من جبر باناخ × جموعة غير خالية 
ومتراصة في © . لدينا المتراححة : : 

ادا > r)x(‏ 2( 
للبرهان على هذه النظرية نحتاج إلى التوطئات الموالية : 


توطئة 1. (راجع النظرية 825 5» الفصل 4) . لیکن × عنصراً من خبر باناخي 
× نظيمه أصغر من 1 . عندئذ يكون العنصر ‏ -ء قابلاً للقلب وَ: 


ل e+ xX + ..+ xX"‏ دا زع (e—‏ 
لرؤية ذلك نضع: "ير +.. +× e+‏ = وء. ومنه: 


k 
isn 3 العبمى‎ = lx” +1 +... + x+k|| > س ناخو ااعرا| ا‎ 


=1 


0 ++ اعد #1 lll”‏ 5 
9 أ« - 1 
وبالتالي فإن ,5 متتالية لكوشي . با أن × فضاء تام فإن هذه المتتالية 
متقاربة نحو عنصر ى د و . لدينا: 
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م ع (1+ تر - s(e— xX) = lim s,(e~ x) = lim (e‏ 
نبرهن بنفس الطريقة على أن: e‏ = ء(× -م) 


نتيجة. من أجل كل × 5 عر» ا 
معازم (e‏ 
عندما يؤول + إلى 0. 
لدينا بالفعل : 


(e — tx)-1 = lim (e+ Xx + ... + (tx)”) = e + 0)7( 


مع ور 


توطئة 2. (راجع النظرية 58»4» الفصل 4) . ليكن م« عنصراً قابلاً للقلب 
وذ اجا > اعها. عندئذ يكون +ه + ,+« = × عنصر) قابلاً للقلب 
وديا : 
x = (e+ x Ax)¬-1 xo‏ 
ذلك أن ؛ 
X1 ê Ax = xo(e + = xo(e — x)‏ 


1 > اھ ;× -| = ادا 


إقطبيق التوطنة 1 محل عق 


-1 5 -1 
x, = هم)‎ ¬ «(>1١ م3‎ 


وهو المطلوب . 


ننيجة 1. إن جموعة العناصر القابلة القلب لجبر باناخي مجموعة مفتوحة 
(بالنسبة الطوبولوجيا النظيمية لجبر بانامني) . أما جموعة العناصر غير القابلة 
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. 06) نتيجة 2. إن الحالّة (0« تابع مستمر ل على‎ 
: ذلك أن‎ 
x(ûo + AA) = (oe - x + AAe)-1 = (e+ Ax 0.0( ` x(o)— x(k) 


عندما يؤول هه إلى 0 وهذا اعتادا على نتيجة التوطئة 1. 


توطئة 3. (راجع البند 87 5» الفصل 4) . ليكن ۸ وم 3 («)66© . عندئذ : 


Rx: Rx = جره جيه‎ ( Î 


ب) جيه ۰ Rı×‏ )2 - بع = ×رR‏ - ×۴ (متطابقة هیلبرت) 


البرهان . 
أ ) لدينا: 


Rx ° Ryx = (Ae — x)! (pe — x)! = [(pe — xe — x)! 
= [ûe — x) (pe — 1-[(ع»‎ = Rx‘ Rx 


ب) بالاعتاد على أ) وعلى تعريف 8 .يه لدينا: 


(pe — x) Rx: R,x‏ = عدر 
Rux = (Ae — x) Rx ‘° R,x‏ 


Rix ا‎ R,y,x = (pe — Ae) Rx ` Rx = (u — 2) Rx ° R,x 


نتيجة . إذا کان («)606 و2 فإن 2020 - = ()۸× 


ستنتج من ب) ومن النتيجة 2 للتوطفة 2: 
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X0) - )( 
1-2 


20 - = )م ۰ (0× متا ع (Ao) = lim‏ ¥ 
0ج2 30 
لتقت الآن النظرية : 


1 لتكن («)/ر تابعية خطية مستمرة x‏ أي f(x) € X*‏ . نضع : 
(«دجه)/ = ((0)/ = (۴۵ . بفضل نتيجة التوطئة 3 لدينا من أجل 


: o(x) 8 A0 
F'(Ao) = e 0) > FA» _ lim امش مر‎ 
EW a E 
(im لقاع‎ - 2090 (| = - (20) 


وهكذا أثبتنا أن (50 تحليلي . 
من جهة أخرى» من أجل له > أداء لدينا بفضل 1: 


0-1 


FQ > fl. ٠ رايم عدا‎ = lel Ae - مالا = اندم‎ 








هعم © 
N‏ 
2< أ) إن الطيف (×)ه غير خال . ليكن © = («)ه. عندئذ من 1» 
يأتي من أجل كل عنصر / د *×» أن (50 تابع صحيح يؤول إلى الصفر 
عندما يؤول لذا إلى -ه. وهذا يعني أن 0 = (50 أي أن 0 = 0-1 -».0)ر 
من أجل كل ۶ د *× . وبالتالي ينتج من نتيجة نظرية هان - باناخ (البند 
3 .؛ الفصل 4) أنه يجب أن يكون 0 - 1-× وهذا أمر مستحيل . 


ب) إن الطيف (»)» متراص . إذا كان لطا > ااا فإن التوطئة 1 تبين أن 
العنصر ا يقيل القلب » ومنه يأتي أن الطيف (<«)ه 


محدود » ٤‏ ستنتج المتراحة (2) . يتضح من التوطئة 2 مباشرة أن «)ه 
مغلق : إذا 5 نقطة نظامية فإن الجوار »اا > انها يتألف فقط من 
النقاط النظامية لأن: 


0 + ANe — x = Ape - x + Ae 
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شيم فواكيل ی 


نتيجة 1. إذا كان جبر لباناخ على الحقل © هو نفسه حقلاً»ء فإنه متشاكل 
ايزومترياً مع ©6. 

لإثبات ذلك نفرض أن × «حقل لباناخ» وليكن × عنصا اختيارياً من 
×.لنبحث عن العدد ۸ الذي من أجله يكون العنصر × - 6 غير قابل 
للقلب » وبالتالى منعدماً . لدينا إذن 26 - × . من الواضح أن الصلة 2م × 
تشاكل من × على . ہا أن 1 = اها يأتي لها = ااءاا. ومنه يتضح أن الصلة 
المعتبرة. تطبيق ايزومتري من × على ©. 


نتيجة 2. إن طيف كل مؤثر غير منعدم 4 1,1(3) طيف غير خال . 


كتا قدمنا نص هذه النتيجة دون برهان في 58 من الفصل 4. 


3. نظرية نصف القطر الطيفي.. 


نظرية 2. لدينا الدستور التالي الخاص بنصف القطر الطيفي : 

أعدالاً r(x) = lim‏ (6 
لرؤية ذلك نعتبر عنصرا ۶ كيفياً من *× . من النظرية 1 نرى أن التابع 
((۶)×0 = رمم تحليلي على .٥٠)«(‏ بصفة خاصة فإن (0م تحليلي في 
الساحة لذ > ااءاا. 


بفضل التوطئة ٠1‏ لدينا ف هذه الساحة : 





20( = Ae — x)7 1 = 0 2 5 ١ 
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F0) = (رمم)ر‎ = ١ ل‎ 


rH m0 





إن هذا التفكيك » القام من أجل لذا > ادا بفضل التوطئة 1 قام أيضاً 
من أجل ذا > («)م وذلك بفضل نظرية الوحدانية الخاصة بالتوابع 


التحليلية . وبالتالي : 
E >‏ 


كنا أثبتنا يان جموعة الأشعة e‏ تحدودة بضعف ۽ وبالتاال فهي محدودة 
بقوة (تسمى هذه النتيجة أحيانا نظرية باناخ-ستينباوس وقد برهنا عليها 
خمن 38 من القصل 4؛ للمزيد من التفصيل بخصوص هذه المسألة زاجم 
الفصل الثاني من المؤلف [21]) . وهكذا يوجد عدد ()ء يتعلق ب۸ بحيث : 


x 
A +1 


ومنه : لذا > ”×| چب من أجل كل ۸ يحقق (م)” < لذا؛ إذن : 





sup’ 


< e 





lim lx” < (xe) 


Hi ص‎ 


من جهة أخرى إذا كان 2 3 ()ه فإن (*×)ه © 2١‏ لأن العنصر: "× 6"( 
شل طيية اال اة فل .و هع 


من النظرية 1 يأتي: عا > لما قي عالة انقاء ير إلى («)ن. بوضع ۸= ۸ 


ستخلص أنه إذا كان 3۸ رى فإن : 
مالا > لناء وبالتالي : ۷×7 شط > م . 


انتهى برنهان النظرية . 


8. بعض النتاح القهيدية . 


جمعنا في هذه الفقرة سلسلة من النتاتح القهيدية التي لا يتطلب برهانها 
سوی استخدام بعص التقنيات المعروفة . 


1. نظرية جير النسبة SS E‏ 
ل . 

نشير فى البداية أن 1 يتألف فقط من عناصر غير قابلة للقلب لأنه إذا 
6ق دع قاب كلمل ان من" أجل - كل دج لون 
»)»z-1(2 = xe 1‏ وهذا يعني أن ۴ مثالي تاقه . من جهة أخرى» وبفضل 
التوطئة 29٠1‏ فإن المسافة بين الوحدة وأي عنصر غير قابل للقلب» 
وبالتالي المسافة بين الوحدة وكل مثالي أكير من 1. 

نعتبر. الآن فضاء النسبة 1/× (راجع 18 الفصل 3) وندخل عليه 
علية الضرب وذلك بتعريف جداء صفين 35+ من 1/× على أنه الصف 
الذي يحوي العنصر بر.« حيث × وير ممثلان ل و" على التوالي . (تأكد 

من أن النتيجة لا تتغير عند تعويض × ور بأيي عنصرين آخرين ينتميان 
إلى نفس الصفين ع و وأن علية «الضرب» المدخلة ببذه الطريقة تحقق 
المسلمات من 1 إلى 5 من 18) . وهكذا يصبح الفضاء 1لا جيرا تبديلياً : 
يسمى هذا الجبر جبر نسبة + على المثالي 1 . 


ندخل على x/1‏ نظي نظي بوضع :: 
ابر + mf lx‏ = العا 
y 67‏ 
حيث × ممثل لة. 
لدينا النظرية التالية : 


نظرية 5. إذا كان 6 جيرا لباناخ .و8 مثالياً مغلقاً في كاء فإن جير النسبة 
1لا هو أيضاً جبر الباناخ . 


7109: 


علينا أن نثبت : 1) بأن التابعية || تحقق مسلات النظم . ٠٠.‏ 

© بأن 71× فضاء تام من أجل هذا النظم . 
(Î a‏ 0 < ار + »ا عم = ايا لأن النظيم غير سالب . من جهة أخرى » 
0 = ابر + 0ا د = ا0 ليكن 20 :ايزا عند 6 = ار وا Inf‏ ؛ 


xo © 50‏ . 5 يعني وجود متتالية ,51ت 1 حيث : ET‏ ا 
0× ج ور = . . ا أن 1 مغلق فإن العنصر مد يجب أن ينتمي إلى 1» أي 
0 > ويّ. 


وهكذا : 0 + ا تتحقق المساواة 0 = اع إذا وفقط إذا كان 0= مّ: 


ب) 


اعا ٠‏ ل - | > + Inf lx‏ لذا = ابر + عذا مم1 = اا 
yel‏ 


عبر 
وهذا من أجل 0 + ؛ أما من أجل 0 - ۸ فالمساواة بديبية . 


lë + n = ‘Inf lx + y+ zl = Inf lx+ u + y+. vl > 
zel 


uvEI 


` < Inf lx + ul + Inf ا جاعلا اا + را‎ 


uel 


= ا( + Inf 6 + u(y‏ = ا + Inf xy‏ = لمعا 
1 © ره © 


> Inf lx + ul ٠ Inf .ع = اا + يرا‎ n 
وق ان‎ E2 = E وبالتال‎ . E2 = e+ I=e+ 1 : أي‎ E=e+1I ر)‎ 
لأن الجوار‎ ٠ أن : 8/2 | > اتا = اعا۔ إلا أن العنصر ع لايكافىء الصفر‎ 
لق م» 6 لاحتنا عه لا جنوي عنامر خر قال لقاب» وهي ال‎ 
تؤلف المثال -1. إذن اها > 1. ومن جهة أخر: : ار + ءا و = اعآء أي‎ 
: : أظاا. وبالتالي 1 = اعا.‎ > 1 
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2 لشت الآن بأن X/1‏ تام لتك Es‏ متتالية لكوشي » أي 
E NIT‏ 2 ل جار 7 = ۽ والأرقام 
ش ۸ يثك يكون وغ > En +m‏ > 
لدينا : + > ارغ - رما . نختار 5 × 5 رمءة و 2× 3 رمع نحيث 


1 > أن - يدا. 


ي بطريقة ممائلة وبد» ... »ع« »... (حيث ++« 3 (n,‏ بحيث يكون : 
- يو x«_ E‏ سد lx‏ إن المتتالية Xk‏ متتالية لكوشي ف X‏ . لكن 
الفرض. يقول أن تام .. توجد ٠‏ إذن .هباية lim xı‏ = ود . لنعتبر الصف : 
xo + I‏ = مڭ . لدينا: 


معط ارم سيدا > ار + م« - يدا عمة = ا يرا 
yel‏ 


وبالتاللٍ : م جب يرمق أي أن X/1‏ فضاء تام : انتبى برهان النظرية . 


2 ثلاث توطنا فى المستقبل إلى ثلاث توطئات تنتسب على 
التوالي إلى نظرية 0 والجبر والطوبولوجيا . 
توطئة 1. إن كل مثالي غير تافه محتو بالضرورة في مثالي أعظمي . 
يعتمد برهان هذه التوطئة على توطئة زورن الواردة في الفصل 482»1» البند 
8. 
مرتبة بعلاقة الح MCh rm‏ جل عد 
جموعة مرتبة كلية إى 1 U‏ مثالي غير تافه ثل الحد 
الأعلى (]. وبالتالي ينتج من توطئة زورن أن هناك عنصي 
أعظمياً يلي 1» أ و اده : 


:ذا .يكن اير + عقا فإنه يجتوي. ماليا أعظميا ٠‏ زياد عل 
ا فإن كل عنصر غير قابل -للقلب» عدا العنصر المتعدم »ينبي 
روو إل الاي 
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لنأخذ عنصرا كيفياً غير قابل للقلب م× + 0 ونعتبر بر المجموعة × ٠‏ م*«. 
إنها تشكل بالضرورة مثالياً . وهذا المثالي يحوي العنصر م ولايحوي الوحدة » 
ل ×» أي أنه مثالي غير تافه . بفضل التوطئة 1» نرى أن هذا المثالي محتو في 
مثالي أعظمي . 
توطئة 2. لكي يكون مثالي 1 محتوياً في مثالي غير تافه '8 د85 يلزم ويكفي أن 
يكون الجبر و/* قابلاً لمثالي غير تافه . 

نثبت أن الشرط لازم و . تعتبر في 
ESS‏ جلها × إلى 

من السبل أن نرى بأننا نحصل حيتئذ على مثالي غير تاقه في /×. 
E‏ 
توطنة 3. إن ملاصق مثالي ۲ مثالي (غير تافه) . 

ما أن ع يتألف فقط من عناصر شاذة فإن ملاصقة غير تافه» أما كؤن 

هذا الملاصق عثالياً فينتج من استمرار العمليات الجبرية . 


نتيجة . كل مثالي أعظمي مثالي مغلق . 


. يرمز × ف هذه الفقرة إلى جبر تبديلٍ لباناخ له وحدة‎ ١ 
. التابعيات الخطية والمستمرة والضربية وا مثاليات الأعظمية‎ .1 


تعريف 4. نقول عن تابعية خطية مستمرة ۶ على الجبر جر لباتاخ إنها ضربية 
ذا ا 
: ل 5 
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f(x: y) = f(x) ° f(y) 
من أجل كل × ور‎ 
نرمز لجموعة التابعيات الخطية والمستمرة والضربية غير التافهة ب)#.‎ 
نلاحظ أنه يكن تعريف تابعية خطية ومستمرة وضربية على أنها تاثل مستمر‎ 
.© من × في‎ 
: إذا كان ۶ د فإن‎ 
(2 ااا > ا0ا‎ 
لأنه إذا كان 1= اوداا من أجل عنصر معين و« فإن:‎ 
fo) = ^ > 1 


ا 


ه ع عد = ا( )| 
أي أن ثم غير مستمر وهذا يناقض الفرض . 
من جهة أخرى : 
f(e) = f(e2) = (fe)‏ 
ومنه يأتي أن 0 = (ء)ر أي أن ۶ تافه» أو أن : 
1= عار )3( 
ينتج من 2) و (3) أن التابعيات الخطية والمستمرة والضربية غير التافهة ها 


N ين سلج‎ NE 
الفضاء الثنوي +*ر.‎ 


يسمى الفضاء الجزني الذي تنعدم فيه التابعية ثم (أي مموعة العناصر 
× 3 × بحيث 0= (*)/) نواة ر ويرمز له ب × . 
توطئة 1. إذا كان f‏ د 4 فإن النواة ×٣‏ مثالي أعظمي ذلك أنه إذا كان 
ye I= Kerf‏ وير xe‏ فإن : 
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x) = f(y) ° f(x) = 0‏ رار 
أي .y- x 6 Ker f‏ 
وبالتالي فإن ×٠۶‏ مثالي . لنثبت أنه أعظمي . نقرض أن الأمر: عكس 
ذلك . حينئذ ”يكن تؤزيع Kerf‏ إل أن نحصل علد 'مثالي ۲+ × يحؤي 
عنصراً مد 3/ءه#. لكن البعد المرافق لإ × يساوي 1 (راجع الفصل 
3 البند 6) . وبالتالي يمكن كتابة العنصر ء على الشكل: . 


بر + و«اة = e‏ 


حيث ر 3 »× . ومنه يأتي أن ٠‏ < ]. إذن ‏ =1 . يبين التناقض المحصل 
عليه نتيجة التوطئة . 


توطئة 2. من أجل كل مثالي أعظمي 86 » يكن انشاء تابعية خطية مستمرة 
ضربية وحيدة f‏ 5 الد بحيث : / .M = Ker‏ : 


ذلك أن نتيجة التوطئة 383 تبين أن 4 مثالي مغلق . بتطبيق النظرية 
١‏ من 38 نحصل على أن يم /× جبر لباناخ . لكن ذلك يبين حسب التوطئة 
2 بأن ر /* لا يقبل مثاليات غير تافهة أي أن الجبر م /* لا يحوي 
عناصر شاذة غير منعدمة (راجع' نتيجة التوطئة 38+1) . وبالتالي فإن 
۾ /* يثل في آن واحد حقلاً وجباً لباناخ . 
٠‏ تثبت النتيجة 1 للنظرية 28۰1 أن الحقل هو/# وع متشاكلان. وهذا 
يعني » تعريفاً» أن من أجل كل × د × يوجد عدد («)/ 3 6 وحيد بحيث : 


(4) x= f(x). e+ u , uEM. 


: )ر. لدينا‎ ١ كر = (ر‎ ٠ لنثبت أن ۶ تاثل . نبيّن مثلاً أن ««ركر‎ 
x= f():e+u F.uEM. 
y= (۰ e+ ۷ E 
ترود‎ = f(x) ° f(y) ١ e + w , wEM 
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إن ذلك يعني بالضبط بأن (ركر . («كر = (ر ٠‏ »)/. كا نبين بنفس الطريقة 
العلاقتين : 
+f)‏ ودار = y)‏ عار 
دار < ^ = JAX)‏ 


بالإضافة إلى ذلك إذا كان × د 4 فإننا ستنتج من 4) أن 0= ()ل؛ 
۴ أنه إذا کان © x=‏ فإن 1= ر(بدار. انتبى برهان التوطئة . 
نرى إذن وجود صلة تقابلية بين الثاليات الأعظمية مق والتابعيات ۶ 
المنتمية ل4/. طبقاً لما توفر لدينا الآن نصطلح على أن نرمز ب ,ر/ لتابعيات 
4 وب: 34 للمثاليات الأعظمية الموافقة لما. سترمز :بنفس الحرف #ر 
مجموعة المثاليات الأعظمية 34] ولجموعة التابعيات المؤافقة ها إيري]. 
ليكن × عنصراً من × . نعتبر التابع (34) على 4 المعرف بالدستور : 
x(M) = fu(x)‏ )5( 
(يلحق التابع (4)× المشيد انطلاقاً من العنصر × بكل مثالي أعظمي )1 
العدد #«)يريرء أي صورة العنصر × بواسطة القاثل الموافق للمثالي 4 .) 


خا اة الط فة عل “12 “لعناصن :اين ب براسطة التوايم المعرفة عل 
المجموعة 4#؛ وهو الانجاز الوارد ذكره في نهاية الفقرة 18. 


2. طوبولوجيا على الجموعة .. النظريات الأساسية. يبقى أن نبين بأن 
المجموعة 4 متراصة بمفهوم طوبولوجيا معينة » وبان التوابع (34)< مستمرة 
بمفهوم هذه الطوبولوجيا . 

كنا ذكرنا أعلاه بأن المجموعة 4 مموعة جزئية من سطح كرة الوحدة. 
من جهة أخرى برهنا في الفصل 4» 38» 4 في حالة فضاء قابل الفصل 
على القضية التالية : 

إن كرة الوحدة في الثنوي *× لفضاء باناخي متراصة من أجل 
الطويولوجيا * = الضعيفة : 

نجد البرهان على هذه النظرية في الحالة العامة » مثلاء في [21]. 
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: نذكر أن الطوبولوجيا * - الضعيفة معرفة بجاعة الجوارات‎ 
)6( Ux,...xys o) = {f € X* f(x) - fo(xp)l > 8 , k =1, ...,m} 


سنعتبر المجموعة 4 بالنسبة للطوبولوجيا * - الضعيفة . ينتج عندئذ 
تراص 4 من النتيجة التي ذكرنا بها آنا ومن ن التوطئة التالية . 


توطئة 3. إن المجموعة ا جزء مغلق من كرة الوحدة في *بدء کا أن التوابع 
×)M(‏ مستمرة على #. 
TA‏ ا وهذا يعني أن في كل 
جوار أساس للتطبيق م/ يوجد قائل ,رم مولد عن مثالي أعظمي 4 . نعتبر 
الجوار (/) وبر بی رهل . بقضل (6) وتعريف (4)× لدينا : 
5 > ا(x fo)‏ - )يرما 
5 > ا(مرعور - (ر) ی۴ا 20( 
5 > ا(ر + × )مگ - (ر + عد)وررا 
لكن بر۶ تاثل أي أن : (ر) یرگ + «)ير = (ر + ب)يرم. وبالتالي يأتي من 
(0: 
fox) + fo(y)‏ = زمر + fox‏ 
يمكن أن نثبت بطريقة ماثلة أن (د)كريه = (×ە fo)‏ و : («)ور fy) = fo)×( ٠‏ 
( يجب أخذ الجوارات Ux, ax, s fo)‏ وَ (Uy. ,s fo)‏ 


وهذا يعني أن م تابعية خطية مستمرة ضربية . من ناحية أخرى » بأخذ 
الجوار /)م..ءن نحصل على 1 = (6)/ أي أن ور غير تافه . إذن 4٭ © / أي 
أن 4 مغلق . 

لنثبت الآن استمرار التابع (×)مإ = (34) على د. 
ليكن ,8 د ##ر. من أجل هع >0 معطى نعتبر الجوار 360).ى,نا. إذا 
كان 840)ءىءرنا ع 4 . فإن لتا حسب (6) : 
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lfu(xo) - fug(xo)l = (4ق)مءا‎ - xo( Mo) > ع‎ 


وهذا يعني استمرار التابع (4)»د عند النقطة ,4 . انتبى برهان التوطئة . 


نظرية 1. يعرف التطبيق (8)× +« قائلآً من الجبر × في الجبر بر المؤلف 
من التوابع المستمرة على فضاء هوسدورف المتراص 4 المؤلف بدوره» من 
المثاليات الأعظمية في الجبر × ؛ زيادة على ذلك لدينا: 
أعداا < امق)ءا lx) = max‏ )8( 
يتبين مما سبق أنه لم يبق سوى البرهان على العلاقة  .)©(‏ 
لنلاحظ حسب تعريف («)ير/» من أجل كل 34 » أن العنصر : 
»)يرم - × ينتمي إلى المثالي 4 » أي أنه غير قابل للقلب . وهذا يعني أن : 
(«)ه € («د)ير. من جهة أخرى » بأخذ عدد كيفي و 3 («)ه نرى ين 
6 - × عنصر غير قابل للقلب وينتمي إذن إلى مثالي أعظمي 1 . وفي 
هذه الحالة يكون : 200 - ×) یرگ = 0 أي تعيتر = ۸٥‏ 


وهكذا فإن صورة 4 بواسطة التطبيق (84)* يطابق (×)ه. وبالتالي » وبفضل 
الجزء الثاني من النظرية 28٠1‏ تتضح سححة المتراامحة (8). 


يبقى أن ندقق النظرية 1 باعتبار افتراضات مختلفة على الجبر ×+ . 
لندخل المفاهيم الثلاثة التالية . 


تعريفب 2. يُسمى التقاطع 14 6 د ۸ لكل المثاليات الأعظمية جذر × . إذا 
ال اذ 

كان (0! = ۸ نقول (تجاوزاً) أن × لا يقبل جذرا . نقول عن جبر باناخي × 

أنه نظامي إذا كان ااا = 21ماا. ونقول إنه متناظر إذا استطعنا من أجل كل 

تابع (4ة)« إيجاد عنصر بر 23 بحيث (34) = (#دعبر (ترمز المَدّة هنا 

فوق (34)< لمرافق العدد العقدي .) 1 


نظرية 2. أ) إذا لم يحو جذر الجبر + العنصر المنعدم فإن التطبيق 
(8)× +× تقابلي . 
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ب) إذا كان الجبر ‏ نظامياً فإنه متشاكل ايزومترياً مع صورته في ير© ؛ 
بصفة خاصة» فإن × لايقبل جذرا . 
ج) إذا كان الجبر × تناظريا فإن صورته بواسطة التطبيق : (24)* م 
كنيف لجا کان في ع6 
د)' إذا تمتع الجبر + بالخاصيتين ب) و ج) فإنه يصبح متشاكل 
ايزومترياً مع Ce‏ . 


البرهان. لنثبت في البداية المقولة الأخيرة بافتراض أن الأخريات قد تم 
البرهان عليها. تبين ب) أن الصلة التقابلية (84) × تطبيق ايزومتري : 
)ا جم = بادا من ج) يأتي أن الجموعة (/9)»| كثيفة أننا كان 


في بر©: لكن + فضاء تام . إذن (نظراً لكؤن النظيان في × وفي برع 


ا فإن ((/ة)«) فضاء تام أيضاً أي أن بر٤‏ = ((/3)«]. 
للبت ليكن × + 0 943 = 0 على . إن ذلك يعني بأن 

0 = ««)يرم من أجل كل 4 أي ں× د بر/رءهظ من أجل كل ۸ وبالتالي 

8.>م: .. لکن [0) = ۸ ومنه 0 = و×. ومن هذا التناقض نحصل على أ) . 


للبرهان على ب) نلاحظ أن المساواة: :|| - دا تستلزم مباشرة 


. lim ۷|27 | - أ«اا‎ 


بتطبيق نظرية نصف القطر الطيفي (النظرية 42 28) نحصل على : 
ااا = r)x(‏ )9( 

من () يأتي في البداية أن الجذر مؤلف من العنصر الوحيد المنعدم لأن 
فرض 8 ع م« + 0 يؤدي إلى 0 = (م») ير من أجل كل 4 ء أي [0) = (×)» 
وذلك يناقض الفرض : 0 + r(xo) = xol‏ . 

من جهة أخرى ينتج من (9) أن التطبيق (4)× ب × الذي يشل تشاكلاً 
من يز على الجبر الجزني الموافق له ((34)*] من برع » تطبيق ايزومتري » لآن 
(8) تبيّن أن : 

lx(M)l بي‎ = max |x(M)| = r(x) = ادا‎ 
ME Mf 


718 


للك ان عل لتقام ع تمن الو ت اکر ور 
وهي نظرية ستون -فايرشترأس (Stone-Weierstrass)‏ الي تقول : 


ليكن : رح الجبر الباناخي المؤلف من التؤابم المستمرة على متراص 7 » 
وليكن 4 جبرا جزئيا من م0 بحيث : 

) وحدة > (أي التابع 1 - 6)0) تنتمي. إلى 4 . 

© يفصل الجبر 4 نقاط 7 (أي من أجل كل ,#4 ورا مختلفين» يوجد 
تابع (1)× 3 4 بحيث (2)< + (0)*) . : 

3 الجبر 4 قار بالنسبة للتطبيق 08 ()× (أي أن 4 © 0)» يستلزم 
(x(5 € 4‏ 

إذا تحققت هذه الشروط يكون 4 كثيفاً أعنا كان في ٤٣‏ . 

بخصوص البرهان على نظرية ستون-فايرشتراس يكن للقارىء الرجوع إلى 
([13]» [21[؛ ]26 . 


لنبرهن الآن على ج) . لتكن (34)«) = 4 صورة × بواسطة التطبيق 
x¬ xX(M)‏ . 


ستنتج من (4) مباشرة أن: 1 - (84)ء ده أي أن 1= (/3)» 43 . 
ليكن ,44 242 مثاليين أعظميين مختلفين. ذلك يعني وجود عنصر × 
ينتمي إلى ,۸ ولاينتمي إلى م (أو العكس) . عندئذ: 

xo(M)) = fu ((xo) = 0 
xo( M2) = fu (xo) ¥ 0 

وهذا يعني أن 4 يفصل نقاط 4 . من جهة أخرى » يتبين من التعريف 
نفسه أن الجبر 4 قار بواسطة التطبيق ()× +-8)*«. بتطبيق نظرية 
ستون -فایرشتراس نحصل على ج) . انتبى برهان النظرية . 

3. نظرية فير (Wiener)‏ ؛ تخارين . إن لنظرية جبور ياتاخ العديد من 
التطبيقات الختلفة . 
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'نذكر ببعض النتاتح المتعلقة بالجبر والتحليل والتي حصلنا عليها من 
خلال دراستنا هذه . 


إذا كان جبر لباناخ على الحقل © يثل حقلاً فإنه متشاكل ا 


€ 
إن طيف كل مؤثر محدود وغير منعدم في فضاء لباناخ جموعة غير 
خالية . 


من أجل كل مؤثر لمحدود 4 في فضاء لباناخ × » فإن النباية ؛ 
VÎa"Î = KA)‏ هنا 


موخودة» وطيفت 4م غتو بأكىله ف القرص F(A)‏ . 

لنثبيث الآن باستخدام نظرية الجبور التبديلية لباناخ النظرية التالية لفيار 
(Wienêr)‏ + 

إذا كان تابح (6)« قبلا للتمثيل بسلسلة لفوربي متقاربة مطلقاً : 


oo 


x×)0( = 2 Xx eik®ê 
k= م ل‎ 

ولا ينعدم أبدا فإن التابع وح = )د ا ل 
لفوربي متقاربة مطلقا . 

نغتبر الجبر 1 المؤلف من السلاسل المتقاربة مطلقاً (راجع القرين 4» 
البند 18»2) . نبحث عن الففساء 4 لى 1 . من الواضح أنه يكفي لتغريف 
تماثل من ,ا ف © أن يعرف من أجل التابع “نم = (1)× لأنه يقد حينئذ 
تباينياً إلى ,1. نضغ 6 = (6)يد/ > (م×) یرگ . عندئذ: 

احم = (احع)ير] = لوأل )يرل 
من (2) ) يأتي : 
1 = اودأ > × )۶ا = ای 
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1 = الاجا > اا چیا = 0 


ومنه 1- ها أي 0نم -ج. إذن فإن المجموعة © على صلة تقابلية 
بالدائرة 1 - كا. يعني عدم انعدام التابع. 0*م يد '( = (0)× في الجال 
* > 0 > »- أن المتتالية (.. ,م .... ,و«.....م-*,...) =× لاينتمي إلى أي 
مثالى أعظمى . بالاعتاد على نتيجة التوطئة 38٠1‏ يتبين إذن أن هذه 
المتتالية قابلة للقلب في الجبر ,/. نضع : 


Yaaa Vos ho)‏ ع 1 ير سبق 
چ و - (1- )ير = 6896 ير 7 f(y) = ١‏ عد y(M)‏ 
x eik®‏ 0 3 
k = — co‏ 
وهو المطلوب . 


هناك تطبيقان آخران هامان لنظرية جبور باناخ وها النظرية الطيفية 
الخاصة بالمؤثرات الحدودة ونظرية ستون - تشاش ((لمه6-6ه8:0) . نعرض هاتين 
النظريتين اسفله في شكل تارين (القرينان 8 و9) . 


قارين. 1. أ) أثبت أن فضاء المثاليات الأعظمية في الجبر 4ه (راجع 
المثال 3 » البند 18»2) يكن وضعها على صلة تقابلية ومستمرة مع نقاط 
قرص الوحدة : 1 > اعا. 

ب) أثبت أن الجبر به نظامي (وبالتالي ليس له جذر) لكنه غير 
اظ 


2 ما الذي ينعنا من التأكيد على أن الجبر ,1 (راجع المثال 4» البند 


2) متشاكل ايزومترياً مع الفضاء برح » أي مع فضاء التوابع المستمرة 
على الدائرة 1 = ا. 
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د أثبت أن لدينا النظرية التالية : ليكن *ءء× لآ - 
ا 0 
a‏ 


4 نرمز ب[ط ,ه]”٥‏ الجموعة التوايع 9)× القابلة للإشتقاق باستمرار "” 
مره على القطعة .]a, b]‏ 


أ ) أثبت أن [ه ,ه]*٥‏ جبر لباناخ بالنسبة للعمليات المعتادة وللنظم 
lx = E Fj max 5‏ 


0عدع 
ب) أوجد المثاليات الأعظمية في [6 ,ه]”© (راجع [13] ص .20619) . 


ج) تأكد من أن [6,ه]”© جبر متناظر بدون جذر. ما هي النتيجة 
التى نحصل عليها في هذه الحالة عند تطبيق النظرية 2؟ 


5. ليكن [1 ,0] 0817© جبر التوابع العقدية المستمرة ذات التغير المحدود على 


القطعة [1 ,0]» المزود بالنظي : 


sup |x(l + Var (x, [0, 1)‏ = ادا 
Ost sl‏ 


أ ) أثبت أن [0,1] ٥87‏ جبر لباناخ . 
نن) أو الثالنات الأعظمية مدا الجر 
6. قدم مثالا لجبر باناخي مطابق لجذره. 


7. صف كل الثاليات المغلقة لجر [4,5»]© . 
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8..ليكن 7 فضاء طوبولوجياً نظامياً تماما (راجع الفصل 5862» البند 
6( نرمز ب 87 لجموعة كل التوابع العقدية المحدودة المعرفة على م والمزودة 
بالعمليات المعتادة وبالنظم ا9 )×ا sup‏ = اا 
tET‏ 


) تأكد من أن 87 جبر نظامي ومتناظر وبدون وحدة. 


ب) أثبت وجود تاثل (متباين) من ۲ في الفضاء 4 المؤلف من 


المثاليات الأعظمية لجبر +8 وأن صورة 7 بواسطة هذا القاثل كثيف اينما كان 
في لاد . 


ج) أثبت أن كل تابع عقدي محدود على صورة 7 بواسطة هذا القاثل 
بقل اداد ست وا غل و 

باضافة إلى ب) الفرض القائل أن )ا متراص (ينتج ذلك مباشرة من أ) 
بتطبيق النظريتين 1 و2 من 48) نحصل على نظرية تيخونوف (7مصمططة1) 
الخاصة بالتوسيع المتراص . ترجع نتيجة ج) إلى ستون و تشاش . نقول عن 
توسيع متراص قتع بالخاصية ج) إنه أعظمي . تعني النتيجة ج) إذن بأن 4 
توسيع متراص أعظمي (راجع [22) . 


و ليكن 8 فضاء طيلبرت . نعتبر الجبر (84 ,)£ وجبره الجزني التبديلي 
(8)40 المولد عن مؤثر قرين نفسه ,4م (أي ملاصق المغلف الخطي لقوى 
40( . 

أ ) أثبت أن الجبر (,8)4 نظامي وأن ليس له جذر. 

ب) أثبت أن 8)40 متناظر وأن : 

x(M) = x*(M) 

حيث *× هو قرين المؤثر × د 8)40 وَ(34)< هو التطبيق المشيد ف 
و4 . بخصوص النقطة ب) أنظر أيضا القرين 10- ج) . 


بتطبيق النظرية ٠2‏ 48 على الجبر (,8)4 نحصل على النظرية الطيفية من 
أجل المؤثرات القرينة لنفسها (راجع [22]ء الفصل 10 و[26] الفصل 2) . 
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0. نقول عن جبر لباناخ (تبديلي كان أو غير تبديلي) أنه جبر تضامن 
إذا وجد تطبيق × +× قتع با لخاصیات : 
*ير *بر = * ٠ (xy)‏ *بر + * × = *(ر + {x‏ 
(ax)* = 6 x* , )×*(* = ×‏ 


يسمى جبر تضامن *8 - جيرا إذا تمتع» زيادة على ذلك» بالخاصية 


اا = كدعا . 


أ ) أثبت أن الجبر 8 ,)ص *8 - جبر (راجع 221) . 

ب) أثبت أن كل *8 - جبر تبديلي جبر نظامي (راجع [22) . 

ج) أثبت أن كل *8 - جبر تبديلي جبر متناظر وأن : (94)** = (84) 
راجع [22]» توطئة آرينس «ومععه)) . 

تعطى ب) و ج) براعاة النظرية 2 النتيجة التالية التي ترجع لغالفند 
)Guelfand)‏ ولتاعارك (اتوصستهلة) وهي سمى أحيانا النظرية الأساسية 
لنظرية جبور باناخ التبديلية : 

إن كل  8*‏ جبر تبديلي متشاكل ايزومترياً مع الجبر بره » وتقتع 
التشاكل بالخاصية (34)*< = (34)< . 

وهكذا يتضح أن الكائن الجبري الجرد الذي يوصف بواسطة 24 مسلمة 
(منہا ل التبديلي » و5 متعلقة بالنظيم و5 متعلقة 
بال *8 - جبر وأخيراً مسلمة القام) يكن إنجازه بواسطة جبر التوابع المستمرة 
على فضاء طوبولوجي متراص لموسدورف . 

يسمح ذلك بإدراك نتاح تبدو ذات طبيعة مختلفة » من وجهة نظر 
مشتركة » كنظرية فينر حول السلاسل المثلثية المتقاربة مطلقاً ونظرية النثر 
الطيفي لمؤثر قرين نفسه والنظريات الطوبولوجية لتيخونوف وستون ونشاش 
وغيرها . 


724 


امراجع 


1. ف .ا. افاربوخ » ١.غ.‏ سموليانوف . نظرية المفاضلة في الفضاءات 
الشعاعية الطوبولوجية . 


1. ABep6yx 8. M., 040119308 O. I"., TeopHsz iHphepeHIHPOBAHHS 8 JIHHEMHBDIX TONIOJIONH- 
اوعد‎ IPOCTPaHcTBax, VMH XXII, Bnr. 6 (138) (1967), 200 - 0. 


ن «الكهدروك.. مضل نق. اة الامة المجبوعاك 
والتوابع . 


2. Anekcamıpos 11. C., BBeneHHe 8 OÖ1uyiOo 76001410 MHOXKeCTB 11 pyHKuMH, TocrexHalaT, 
1948. 


3 ن .اء اخيزار» ١.م.‏ غلاسمان . نظرية المؤثرات الخطية . 
Axweaep H. M., 1 12331331 MH. M., TeopHs JMHeHbIx 01162210208, «Hayka», 1966.‏ .3 
4. س . باناخ . نظرية العمليات الخطية . 
Banach S., Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932.‏ .4 
5 ي .ن . بيريزاسكي . تفكيك المؤثرات القرينة لنفسها وفق التوابع 
الذاتية . 


5. BepeaaHckHH FO. M., Pa3ıoxxemme 110 00618 الاطتتتاع‎ PYHKUHAM CAMOCONHPAKEHHBIX 
oriepaTopoB, «HayKoBa IyMka», KHueB, 1965. 


Bochner S., Vorlesungen über Fouriersche Integrale, Akademie-Verlag, 1983.‏ .6 
7 ن . بورباي. مبادئ في الرياضيات . الكتاب 111. طوبولوجيا 
عامة . 


725 





7. Bourbaki N., Eléments عل‎ Mathématique. Livre III. Topologie générale, Her- 
mann, Paris, 1958—1961. 


8ه ن . بورباي . مبادئ في الرياضيات . الكتاب 1. نظرية المجموعات . 


8. Bourbaki N., Eléments de Mathématique. Livre I. Théorie des Ensembles, 
Hermann, Paris, 1954—1956. 


و ن . بورباكي . مبادئ في الرياضيات . الكتاب ۷. الفضاءات 

. الشعاعية الطوبولوجية‎ 
9. Bourbaki N., Eléments de Mathématique. Livre V. Espaces vectoriels topolo- 
giques, Hermann, Paris, 1953—1955. 


. ن .ى . فيلنكين . التحليل التابعى‎ .0 
10. BnreHkug H. %. H ,صم‎ PYHKUNOHAJTBHBIÎ aHaJıH3 (cep 380230م011)»‎ MaTeMaTH- 
qecKaz ÖH6nHoTeka»), «Hayka», 1964. 


ا 
Wiener N., The Fourier integral and certain of its applications, Cambridge,‏ .11 
.1933 


2. ر. بالى» ن . فير . تحويلات فوري في الساحة العقدية. 
Paley R., Wiener N., Fourier Transforms in the Complex Domain, New‏ .12 
York, 1934.‏ 


3. ا.م. غالفوند» د.أ. رايكوف» غ.أ. شيلوف .الحلقات التبديلية 
الما 


13. TenbpaHnn M. M., PaikoBn Jl. A., IHnrıoB T. E., KOMMYTATHBHBIe HOPMHPOBATIHbIE 
10115112, 91143142711113, 1960. 


14. ا.م. غالفوند» ع .ا. شيلوف . التوزيعات . ج1. 
Guelfand I. M., Chilov ©. E., Les distributions. Tome 1, Dunod, Paris 1962.‏ .14 
5. أ.م. غالفوند» غ.ا. شيلوف . التوزيعات» ج2: الفضاءات 
الأساسية. 
Guelfand I. M., Chilov G. E., Les distributions. Tome 2: Espaces fondamen-‏ .15 
taux, Dunod, Paris, 1964.‏ 


726 


أن انتوص ع حرف ا ات ج ظرية ادت 
Guelfand I. M., Chilov G. E., Les distributions. Tome 3: Théorie des équa-‏ .16 
tions différentielles, Dunod, Paris, 1965.‏ 


لتر E‏ ا ماک و ات و 
التحليل التوافقي . 
Guelfand I. M., Vilenkin N. Y., Les distributions, Tome 4: Applications de‏ .17 


Panalyse harmonique, Dunod, Paris, 1967.‏ 
ارك ا ن ال رة الات اة 
غير القرينة لنفسها 


18. Toxö6epr 181. H., Kpe#iirr M. 1, BBenemme 8 760721110 JIAHeSBIX HECaMOCONPAXKEHHBIX 
onepaTopoB, «Hayka», 1965. 


19.ا.ت. غوخبارغ » م.غ . كراين . نظرية مؤثرات فولترا فى فضاء 

. ميلبرت » وتطبيقاتما‎ 
19. Tox6epr MH. L., Kpein M. 1'., TeopHs 8011516220816 01180210008 8 THIIBÖePTOBOM 
110010311186 H ce npHroxxerHg, «Hayka», 1967. 


. ب .ز . بوليخ . نظرية الفضاءات نصف المرتبة‎ .0 
20. Byuımx B. 3., TeopHs NOJIyyNOPANOUEHHBIX 1172001231118, PH3MaTTH3, 1961. 
ن . دانفورد » ج“ شفارتز . المؤثرات الخطية . النظرية العامة‎ .21 
21. Dunford N., Schwartz J., Linear Operators. General Theory, Interscience, 
New York, 1958. 


2. ن . دانفورد» ج. شفارتز . المؤثرات الخطية . النظرية 
Dunford N., Schwartz J., Linear Operators, Spectral Theory, Interscience,‏ .22 
New York.‏ 


٠. م وعم . داى 4 الفضاءات الخطية النظيمية‎ .23 
23. Day M. M., Normed Linear Spaces, Berlin, 1958. 
. ديودوني سين التحليل الحديث‎ a .24 
24. Dieudonné J., Fondements de Analyse Moderne, Cuhi VES Paris 
1965. 


727 


. أ. زيغسوند: السلاسل المثلثية‎ 5 
25. Zygmund A., Trigonometrical series, Warszawa, 1935. 

. ك. يوشيدا . أل لتحليل التابعى‎ 26 
26. Yosida K., Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin/Göttingen/ Heidel- 
berg, 1965. 


. ل .ف . كانتوروفيتش . التحليل التابعى والرياضيات التطبيقية‎ 27 
27. Kanıroposns JI. B., DYHKIHOHAJIbHBIÎ aHaJH3 11 rıpHkıaıHas maremaTuka, VMH IH, 
.كاده‎ 6 (28) (1948), 89 - 185. 


28. ل.ف. كانتوروفيتش » غ .ب . اكيلوف . التحليل التابععي ف 
الفضاءات النظيمية . 


28. 1220008185 JI. B., AxunoB 1. IH, PYHKUNOHATbHHH 1113ل8718‎ H HOPMHPODAHHbIX 
NPOCTPAHCTBaX, 4214314211113, 1959. 


29. د. ل . كيلي . طوبولوجيا عامة . 


Keun Jx. J1., O6uuas 701101101112, «Hayka», 1968.‏ .29 
0 م.أ. كراسنوسلسكي. الطرق الطوبولوجية في نظرية المعادلات 
التفاضلية غير الخطية . 


30. KpacHmocerıbckKHH M. A., TONOIOTHYECKHe 1461053 8 TEOPHH HEJAHEHHBIX 171006 -ناع م‎ 
UHAJIÞHBIX yYpaBHeHHH, TocrexH3NaT, 1956. 


. ك . كوراتوفسكي . طوبولوجیا‎ .1 
31. Kuratowski K., Topology, vol. I, Varsovie. 1952. 
. ه. لوبيغ . دروس في المكاملة والبحث عن التوابع الأصلية‎ .2 
32. Lebesgue H., Leçons sur Pintégration et la recherche des fonctions primit- 
ives, Gauthier-Villars, Paris, 1904. 


33. م . لواف . نظرية الاحتقال . 
Loève M., Probability Theory, Princeton, 1960.‏ .33 
4. ل .ه. لوميس . مدخل في التحليل التوافقي الجرد. 


34. Loomis L. H., An introduction to abstract harmonic analysis, Van Nostrand, 
New York, 1953. 


5. س .غ . خلين . دروس حول المعادلات التكاملية . 
728 


35. MmXIIHH C. T., التكناكات11‎ 50 141576128111540 YP@BHEHHAM, 0011311811113, 1959. 


6 ك. مورين . طرق الفضاءات الطيلرتية . 
Maurin K., Methods of Hilbert spaces, Warszawa, 1967.‏ .36 
7. م . نايارك . الحلقات النظيمية . 
Naimark M., Normed rings, 2. Nordhoff, Groningen, 1959.‏ .37 
8. م.أ. تامارك . المؤثرات الخطية التفاضلية . 
ortepaTOopkt, H3. 2, «Hayka», 1959.‏ عتطتاط111181ع 11000060 عاطتلقا1118[ Halimapk M. A.,‏ .38 
9. | .ب . ناتاشوف . نظرية التوابع ذات متغيّر حقيقي . 


39. HaraHcoHm .آلآ‎ 11., Teop#s pyHkuHH 861116181111014 11626341115011, 1131. 2, 1 0011331181, 
1957. 


0. أ .أ بلسنر. النظرية الطيفية للمؤثرات الخطية . 

TEOPHS JIHHEeHHBI, orrepaTopoB, «Hayka», 1965.‏ القتطاطاتهم 0161 A. MH.,‏ 'معتزعع11:1 .40 
TE .41‏ ريلس » ب .س . نادجي . د روس ق التحليل التابعى . 

41. Riesz, F., Nadjy B. S., ELeçons dQ’ analyse fonctionneHe, Budapest, 1952. 
. أ. روبارسن» ف . روبارتسن . الفضاءات الشعاعية الطوبولوجية‎ .42 


42. Robertson A., Robertson W., Topological vector spaces, Cambridge Univer- 
sity Press, 1964. 


4. ف ٠‏ رودين . مبادئ التحليل الرياضى 
Rudin W., Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill Book Compa-‏ .43 
ny, New York/Sarr Francisco/Toronto/London, 1964.‏ 


E عن مجان‎ 
44. Sacks S., Theory of the integral, Hafner, New York, 1937. 
أ. تيتشثمارش . مدخل في نظرية تكاملات غوري.‎ .45 
45. Titchmarsh E., Introduction to the Theory of Fourier Integrals, Clarendon 
Press, Oxford. 1937. 


1 


. ف . تريكومى . المعادلات التكاملية‎ .46 
46. FTricomi F., Integral Equations, New York, 7 


729 


7 أ فرائكل ی يار هيال امسن تظرية الجموعات. 
Fraenkel A., Bar-Hillel Y., Foundations of Set theory, North-Holland Pu-‏ .47 
blishing Company, Amsterdam, 1958.‏ 


قف نيع 5 هالوين:. نظرية القنائن”. 
Halmos P. R., Measury theory, Van Nostrand, Princeton, 1950.‏ .48 
و الو الفسراوات الشعاعتة: داك الا بعاد اة 
Halmos P., Finite Dimensional Vector Spaces, K. Van Nostrand, New York,‏ .49 
.1958 


0. ب . هالموس . محاضرات حول النظرية الأرغودية . 
Halmos P., Lectures on Ergodic Theory, Chicago, 1956.‏ .50 
51. ا. هيل »› ر. فيليس . التحليل التابعى وانصاف الزمر. 
Hille E., Phillips R., Functional Analysis and Semi-groups, Providence, 1957.‏ .51 
2. غ.أ. شيلوف . التحليل. الرياض . 


52. 111108 FT. E., MaremaTmyeckHl aHaJIH3, 850201 CNeIMAJIbHbIH 100011 
1965. 


53. غ .ا. شيلوف » ب .ل . غوريفتش . التكامل » القياس» المشتق . 
النظرية العامة . 


53. HinroB T. E., 1 كتتهعملا"‎ B. [[., 1111761 ,1ل28‎ 116722 H 110011380111139. 0611129 TeopHg, «Hay- 
Ka», 1967. 


4. ع.أ. شيلوف» فان ديك تين . التكامل والقياس والمشتق في 


54. HinroB I". E., aH ]J[bıK THs, MHHTerparr, mepa H 112011380173139 Ha JIHHEeHHbIX 
ııpocrpaHcTBax, «Hayka», 1967. 


ره" أبدر رضي السلدل؟ التايفي< E‏ 


55. Edwards R., Functional Analysis. Theory and Applications, New York, 1965. 


. ل . شفارتز . نظرية التوزيعات‎ .6 
56. Schwartz L., Théorie des distributions, I, Il, Act. Sci. Ind., 1091, 1122, Paris, 


.1951 
7. أ. فرانكل . .نظرية المجموعات الجردة. 


57. Fraenkel A., Abstract Set Theory, Amsterdam, 1953. 


70 


توريع المراجع حسب الفصول . 


الفصل الأول . 2» 8» 247 56. 
الفصل الثانى . 2» 4» 27 224 29› 31. 


الفصل الثالث . 4› 9+ 210 13» ٠15‏ ۰17 220 221 23› 26 » 227 28 ؛ 34› 
6 237 41 242 249 251 55. 


237 236 234 ٠26 223 222 ٠21 ٠19 الفصل الرابع . 3» 4» 5» 13 إلى‎ 
.57 ۰52 ۰40 38 


الفصل الخامس . ۰12 21» 32› 33› 239 41› 44› 248 50› 253 54 . 
الفصل السادس . ۰21 28. 

.53 ۰44 ٠41 ٠39 »32 الفصل السابع.‎ 

الفصل الثامن. 6» ٠12 ٠11‏ 14 إلى ۰17 225 52. 

الفصل التاسع . 35» 46. 

الفصل العاشر . 1» 224 28» ٠30‏ 243 51. 


التكملة. 13» 21» 22» 26. 


7131 


المصطلحات العلمية 


© يشير الرقم الان من كل عدد على رقم الفصل ويشير الرقم الأيسر على 
رقم الفقرة . . مثال: 1.5 تعني الفصل 25 و1. أما الحرف ت فيشير إلى 
التكلة الواردة في آخر الكتاب . 


4 

جمعية قابلة للعد 1.5 -................. Additivité dénombrable‏ 
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- د التناظري ات .4 ces‏ ا ا ا ا ا ~ 
- € ت .1 r OEE O A OO PO‏ 
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SS ee تراص 6.2 دمن‎ 


عدودي (أو قابل للعد) 6.2 
س فضاء متري 
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متراص عدودياً 7.2 o‏ 


مغلقة من متراص 2.6 ASAS‏ 


متمم جموعة 1.1 اك ا يدانت 


تقة فضاء متري 92 E A‏ 


تام فضاء متري 3.2 اداو رول أ ها جه 


E ام‎ 3.2 | 3-3 


ا ا ا ا ا Compacitê‏ 


- dénombrable .............. 


- Pun espace métrique 


dénombrablement compact .. . . 


- @Pun sous-ensemble fermé 


d’un compact ............ 


- du spectre d’un élément 


@une algèbre ............ 
CofAPDACL êd û كلم‎ ees 


SS eS ORK aes‏ 136]10136ب 


Comparaison des intégrales 


de Riemann et Lebesgue ..... 
- des nombres ordinaux ........ 


- des topologies ............. 
Complémentaire d’un ensemble . . . . 


Complété d’un espace 2260510106 . . . . 


Complétion d’un espace métrique 


Complétude d’un espace métrique 


- de espace Cf{[a,b] .......... 


- dun espace dénombrablement 


- de espace Lı ............. 
- de J'espace يط‎ ............. 


~ de l'espace bl ............. 


- d'un espace normé réflexif ..... 


- qune mesure..........uuu. 


- du prologement d’ une mesure 


selon Lebesgue ........... 
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dê Haa ses een أو اشم ل"‎ ESSE TA A ors 3.7 هار‎ 
~ du système de fonctions جملة توابع‎ - 
07 Hermite. تالوم اا بن‎ a ال وال بعك ما حو‎ a 4.8 هيرميت‎ 
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Continuité absolue عل‎ Pintégrale الاستمرار المطلق‎ 
de Lebesgue . لتكامل لوبيغ 5 4.6 فلل م 66م 66 66 .0.66 ...ا‎ 
Continuité absolue d’ une mesure .............. 1.5 ت ی لقياس‎ 
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due. mesüûres أل ل ع أو لمك وا لح كا‎ SEA e n 1.5 قياس‎ - 
- de la mesure de Lebesgue ............... 3.5 قياس لور بيغ‎ 2 
- uniforme d’une application المنتظىم لتطبيق‎ - 
d’un espace 10611106 5 من فضاء متري ف‎ 
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COD{TACHON. e Ê o f NED RR RS A a تقليص 4.2 ام ولي م‎ 
Convergence dans IPespace K ........... 4.4 ۸ تقارب ف الفضاء‎ 
BA e a aa SE SS A 27 Em = 
حو ا دي‎ REA NE ALAR SE aT Ss 4.4 Sa = —- 
- faible dans C[a,b] ................ 4.4 ٤], ضعيف في [ط‎ - 
- - dans I'espace dual ............. 44 ي الفضاء الثنوي‎ = 


- dans un espace normê ........... 3.4 فى فضاء نظيمى‎ - - 
` 78 


— - dans un espace اه شعاعى‎ - 


طو بو لوجي 3.4 .................. vectoriel topologique‏ 
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- - فى ظا 4.4 وك روأ مار ف se‏ ولا ارايو ال ASOD SA‏ يول 058 aS‏ 
- فى RAT RS AsO 34 R”‏ وهل حت 
- و ف فضاء شعاعى forte dans un espace‏ - 
طو بوا لوجي vectoriel topologique ............... TT‏ 
- «شامل» لسلسلة «globale» d’une série‏ - 
فوربي 18 . SS Gaeta‏ 10102165 06 
0 بالقياس 5 3.7 SRE A‏ ملع إن اميه واد و قار رد باع توه هط وه - 
- بالمتؤسط 1.7 ءءء نمل م ف م ءام م م .م6 .م ...م .ام ا. en moyenne‏ - 
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- أيغا کان ا 5 3.7 presque partout AE EN e LA‏ - 
- متتالية ٤‏ فضاء dune suite dans‏ - 
متري 2.2 قلاع ل م ل م ل م6 مم .0 01.060 ...0 . . un espace mêétrique‏ 
= ف فضاء dans un espace‏ ~ - 
طو بولو. جي 5.2 tOpPOIOgiQUE ed Sed UR bn as‏ 
التحدب الحلى لفضاء طوبولوجي 5.3 SAD‏ ا 
Convexité locale d’un espace topologique ........... Du e‏ 
- - للطوبولوجيا القوية *8 2.4 ..... de la topologie forte de E*‏ - - 
تر وخ 4.8 مع اق وو بام ف عه القع عورم e‏ و ماه م ConVoOlUUOR Ses‏ 
- توابع ذات تغير محدود 7.8 . ..... de fonctions ã variation bornée‏ - 
إحداثيات شعاع في قشاء Coordonnées d’un vecteur dans un espace‏ 
إقليدي 4.3 euclidien ............ uuu.‏ 
حقل محدب 2.3 Corps convexe‏ 
ثنائية نقطتين مترابطة 5.2 ............. Couple de points connexe‏ 
منحن مستمر في فضاء متري 13 .... SESE TSE sa RRS‏ 
Courbe continue dans un espace métrique .............uvuu.‏ 
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مقياس (أو اختبار) التراص العدودي Critère de compacité dénombrable‏ 
(أو القابل للعد) لفضاء طوبولوجي 6.2 . . . d'un espace topologique‏ 


س ف فضاء متري 7.2 ............. d'un espace métrique‏ ساد 
- - - طوبولوجي 6.2 009 606660666660666 0.... topologique‏ ع - - 
0 عام فضاء de complétude d’un espace‏ - 
نظيمى عدودي 5.3 .............. dénombrablement normé‏ 
سس متري 3.2 MêtriQqUe.......occ ccs‏ عسات 
- - جملة متعامدة ومتجاسة 43 d’un systéme orthonormê‏ - — 
- استمرار تطبيق من ........... de continuité d’ une application‏ - 
فضاء طو بولو حي ف آخر 5.2 d’un espace topologique dans un autre‏ 
- - تابعية خطية على d’une fonctionnelle linéaire‏ - - 

sur un espace 2075136 فضاء نظيمى 1.4 6066666060060 6.6666 6.6 .6ه‎ 

— — — — sur un espace vectoriel ا عل ياء شعاعی‎ 
BEE ea ل‎ NEE 1.4 طو بولوجي‎ 

- de convergence faible dans un espace التقارب الضعيف في‎ - 
ORME نه‎ SSE AS Oka Ts 3.4 فضاء نظيمى‎ 

- - - dune suite عل‎ fonctionnelles .... . 3.4 لمتتالية توايعيات‎ - - - 

- de mesurabilitéê d'une fonction ......... 4.5 قابلية القياس لتابع‎ - 

- - d'une fonction simple ................ 5.5 لتابع بسيط‎ - - 

Critère de précompacité d’un ensemble شبه تراص جموعة ق‎ - 
dans un espace métrique complet ....... 7.2 فضاء متر ي تام‎ 


- de sommabilitê d'une fonction simple . . . 5.5 قابلية ا جمع لتابع بسيط‎ - 


زو 
التفكيك المنتبى لمجموعة 5.1 Décomposition finie d’un ensemble.......‏ 
- هان 5.6 dê Hah ste sks aaa RSE SE SA‏ 


- جوردان 5.6 الاتخطق 1 مط رطش ع ون لتخم موحي ب QE FORO ONAN eA‏ = 


TAN 


Demi-anneal ............ A ESRA 5.1 نصف حلقة‎ 


Dénombrabilité de ensemble des قابلية العد لمجموعة أعداد‎ 
nombres rationnels ...............cluuuus 3.1 ناطقة‎ 
- d’un système orthogonal ججملة متعامدة فى‎ - 


dans un espace euclidien séparable . 4.3 فضاء اقليدى قابل للفصل‎ 


كثافة جموعة التوابع Densité de ensemble des fonctions‏ 
المستمر: القابلة لمع ۴ بط 1.7 ... continues sommables dans Lı,‏ 
- - البسيطة فى ,1 1.7 .............. لط simples dans‏ - - - 
- - توزعات الاحتالات 6.6 .... de répartitions des probabilités‏ - - 
عدم الاستقلال الخطى 1.3 ................ Dépendance linéaire‏ 
مشنق تطبيق مر کب 1.10 ....... Dêrivê ed’ une application composée‏ 
- - خطى 1.10 ادر aa‏ مس مدل رماو وم IRCA SAS‏ حت 
شحنة بالنسبة d’une charge par rapport‏ - 
لقياس 5.6 EET‏ لع م م م م ممم 6 666 ...د la mesure‏ 8 
- توزيع 4.4 تلان ةم م ءءء م م م م ل م م 6 ...0 ...م . dune distribution‏ - 
- ضعيف لتطبيق 1.10 .............. faible dune application‏ - 
- التابع 5 4.4 ملل م م م م 6 م 6 6 6 ............8§ de la fonction‏ - 
ال - القوى لتطبيق 1.10 ............... forte d'une application‏ - 
- - - (نظرية الوجود 1.10 (théorème d’existence)..........‏ - - - 
- فريشى 1.10 dé FIEChEE AEA Ea Sa‏ = 
- غاتو 1.10 “de OA{EAUX esas hesas nn‏ 
- تكامل بالنسبة لحده d'une intégrale par rapport‏ - 
الأعلى 6» 3.6 لالم ممم .م .م.م .ا ...ا da sa borne supérieure‏ 
ال - الثانى لتطبيق 1.10 ............. seconde d’une application‏ - 
ال - بمفهوم التوزيعات 4.6 ........... au sens des distributions.‏ - 


Derivées successives d’une aمpاiهن0«‎ . . . 1.10 المشتقات المتوالية لتطبيق‎ 
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déterminant de Fredholm ................... 3.9 معين فريدولم‎ 


ت غرام 3.7 كرغت ما ييه SER EA ogg OS‏ عانم عام AES‏ ع GR‏ ع0 
دشر تابع حسب كثيرات Développement d’une fonction suivant‏ 
حدود لوجاندر 3.6 ........... les polynömes de Legendre‏ 
نصف قطر جموعة 3.2 ................ Diamètre d’un ensemble‏ 
فرق جموعتين 1.1 .. .............. Différence de deux ensembles‏ 
- التناظري (أو المتناظر) 1.1 م ءءء مم00 symêtrique‏ - 
قابلية المفاضلة الضعيفة لتطبيق 1.10 01 e‏ 
Differentiabilité faible d’une application ....................‏ 
- - القوية لتطبيق 1.10 .............. forte d'une application‏ ~ 
البعد الجر ي 21.3 4.3 .66 6.60.0666 .6 ...م . م . 31866210186 Dimension‏ 
- فضاء شعاعى 1.3 d'un espace vectoriel ............vuuss.‏ - 
مسافة (بين) منحنيين 8.1 ............ Distance de deux courbes‏ 
- (بين) جموعتين 2.2 666666666066660 ...6 . de deux ensembles‏ - 
- فى فضاء متري 1.2 .............. dans un espace métrique.‏ - 
- (بين) نقطة ومجموعة 2.2 ........... d'un point ã un ensemble‏ - 
توزيع 4.4 وراد م عه ع مويه امود TREES‏ مص ع DISIBUUOR SSE‏ 
- على دائرة 4.4 قلماء ةم ةمءالم ل.ل ...ل ...ل sur une conférence‏ - 
- عقدى 4.4 و ل 4ع عد محلل عد لزت قر ل اللا حا لس معط وا :66ت [مرهلمه ١‏ 
- دوري 4.4 مح مقع hea ee‏ مور ف الف لمحف له Te‏ لمع os osê‏ 7 86110030136 .= 
- نظامى 4.4 ااا 
- شاذ 4.4 ل xes ad‏ ا = 
- ذو ۸ متغيرا 4.4 ثثاثاة مما م ةدمعالا م مالل ل م ...ال .. de n variables‏ - 
ساحة تعريف تابع 2.1 ....... Domaine de dêfinition dune fonction‏ 
- - مؤثر خطى 5.4 .............. dun opéêrateur linéaire‏ - - 
بخ قيم تابع 2:1 060 م 66 م6666 60.06.06 ...0 . de valeurs d’ une fonction‏ - 
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Ecart quadratique moyen ........... 2.7 الا نخراف التربيعى المتوسط‎ 
Egalité des ensembles ...... . ASR 1.1 مساواة المجموعات‎ 


عنصر قابل للقلب (فى جر ( ت .2. . Elément inversible (d’ une algèbre)‏ 


5 أعظمى 4.1 ال مم6 0.666 .. maxil.1 mal‏ - 


أصغرى 4.1 ل 666060006000000 Elément minimal ٠.60.066‏ 
- 50 1.3 و نمسم نفو ممت SESS‏ ومو راطو 
- مقابل (أو نظير) 1.3 OPPOSES SDS aS‏ 2 
عناصر مموعة 1.1 » 1.2 ............... Eléments d’un ensemble‏ 
- غير قابلة للمقارنة 4.1 ل م 6060600060 6.0.6666 .. incomparables‏ - 
- غير مستقلة (مستقلة) linêairement dépendants‏ - 


(indépendants dans un espace vectoriel) 1.3 خط) فى فضاء شعاعى‎ 


جموعه 1.1 فكع رع و ل ل ماح جح واو واو وني ل المت مالسو و خاي" ع اجامعفم8 
- ماصة 2.3 مج ص es E RS RAO‏ وت وي مقو طر92036 2 
- مرتبة جيداً 4.1 e a‏ تالماجم لاط مريت 1 :62068336 biên‏ ات 
- بوريلية 5.1 مع ا لوطا قل مومه ل الو وحم لمخم ره انم borélien sd‏ = 
- محدودة ٤‏ فضاء شعاعى dans un espace‏ 501286 - 
طو بوا لوجي ا 5 1 ............. vectoriel topologigue‏ 
ب ت بالنظيم 5.3 ê ha EAS‏ اعم ده لوطا EAR AOFM a‏ 
- مترابطة 2.2 oe sds Se ae‏ لم ا ل وق a 0000618 SCS‏ 
- محدية 2.3 و ع لعا ا و مرق مو انوع ما وام م دق RES‏ أ GOAVEKE‏ = 
- قابلة للعد 3.1 recess a êa sihet‏ با لطة 6ط ممم مغل ات 
متراصة عدو دياً 62 ............. dénombrablement compact.‏ - 
- كثيفة ق فضاء متر: ي 2.2 dense dans un espace mêtrique.......‏ ~ 
3 أولية 1.5 اال امي ا E‏ نت ويم لفو لقي أ م م أ ادع كلقامعمرة ]6 = 
- محدودة بضصعف faiblement borné dans un ٤‏ - 
فضاء نظيمى 3.4 espace 202886 . 0.060 6066606606 uns‏ 
- مغلقة ق فقباء متري 2.2 . fermé dans un espace 60210106 ١‏ - 
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- - طوبولو جي 5.2 6660666660 6.60 2.06.6066 .2 . 0201081016 - ~ 


- راشحة من المين 4.1 droite .............. su...‏ ف filtrant‏ - 
- محدودة بقوة فى fortement borné dans un espace‏ - 
فضاء نظي : 3.4 افا ا م ل له مولي ب ا حي و اك أ 6ع مم 
قابلة للقياس 15 23.5 5.6 مع م م مم م ملم ...0 .. mesurable‏ - 
- - - بالنسبة ل55 - حلقة 3.5 . . . 2216813 - 65 par rapport û un‏ — — 
ك كب بمفهوم جوردان 3.5 .............. au sens de Jordan‏ ~ - 
- سالبة بالنسبة لشحنة 5.6 ..... négatif par rapport ã une charge‏ - 
- غير قابلة للعد 3.1 6.20 666666066 6.666.666 .. non dénombrable‏ - 
- غير قابلة للقياس 1.5 06600606000062 ...6 . ... non mesurable‏ - 
- منعدمة 3.5 SRS‏ انون الاو دي وام ول الخو و أ عل حو SS reca‏ قات 
- غير كثيفة ف مكان 2.2 2660666662 6.66 0.6 .. nulle part dense‏ - 
- مرتبه 4.1 Ras ass‏ ووه SSS ERTS‏ 20700886 
- مفتوحة ف فضاء متر ي 2.2 ..... ouvert dans un espace métrique‏ - 
- - - طوبولوجي 5.2 000 6606666606606 0.6060 .. topologique‏ - - - 
- مرتبة جزئياً 4.1 partiellement ordonné ..............uuss.‏ - 
- كثيفة حيئًا (أو أينا) كان 2.2 6060 6.606.066 .ا.. partout dense‏ - 
- مو جبة بالنسبة لشحنة 5.6 positif par rapport 3 une charge......‏ - 
- شبه متراصة 6.2 2ثث 66006666266 266606606666666 précompact‏ - 
- متناظرة (أو تناظرية) فى symétrique dans un espace‏ - 
فضاء شعاعى 0 ا ا ا ا vectoriel‏ 
- محدودة كلية 62 ماعاءاةد م ةد قاماثاما مم ما. امم ...ا .اه 20186 totalement‏ - 
- مرتبة كلية 4.1 طبع حا سدع ل وما محرا روت تيدبو الوك ابي و ضر فموو270+0 2 
- كانتور الثلاثية 2.2 ل م م مم م م م ل م .ل #وكضق© triadique de‏ - 
- وحدانية قياس 3.5 ................ d’unicitéê d'une mesure‏ - 
- ه - وحدانية قياس 3.5 ............ de unicité dune mesure‏ - 
- خالية 1.1 vide l.cs. EA ASS e‏ - 
8 - مجموعة 5.1 فلل م مم م م م ةم م م .م 6 6 م6 6 .م0 .. ...د ensemble‏ - 8 
جموعات متساوية القوة 3.1 ............. . Ensembles équipotents‏ 
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1 - متشاكلة 4.1 اما ع امامو ا e OE Te Ra‏ لم اح :68 1م61 صطوة1 = 


مغلف محدب 2.3 ملام ةد مد مام مالا م م م م م0 م م.م .م0 .ا Enveloppe convexe‏ 
- خطى ملة linéaire d'un système‏ - 
أشعة 1.3 مدقا E SE SESS‏ لظ م عم ماو ع وات روم TT‏ جباعاع76 de:‏ 
معادلة الوتر المتذيذب 1.9 Equation de la corde vibrante...........‏ 
- تفاضلية لتوزيعات 4.4 ......... différentielle aux distributions.‏ - 
- توازن وتر مثقل 1.9 @’équilibre d’une corde chargêe..........‏ - 
- تكاملية 1.9 sans‏ ةم ل ءءء م م ل م من م م م ل .مل .. 6828[6)هة - 
- آبل (أو آبيل) التكاملية 1.9 معام ا باد لبو Abe e‏ مد 
- التكاملية الجر دة لفريدولم 2.9 ......... abstraite de Fredholm‏ - - 
- - المتعلقة بوسيط 3.9 ........... dépendant d’un paramèêtre‏ - ~ 
- فريدولم التكاملية 19 » 29» 4.2 de Fredholm..............‏ - - 
- - - من النوع الثاني 1.9 » 2.9 ........ de deuxième espèce‏ - - — 
س س سم لم الأول 19» 2.9 با SpE‏ 16م 36101 = 
- التكاملية المتجانسة 1.9 ملام 66066 66 006 ...م.م 20820866 ساد 
- - غير المتجاسة 1.9 60666606000 0.06.6666 .. 8012086286 non‏ - - 
- - ذات النواة المنحلة 2.9 لم 0.660.060 . 06862456 noyau‏ 3 - - 
- - ذات النواة المتناظرة (أو التناظرية) 29 . . ueياإا6صرء‏ سورهم 4 - - 
- - لفولترًا ۰4.2 ۰4.9 2.9 قم ممم مم م م م م م ممم de Volterra‏ - - 
د من النوع الثاني 9 2.9 ........ de deuxième espêce‏ عا - 
س س س الأول 1.9 de première espêèce........... vue.‏ اع — 
الاستمرار المتساو ي جماعة Equicontinuitéê d’une famille‏ 
توابع 7.2 Sess O EAS Rs‏ ورياك 20860605375 06 
تكافؤ نظيات 3.3 ملم م م مال م م مم ملم ...ل . .2022865 Equivalence des‏ 
درج کانتور 4.6 Escalier de cantor ..............cc cen‏ 
الفضاء الحسابي الاقليدي Espace arithmétique Euclidien‏ 
ذو البعد م 1.2 علمالالاءام مام مم مال ءام م.م .م.م ال n dimensions‏ ك 

س س العقدي ذو البعد complexe 3 5 dimensions ........ 1.3 n‏ - - 
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- - rêel ã n dimensions ............ 1.3 ۸ الحقيقى ذو البعد‎ - - 


فضاء باناخي (لباناخ) 3.3 de’ Banach ils wo OAS‏ - 
- اسان 4.4 عت سماد E O‏ را م وام بوث ل de: DISEASES‏ 
ال - الثنوي المكرر 2.4 باون له د واو الفا سواط زو وى =Bidual‏ 
SS 4.3 “3.3 “1.2 6085 -‏ لوقيف نل ع مالل راو ناوا البق ل وري و رك مور ل اللي رت 
- "€ 5.3 وح ال يدن وا زم اافح قف تراه ان ممق ف نت و و4 قب دن تي ان .2 
C[a, b] 2.4 “3.3 “1.3 +7.2 “1.4 “5.4 “3.2 22.2 “1.2 C[a, b] -‏ - 
Ca, b] -‏ 1.2“ 2.2“ 23.2 4.3 وده اج م قمي اك لبها لدو لوأو ءاد 1 E e r‏ 
- - العقدى 4.3 complexe .........ccc cuna‏ - - 
C۳ -‏ ٿت.1 ل SEALS CR‏ 
EÊ ASAS EES ER o a 1.3 Co -‏ 
- م 1.3“ 2.4 Ee e‏ مم قا AS‏ عرو فوفك EOD A SE OS RR‏ 
Bee Re ASHE E ASR Sete Ea a 5.3 2” -‏ 
- الارن دود 43 ............. dénombrablement hilbertien‏ - 
- النظيمى عدودياً 5.3 SROs ANS esd‏ ات 
- الثنوي 2.4 ل ا ا و لجنو ل الب رو خب AOU‏ 
ت الجر ي 2.4 dk‏ موا ل وق لوده لوا وسار لوا خا ب م6قاو21 91866 نت 
ال لوحم 2.4 ESOS SNEED SLA SE LSS‏ 00 06 حتت 
- - لم1 2.4 EÊ SAS‏ مقت فقو ولاه ليك - 
- الاقليدي 4.3 قم اسل ل ا ع لم عور قل باو متت ا و عا reed aa‏ 
ت التام 43 وين ل a e‏ ادا الم ل تو مس وا كت وكا أة[ترقرةء :ددهت 
SS‏ العقدى 4.3 COM BIEXOS DESTEN Saa‏ اه 
فضاء التوابع المستمرة des fonctions continues‏ - 
ذو المسافة التربيعية 1.2 .......... mêtrique quadratique‏ 3 
- - ذات التغير المحدود 2.6 ............. variation bornée‏ 8 - - 
- هوسدورف 5.2 de Hausdorff............cssssuuus‏ - 
- هيلرت 4.3 oe‏ الو ا نيا وال يح لبا عا غ811 2-06 
- - العقدى 4.3 للع ةم مم م م م م م م م م م ل م ل م ...ل complexe‏ - - 


1 
۱ 
ص 
6 
35 
- 
2 
o‏ 
6 
ا 
5" 
18 
ج 
3 
١‏ 
1 
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A 8.8 K* -‏ قر اب ا ل اي ل يا ا O‏ و كي ا SK‏ 
K[a, b] -‏ 1.4 ا RIAD A E A‏ 
SAKE AS ESLAN E AE SA OD SS 5.3 Km -‏ 
SKF oes E SE .... 44 K" -‏ 
L -‏ 1.7 تاس ASE Ses ADS ARRAS Sea des‏ ونم ف Ef‏ 
- - (قابلية الفصل) 1.7 (sêparabilitéê)..............-....‏ - - 
ايآ 2.7 و بأو ند أن انق ا 2 لعا بوب الوا O‏ ادس اه 
er‏ العقدي 27 ا ا ا ا ا - - 
- - (قابلية الفصل) 2.7 (séparabilitê)...................‏ - - 
- ع[ 2.7 ا م أ اح جا موقي الحو وإ جوكي ل بواليل ازا رمي ود مر ا جه وكام بج ورا يا ركنت 
- ا 1.2» 2.2 3.2“ 1.3“ 4.3“ 3.4“ 6.4 ا او جا مهوت 
- - العقدى 4.3 GOMPEKE N Se 2A ESS es eê AS‏ جد ان 
O E oA Se 20712‏ ا 
- خطى 1.3 aS‏ عد لاك اب مات به يدنه RGAE‏ 
ES SS 33 613 32 133‏ ا e‏ ات 
- متري 1.2 SR‏ مكو ول وأ ا م قلخل ب ع وناكو ê r e‏ 1061510106 
بپ كد تام 3.2 E aS‏ ونروب الامو complet ER‏ -- 
- - قابل للفصل 2.2 »2 5.2 a = SépPAFADIE LS a e A es‏ 
ل نحلو د كلية 7.2 لل م 660666 6.6.6666 .6 . . totalement bornê‏ - - 
- قابل لمسافة 5.2 e a‏ م لم eo e‏ ل o‏ و فاطو ق تفي ت 
- ناظمى 5.2 ان اك ESS‏ مره موث جك ا 1ج الة هموص 
- نظي 1 3.3 EER‏ نو مسح SS‏ اخ وتو خا 2O‏ 
- نقاط ملتصقة 52 م .. 01165 de points‏ - 
- - المعزولة 1.2 SOS SESS has as‏ كت 
- النسبة لفضاء شعاعى 1.3 ....... quotient Pun espace vectoriel‏ - 
aA ..33 «13 «12 RI -‏ نوقلي SS AAS N SR‏ 211 22 
STRESS See AA 3.4 :1.4 “43 “3.3 “1.3 “1.2 R^ -‏ 
SAAS 5.3 21.3 R“‏ اما الما SRSA NE SDS ASSESS RA‏ 
Ry RES SSE A A> SSS EOS SN 4.3 <1.2 R, -‏ - 


ديق 4.4 4.8 SST EIA Ba. Rg‏ الوا لاسو ف ل ESE‏ 
a A 8.8 Sa -‏ تفي واوا جاح جد aS‏ مت 
- المتتاليات الحدو دة 2.2 ععاء امد مد قاءا ما .ا .ءام .ام .ال . des suites bornées‏ - 
- - السريعة التناقص 5.3 ........... 0662015582165 rapidement‏ - - 
- طوبوا لوجي 5.2 ممما ممم 6666 66 666.666 2.6.6.6 ...2 . 0010810116+ - 
اد ذو أساض قابل للعد 5.2 ........... base dénombrable‏ 8 - - 
- - متراص ثنو 8 62 606066062 606006660666606 .. bicompact‏ - - 
فضاء طو بوا لو ج متراص 6.2 .......... Espace 10201081416 compact‏ 
3 نظامى ماماً 5.2 ............... complêètement régulier‏ - - 
- ص اظ 5.2 لمع اد به ع لس فاق و ااا RRS‏ واه ونوا GOAREKO‏ = د 
- - متراص عدودياً 6.2 ........... déenombrablement compact‏ - - 
- نظامي 52 شع نحن ف ندا SSAA‏ با ادكه نه لماوع عدت 
- - قابل للفصل 5.2 وخ وام ل اماك لمم sess‏ و راف اطقعوم6ة عدت 
- شعاعى 1.3 RE SSeS Saa‏ 57660603614 
0 20 منته 1.3 فلاءاء مم م .6 .م6 .6 ...0 .. de dimension finie‏ - - 
- د - غير منته 1.3 اعم لع ونع Rfid asane‏ كات 
- - طوبولوجي 3.3 6 6066 066066666660606 .. topologique‏ - - 
- محدود محلياً 5.3 6666602 6.6666 .6 . 50286 localement‏ - ¬ - 
دو عدن غلا 53 none‏ قاء لام .امام الالال نل 008616 = = = = 
= قابل لنظم 5.3 se Sass Daan‏ وو eed‏ عو 802888516 mr i‏ 
- ات انعکاسی 2.4 FEREK OS Dasa aa‏ د كاي 
س semi-réflexif...........su. 2.4 EE‏ - - - 
- - - منفصل 5.3 SNS Sg e‏ 2560836 صرت 
Z -‏ 8.8 لوووك فاته :ده SRL SE SE RS ERS ASS‏ 
فضاءات هوميومورفية ۰1.2 5.2 ........... Espaces homéomorphes‏ 
- ايزومترية 1.2» ت .1 ب6 06 066660060606660 ...ا . 15080665101065 - 
- شعاعية متشاكلة 1.3 ................ vectoriels isomorphes‏ - 
8 - فضاء 3.3 Ea RR A‏ لالالا م ءا ما ءا م ءام م م م ل م .. B - espace‏ 


Ti ASeSPACE AS SOAS ESS NNE AE 5.2 فضاء‎ - 7, 


ر7 - فضاء 5.2 كع مط ب Hess‏ د ا لا AD‏ ول وا وا 122680966 
أمل ر ياضي 6.6 مم م م م م م م م م م مل م .رم م Espérance mathématique‏ 
مثال جموعة غير محدودة Exemple d’ensemble non‏ 
كلية 7.2 00000 . totalement bornéê‏ 
- لقياس جمعى ليس de mesure additive‏ - 
6ت چ 2.5 additive ..........cvreruuns‏ - ه non‏ 
- لقياس 6 - جمعي 2.5 ............. de mesure G - additive‏ - 
أمثلة لجبور باناخ ت .1 ........... Exemples d’algèbres de Banach‏ 
لاسن متعامدة 4.3 66606060660066 666 .6ه 022080828168 de bases‏ - 
- لفضاءات نظيمية عدودياً 5.3 . . d'espaces dénombrablement normés‏ - 
- لفضاءات ثنوية 2.4 d'espaces duals. ............ E en‏ - 
- لفضاءات نظيمية 3.3 2م 66 6 66 6.6.6 6.6 .6 . 2081165 d’espaces‏ - 
- لقضاءات شعاعية 1.3 ................ d’espaces vectoriels‏ - 
- - - طوبولوجية 5.3 09 606606666666660 .. topologiques‏ - - - 
- لتابعيات خطية 1.3 .............. de fonctionnelles linéaires‏ - 
سد" وچ على فضاء نظيمى 1.4 ......., 2011806 sur un espace‏ ساسا 
- لقياس لو بيغ ستيلجاس 6.6 . .... de mesure de Lebesgue-Stieltjes.‏ - 
- لمؤثرات خطية 5.4 .................. d’opérateurs linéaires‏ - 


- de suites faiblement convergentes . .. 3.4 لمتتاليات متقاربة بضعف‎ - 


توسيع متراص ت .4 Extension compacte ............. EI‏ 
- أعة ت.4 عا e AS a RE e‏ قرم و ام e‏ ان روا 033130318 نت 
القم القصوى لتابعية 2.10 ........... Extremum d’une fonctionnelle‏ 
دكت شط لازم) 2.10 ............ (condition nécessaire)‏ - - 
- - - (شرط كاف) 2.10 suffiîsante) .............v.s.‏ -( - - 
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وجه بسيّط 2.3 ملم م 6 6666600066 60.6.6.666 . Face d’un simplexe‏ 
جماعة مركرة (لأجزاء مجموعة) 62 ل ل م 
لم م م م م م م م م م م.م . . .. 625620616 Famille centrée (de parties dun‏ 
- مجموعات 5.1 قلعم مع م ممم م م م 6 مم م مم6 ...6 .ا . . ensembles‏ - 
س س توابع 7.2 فلم م ءاعد مد م م 6 6 6 6 6م م6 م6 .6 6 ...ا .. de fonctions‏ - - 
- متساوية الاستمرار 7.2 cus.‏ م م م م م مم .م .م êquicontinue‏ - - 
- - محدودة بانتظام 7.2 ............. 502866 uniformement‏ - - 
- جوارات الصفر 5.3 de voisinages de zéro............uveuu.‏ - 
ملاصق جموعة ف فضاء Fermeture d’un ensemble dans‏ 
متري 2.2 للم م م6 م6 6 6 6 6 66 66 م6 6 6 .م .ا . . 22608101006 un espace‏ 
- - - - طوبولوجي 5.2 ل ع م م م م م م م م م م م6 .. topologique‏ ساسا 
- خطي 3.3 ود اجا م وميد ينه حم للم كن واو مرا وك 4د ملع هللات 
تابع 2.1 عر بد تسسات ونم نيه كود فلن ولق داقو مسرا الاح بي 10863037 
- مستمر مطلقا 4.6 لمعم م .م.م م6 .م.م ...اه absolument continue‏ - 
- مجرد 1.10 ام اق كادي بيات لو ف امن SS DSR‏ زرو 868128316ت 
- يور يلي 4.5 RS‏ وال لجار اماد اماقم is Oe‏ 50261165396 = 
- مميز 2.1 GAFACLOLISHQUe Te e Ce e aE Re E‏ - 
- ذو مربع قابل للمكاملة 2.7 .............. carré intégrable‏ 3 - 
كا تت ا ا ا (عقدي) 27 66066600 6.6 6.6 6ا.ا.. (complexe)‏ - - - 
- مستمر 5.2 امو ا ف رو لصوي واو موا اولقن مط م الا continue. sas‏ := 
- ديركليت 5.5 kk Re E e‏ ف بن Dirichlet sad RÊS‏ 2:06 
- مولد 6.6 gênêratrice aed a a SSS as‏ + 
- هيفسايد 44 .... Heaviside see a‏ :08 :ته 
- قابل للمكاملة 5.5 intégrable ............. cus‏ - 
- قايل للقياس 4.5 MRESUFADIE St isms‏ = 
- - بمفهوم بوريل 4.5 ل م م 0060666606 .ا.. au sens de Borel‏ ¬ - 
B -‏ - قابل للقياس 4.5 0م م6 66666 6066 6.6.6060 . . .. B - mesurable‏ - 
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عضر قال للقياس 45 E,‏ 


- رتيب 1.6... 1 داق ل لاه ا E‏ 


- py —- 26512816 ........... 
- monotone .............. 


~ de poids............... 


الأعلى) 6.2 (supéêrieurement). ..............suu‏ 
ت سيط 5.5 و ا لا ني ف رفي ل ام نل ترم اد نم بار وار تا 55111816 
- - قابل لمجمع (للمكاملة) 5.5 . . ... sommable (intégrable)‏ - - 
شاذ 4.6 ns‏ ل ل لل م لل ل ل م.م م م م ماء singulièreê‏ - 
- قابل للجمع 5.5 لل ع ل ل م ل ل م ل ...م .. sommable‏ - 
ذو حامل محدود 4.4 ل م 66000 6.6.6666 .. 6ه02 û support‏ - 
- ذو تغَّر محدود 2.6 ل م م م مم م مل .م . variation bornêée‏ 8 - 
- - - (قابلية الاشتقاق 2.6 .............. (dêrivabilitéê)‏ - - - 
ال - 6 ۰1.3 1.4“ 3.4“ 4.4 SSS OES ORAS‏ لخنم 1 ل اذك 
توابع اسان 4.4 لم م 660066 666660666 0.6.6 .. Fonctions de base‏ 
- متكافئة 4.5 ل ع ع ع ع م م م م م م م م ل م م .م ...2 . 600193168468 - 
- هيرميت ۰3.7 5.8 eae eas AS‏ ا 
- لاغير 3.7 dê: Laguerre sesa e saa ae‏ 
- شبه الدورية 7.8 presque périodiques ...............uuus..‏ - 
تابعية 6.2» 1.3 ل ع م م ل م م م 66 6.6.6666 ...6 . Fonctionnelle‏ 
- جمعية 1.3 ASAS aes‏ سه مووي ee CR‏ 230014582- 


- مستمرة (غلى فضاء شعاعي 


طو بولوجي) 1.4 ف قث و A‏ 


AR Da 2.3 محدبة‎ - 


- - على فضاء شعاعي 


عقدى 1.4 ا ا 0 


linéaifê? «r سخ‎ N 


- continue (sur un espace 


vectoriel togologique). . . . . . 


مالعاعا ءا ءا مامد فالا ءا ما ءا ءاه 001176166 = 


- sur un espace vectoriel 


complexe ............. 


- homogène.............. 
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- - على فضاء طيلبرت 2.4 ........ sur un espace de Hilbert‏ - - 
نظي ..... . . . sur un espace dénombrablement‏ - اس 
عدو ديا 14 مضوان ROME NERS E ei E‏ 
ال ل نظيمى 1.4 66660 6.6.6666 6.6 .0 .. sur un espace norméê‏ - - 
- ميكوفسكي 2.3 de Minkowski...‏ - 
- ضربية ت.4 للم م م م م م م م م م م م م م م م .م .م . multiplicative‏ - 
- تربيعية موجبة بقوة 2.10 ........ quadratique fortement positive‏ - 
- نصف متجااسة 1.3 حم ع م م مم66 6 600 6 66 ...0 . 20208686 - semi‏ - 
- نصف خطية 1.3 م م م م م م م م م م م م م م م مم ل.. semi - linéaire‏ - 
دستور التزايدات المنتبية Formule des accroissements finis pour‏ 
للتطبيقات 1.10 ل م م م م م 66 6 0.6.0660 . les applications‏ 
- فو ربي 3.8 TA SRA es‏ خم و وديا ور “6 أقياة06:1-- 
ع ل (العقدي) 3.8 (complexe) .............ccuusuuus‏ - - 
قلب تحويل d’inversion de la transformation‏ - 
فوربي 4.8 SSRs ke e‏ ل بد dê FOUHEE‏ 
_- رودريغاس 3.6 ملم مم م 6 6 66 6606 66 66 666 6.6060 .. 285002181068 de‏ - 


- de Taylor pour les applications . 1.10 تايلر (أو تايلور) للتطبيقات‎ - 


ارتفاع عدد ناطق 3.1 ............. Hauteur d’un nombre rationnel‏ 
هوميومورا فم فضاءات مار بيه 2.2 E a a a‏ بعد وز o NE E a E‏ 
ملل مام م .6 م 6 .6 6.6 ...0 .0 . 2061510165 Homêomorphisme des espaces‏ 
- - طوبولوجية 5.2 0606660606000 0.60.6666 ... 08010810168 - - 
- من جبر في جبر آخر ت .1 ....... d'une algèbre dans une autre‏ - 
مستتو مصعد 1.3 ما eh eed sa‏ محم عل Hyperplasia‏ 
فرض المستمر 4.1 666660 6 0.0.6666 ...0 .ل Hypothèse du continu‏ 
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مثالى جير تبديل ت .1 .......... d’une algèbre commutative‏ 10621 
مثالى ثنانى الجانب 6.4 لظن يا ك4 3 Bilalefe a oes aR‏ 2ت 
- أعظمى ت.1 stds‏ لهتست توصت 
- الجير ,6 ت.1 للم م م م م م م ل م م ل م م م م 6 .ل © de Jalgèbre‏ - - 
متطابقة ت ت .2 لع ع ع ع ع ع ل ل م م ل Identité de Hilbert‏ 
صورة 2.1 i TTT TT TTT‏ 
- عكسية 2.1 م ا مضي .FOGIpFOQUO: sa eee aad E E‏ 2 
- - جماعة جموعات 5.1 .......... d'une famille d’ensembles.‏ - - 
ت لتقاطع جموعات 2.1 ........ d'une intersection d’ensembles‏ - - 
- - اتحاد جموعات 2.1 ........... d'une réunion d’ensembles‏ - - 
- - طويولوجيا 5.2 dune topologie ............cuucuus.‏ - - 
احتواء 1.1 مواد و es Saa ae‏ 18601016 
استقلال خطى 1.3 .................... Indépendance linéaire‏ 
متراجححة سل (أو بيسل) 43 ................ Inéêgalité de Bessel‏ 
- جملة pour le systêème trigo‏ - — 

مثلئية 3.6 ccc‏ ا ا ا ا ااا ا ا nomêétrique‏ - 
- كوشى بونياكوفسى 1.2› 4.3 ......... de Cauchy-Bouniakovsky‏ - 
- - (الشكل التكاملى) 1.2 ............... (forme intégrale)‏ - - 
- هولدر 1.2 مق لوا ماح لو ولاق 4de Holder Ae oe Sa RAE‏ 
- - (الشكل التكاملى) 1.2 ............... (forme intéêgrale)‏ - - 
- مینکوفسی 1.2 ملم م م مم م م م م ل م م م م م م.م ...0 . de Minkowski‏ - 
- - الشكل التكامل) 1.2 ................ (forme intégrale)‏ سا 
- تشيبتشاف 5.5 مع م م م م م ع م م م م م 6 6 6 0 60 0ل لا#طءتضاقط1 de‏ - 
ال - المثلثية (المثلث) 1.2 للع م لم م م مم م مل لم .م.م . triangulaire‏ - 
تباین 2.1 اميا لواحو حو E‏ فرص E‏ المي ل قار TAHOE A‏ 
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Intégrale de Dirichlet .. 6.60.0661 66066600606602 1.8 تكامل ديركليت‎ 


- على جموعة 5.5 ملام ل م م مل م .لم6 0.6 ...م . . . sur un ensemble‏ - 
- فيجير 2.8 نواه و لا سام ليما سكا de Fee EER Es‏ .= 
- تابع جرد 1.10 60606660660 60.6666 ...6 . dune fonction abstraite‏ 7 
- سيط 5.5 e E RS a‏ وا لتر ا ماو و ال §IMPlO‏ .< 
بس فوربي 38 و احوضو لواحو مالع se FOUREE o SARE ROE ea‏ 
ب (الشكل العقدي 3.8 لل ال م 6 6 م6 .م6 .2 .6 م .م .ا . (forme complexe)‏ - - 
- لو بيغ 5.5 de LeDeSGUes ae alas O Sa Sa a‏ = 
- - (غير المحدد) 1.6 GROCER) tt emS‏ 
- - على مجموعة ذات sur un ensemble de‏ — — 
قياس 'غير منته 5.5 ا ا ا ا ا ا ا ا mesure infinie‏ 
- لو بيغ - ستيلجاس 66 ................ Lebesgue-Stieltjes‏ عل - 
ات تابع رتيب 6.6 .............. dune fonction monotone‏ - -— 
ال - ذو تغير لمحدود 6.6 û variation bornée.............‏ - - - 
- بواسون 4.8 حا رطم واي اح يس و e‏ الما لاج ع أ 067280188082 3 
ريمان - ستيلجاس 6.6 ملل م ممم م م ...0 ...6ه Riemann-Stieltjes‏ عل - 
الاستقطاب بطريقة Interpolation par la méthode‏ 
المربعات المصغرة 3.7 .............. des moindres carrés‏ 
التفسير المندسي لنظيم Interprétation géométrique de‏ 
تابعية la norme d’ une fonctionnelle‏ 
خطية 1.4 E‏ لجا اوسني قزل امقر تاو كتمأ e‏ متتفعهةا 
تقاطع جموعات 1.1 .................. Intersection d’ensembles.‏ 
- جماعة فضاءات dune famille de sous-‏ - 
شعاعية جزئية 1.3 لم م مم مم .م 0 ...0 .م 7606011615 espaces‏ 
مجال ٤‏ جهو عة الأعداده ` Intervalle dans 1’ensemble des‏ 
الترتيبية 6.2 6066606606000 0.0.6606 ...6 . nombres ordinaux‏ 
ايزومترية (أو تطبيق ايزومتري) 1.2 paa ees‏ 62 لعاف هرة15 
نشا کل الجبو ر ت .1 ................ Isomorphisme des algêbres‏ 
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- entre un espace de Hilbert بين فضاء هيلبرت‎ - 


وثنوية 2.4 as‏ أل مك م ل et Son 4081 eee sce‏ 
- جموعات مرتبة 4.1 ............... 02408868 des ensembles‏ - 
- فضاءات هيلبرت ۰43 5.3 ........... des espaces de Hilbert‏ - 
- الفضاءات الشعاعية 1.3 .............. des espaces vectoriels‏ - 
ال - الخطى المرافق 2.4 لع م م م م م م م م.م م م0 .ا . linéaire conjuguéê‏ - 
L‏ 
توطئة آر ینس ت .4 ع ع ا ا ا اا ا ا ا ل ل Lemme‏ 
- هاين - بوريل 6.2 de Heine-Borel.............cccccuess‏ - 
- ريس 4.6 طني ا يع امد فوا نع مقط اد حملي لا سا TURE‏ 2-0818 
- زورن 4.1 مع TORS SKEET SE E‏ 06ت 
خطوط أولر المنكسرة 7.2 ................. Lignes brisées d’ Euler‏ 
نباية من البمين (من اليسار) 1.6 ........ Limite ã droite )3 gauche)‏ 
- متتالية فى فضاء d'une suite dans un‏ - 
مترى 2.2 espace métrique ...........o cocoa‏ 
- عليا (دنيا) لتابع supérieure (inférieure) d’une‏ - 
عند نقطة 6.2 606 6 66 6 60 6 6 6 .6 6 ...6 fonction en un point.‏ 
طول منحن ۰6.2 8.2 ل لم مم ...ل م .. Longueur dQ’ une courbe‏ 
M‏ 
حاد من الأعلى 4.1 e ae‏ اد وأ أ ل ل ال و Miajorant sh‏ 
قيمة أعظمية لتابعية 2.10 ........... Maximum d’une fonctionnelle‏ 
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قابلية القياس بمفهوم كاراتيو دوري 3.5 


- مستمر مطلقا 1.5 


غير متصل 1.5 
خارجي 55 3.5 


- الخطىئ 6.5 و 


يقة التقريبات المتوالية 4.2 . . 


ا ا ا ا ا ا ا ا ا 


على نصف حلقة 2.5 ETE‏ 
جمعى عدوديا 15 » 25 . . .. 


2007 0 7 5 5 3 


Mesurabilité au sens de Carathéodory 


- au sens de Lebesgue ........... 


Mesures sows oma ae eee معام‎ 
- absolument continue ........... 


ثلاث ةد مام م م م م م م .ا .ا ما. additive‏ - 6 - 


- 8 base dénombrable 


complète 


- sur un demi-anneau............ 
- dénombrablement additive ........ 
= QISCFOLE SS لوا ونا ومو‎ aE e ê 
- extêrieurfe ممما ع مد مام مد مامد م م م م م ءالا‎ 
سم الوقن اساي قن الو ا ف حم ون 113336 تت‎ 
- ح ح  ع ع ا يا ا ا ا ا ان‎ 
06-3010839 eee ل‎ oe 
- de Lebesgue .. 6.6.6666 66066060060 
- - 11268156 ثثالاء ا مدعا ءد ةدا لاء امد مال .ا ما .ام.‎ 
عست‎ n-dimensionelle. ............ 


- de Lebesgue-Stieltjes ........... 


- de Lebesgue-Stieltjes 


absolument continue .......... 


e aa a‏ :0319861866 يتات 


Mesure singulière. .............. 


- de signe arbitraire............. 


Méthode des approximations successives . 


- de démonstration par récurrence 4.1 البرهان بالتدرج (أو التراجع)‎ - 


- التوابع المميزة 7.8 


— des fonctions caractéristiques ...... 


- de Newton .......uucvuuusus 


- - (تقارب) 3.10 ملم م م م م م م م م م م م م مم .م 6 (convergence)‏ - - 


- - المعدلة 3.10 ds a‏ ل أو ل ل امف ل ب ع 0145662 مك عدب 
ال - المؤثرية لحل opératorielle de résolution‏ - 
المعادلات التفاضلية 6.8 ......... des équations differentielles‏ 
- الماسات 3.10 dês {ageless oe da Ae‏ 
مسافة 1.2 ASANE‏ كور اتقو وام سم cree‏ 146111 
أصغر: ی فريدولم 3.9 6666000 606666660666066 60. Mineur de Fredholm‏ 
قيمة أصغر ية لتابعية 2.10 ........... Minimum d’une fonctionnelle‏ 
ت (شر طٰ لازم) 2.10 ............ (condition nécessaire)‏ - - 
س ساس ( شر وط كافية) 2.10 .......... (conditions suffisantes)‏ - - 
N‏ 
عدد جر 3.1 666066060606600 6.66.6666 ...م0 .م . nombre algébrique‏ 
- متسام 3.1 ع ا ا ا ا ا ااا اا ا transcendant‏ - 
- لامنته 4.1 المحم صا أن مد وات traf Ae Sea SS‏ 
أعداد مشتقة 1.6 Nombres dérivés .............u urns‏ 
عدم تراص المؤثر المطابق Non-compacité de l’opérateur‏ 


identique dans un espace de Hilbert . . . . 6.4 ف فضاء لميلير, ت‎ 


Non dénombrabilité de l'ensemble des عدم قابلية جموعة‎ 
nombres 26615 ................ 3.1 الأعداد الحقيقية للعد‎ 
Non séparabilité de espace m ..... 2.2 عدم قابلية الفضاء س للفصل‎ 

نظيم 3.3 موق لشي بع ل إلا جا فر فيد بكرن أب و بواجي اقم ورد NOTE ilet o a‏ 
- تطبيق ثناقى الخطية 1.10 .......... d'une application bilinéaire‏ - 


757 


- مؤثر خطى 5.4 .................. d'un opêrateur linéaire‏ - 
نظيات قابلة للمقارنة 5.3 ................ Normes comparables‏ 
- متفقان 5.3 قلاء م عا ءا ءا مامد م ءام ماء ءا م .ام مال ما . .ا concordayntes‏ - 
- متكافئة 4.3» 5.3 êquivalentes...........vvccccruunus‏ - 
نواة ديركليت 1.8 6066660 606660060666666 .. Noyau de Dirichlet‏ 
- جموعة فى فضاء d'un ensemble dans un espace‏ - 
شعا عى 1.3 a A O‏ لط موا ل الل طامط و م 1م166 
- تعادلة اة 2 2.9 ............ d’ une équation intégrale‏ - 
- فيجير 2.8 ا 10 1 1 1 1 de BOR eR‏ 
- تابعية خطية 1.3 ............ Noyau d’une fonctionnelle linéaire‏ 
- هيلبرت - شيت 29 ................. de Hilbert-Schmidt‏ - 
- مؤثر خطى 2.9 00000 ....... d'un opêrateur linéaire‏ - 
- حالة 39 . Eas‏ يانه لم شا لم و كف و rESOIVaAN‏ 4 
نوى المكررة 3.9 ا ا ا ا ا ا ا ال Noyaux‏ 
0 
مؤثر 5.4 Al‏ عن فق نجي امود SSE‏ نان لو موري العوع يق 6م02 
- فولترا الجر د ۰2.9 3.9 ................. abstrait de Volterra‏ - 
< قرين 5.4 es Sene‏ وان 2 5 هذةز20 2 
- - بمفهوم هيلبرت 5.4 au sens hermitien................‏ - — 
- - لؤثر هيلبرت - شيت 2.9 . d'un opêrateur de Hilbert Schmidt‏ - - 
- قرين نفسه 5.4 7 CSE SS rsh Alt‏ أهزةز0ه مانتو 
ب متراص 6.4 ان ور RTE ET‏ يا 11000 . . . compact‏ ~ 
- - فى فضاء هيلبرت 6.4 ......... dans un espace de Hilbert‏ - - 
ف تَاماً 6.4 ل م م ملم مم م.م .م ...م complètment continu‏ - 
- ذو بعد منته ۰6.4 2.9 ................ de dimension finie‏ - 
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7 08 Fredholm ese Sa 2.9 فريدولم‎ - 


- هيلبرت - یت 29 ................. de Hilbert-Schmidt‏ - 
س (التراص) .2 (COMPACGHE) EES a ka‏ "= = 
ال - المطابق 5.4 #واكل wy SAAR RAE Ê‏ امعو واصة10- 
ال - المقلو ب 5.4 ع ا جا وم عرف عق قط جاه ف ا م فت وان 1 عل و وات SN E‏ 
- قابل للقلب 5.4 لع ا م م ا م م ممم ...د ,. inversible‏ - 
- خطى 5.4 ICES‏ افد نوا و ا اوت E‏ وولةة مزااء 
ا ت دود 4ب5 DOES E E CR‏ 
- ل مستمر 5.4 دخ ل قمعي فاو GOOD Saal a‏ حت 
- - مغلق 5.4 a FOF a SER eS‏ 
3 (بيان) 5.4 (graphe d'un) EE SSN SORE RT AR ATES‏ -- 
- منعدم 5.4 ا ا ا ل ووم ا ا د الل - 
- الإسقاط العمودي (أو المتعامد) 5.4 . . . . de projection orthogonale‏ - 
- فولتيًا 6.4» 2.9 قلء ءا ءا ةم م م م م م مل مل .م م م م.م ا.. de Volterra‏ - 
علية غلق فى Opéêration de fermeture dans‏ 
فضاء 8 ي 2.2 un espace mêtrique‏ 

- ¬ dans un espace topologique ...... 6.2 س ق فضاء طوبولو جي‎ 
Opéêrations sur les distributions ......... 4.4 عليات على التوزيعات‎ 
- sur les ensembles .. على المجموعات 1.1 نيم لم06 0.0.060 ...ا‎ - 
- sur les fonctionnelles .................. 2.4 على التابعيات‎ - 
- sur les fonctions mesurables...... . 4.5 على التوابع القابلة للقياس‎ - 
Ordre, bon ....... eens 4.1 ترتیب » جید‎ 
~ d'une fonctionnelle sur un espace تابعية على فضاء‎ - 
d’énombrablement normê ............... 1.4 نظيمى عدو دي‎ 

- جر 5 4.1 الع و سمأو ل عمط الام ميق 4 ئها جاه من ا كم عميية دم e LT o‏ 
- - لطوبولوجيات 5.2 00م 66666066 6.666.666 .. 60201081868 des‏ - — 
- کلي 4.1 toa aa Dai‏ :2 
تعامد أشعة 4.3 مل م ع م م م م م م م م لم ل ل .د Orthogonalité des vecteurs‏ 
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المسقط المتعامد (أو العمودي) 5.4 ............... Orthoprojecteur‏ 


تذبذب تابع 6.2 تبث م ميم ثم ...ل ...0 Oscillation dune fonction‏ 
«أو» المانعة 1.1 ملام ءام مع م م ءام م م .مم م6 .م ...0 . «Ou» exclusif‏ 
«أو» الشاملة 1.1 ف م م ع م م ا م م لم مل ل.ل ...ا «Ou» inclusif‏ 
P‏ 
متوازى الوجوه الأسابى 2 2.3 ....... Parallélipipède fondamental‏ 
جزء مجموعة 1.1 لم م م م م م م م م6 6.66 ...60 ...م Partie d'un ensemble‏ 
الانتقال إلى النباية تحت Passage 2 la limite sous le signe‏ 
رمز تكامل لو بيغ 5.5 ............ de I’intégrale de Lebesque‏ 
س س سد لدم ستيلجاس 6.6 ................. de Stieltjes‏ ¬ - - - 
بلاطة هيلبرتية 8.2 فامعافاةا .دا فد.د نفد .د مامد .د .ا ما مال .ا .ا .د . Pavê hilbertien‏ 
وزن 3.7 اص Ea E‏ الح ع لقره ل ول POMS Sere ES A EAA a‏ 
نقطة تراك جموعة Point d’accumulation d’un‏ 
فى فضاء متري 2.2 ....... ensemble dans un espace métrique‏ 
ع کک ف فضاء طو بولوجي 2 ... 10201081106 dans un espace‏ - — —~ 
- ملاصقة لجموعة ف adhérent ã un ensemble dans un‏ - 
فضاء متر ي 5.2 ملام م مم .م espace méêtrique ..........u‏ 
ب -, في فضاء طو بولو. جي 5.2 ...... dans un espace topologique‏ - - 
- تقطع من النوع الأول 1.6 . . . . de discontinuité de premiêre espêce‏ - 
- صامدة (أو ثابتة) لتطبيق 4.2 ......... fixe d'une application‏ - 
- داخلية لجمو عة 2.2 ............... intérieur dun ensemble‏ - 
- غير مرئية من المين 1.6 ................ invisible ã droite‏ - 
- - - من اليسار 1.6 لو أ ل oes aE SE‏ 8218656 2 
- منعزلة 2.2 AS SS a‏ د ناريا SBOE Lee SES‏ 


نقاط فضاء متري 1.2 . . . .... 


- فضاء طوبولوجي 5.2 ES‏ 
ت يشتقئلة 23 SD ae‏ 


- من النوع الأول ومن 
النوع الثاني في جموعة 


كانتور ثلاثية 2.2 000 
كثيرات حدود هيرميت 37 .... 


كثيرات حدود لاغير 3.7 EE‏ 
- - لوجاندر 3.7 a‏ 


- متعامدة بالنسبة 


E EY 3.7 لوزن‎ 


د سا لا ل غير متصل 37 .... 
- تشيبيتشاف 3.7 E a‏ 


مسألة کوشي 4.2 کک ب ی 
- -المعادلة الحرارة 4.8 AES‏ 


يات د غل انی 48 


e . . . . . 29 مضبوطة‎ - 


- régulier d’un élément d’une 


2186526 sl ase es 


— - pour un opérateur .......... 


Points d’un espace métrique ....... 
- d’un espace topologique ........ 


- indêpendants ............... 


- de première espèce et de seconde 


espèêce de ensemble triadique de 


AS‏ ممه اود ase‏ امون 
Polynömes d’ Hermite ...........‏ 


ملاع م م م م 6 م6 6 6 6 .6 .6 . de Laguerre‏ - 
ملاما ءا ماما م م .ا .ا م6 م.م .. de Legendre‏ - 


- orthogonaux par rapport 


êa un poids..............ue. 
66م 66 66 66 66666 .]015026 سس شاد‎ 
- de Tchéêbychev:............. 


Précompacité ................ 


Problême de Cauchy ........... 
— —- pour Uéquation de la chaleur . . . 
سد د‎ - - (sur le plan)........... 


200116671 aa eS E الم مار‎ e 
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- غير مضبوطة 2.9 وف لم تضاف القن اقم مو دع ونج زو 66 10ت 
- لوزين 1.8 شك مناه م كة لوة لاله الو ع لوحي اال اوعس لفرت 06 2 

يقة كانتور القطرية 3.1 ............ Procédé diagonal de Cantor‏ 
- المعامدة 4.3 d’orthogonalisation ............ccucucusuus‏ - 
جداء مباشر لمجموعتين 6.5 ......... Produit direct de deux ensembles‏ 
- - بجماعة مجموعات 6.5 dune famille d’ensembles...........‏ - - 
- قياسات 6.5 cucu‏ م م م م .م م ا.. de mesures‏ - 
- مؤثرات 5.4 فلمءام ءالما م م عم مم ءام م م م6 6م 0 م6 .6 6 .- 0026580]©6055 - 
- ترتيبى 4.1 es E‏ ماح ل خا ماف وخ الو اع بيش ordinal.‏ 
- سلمى 4.3 ماطف يح E‏ نا وام دلوم مجو وكا أ فم 3138لو50ت 
ات ف فضاء عقدي 4.3 dans un espace complexe..........‏ - - 
- - فى ية 27 dans l.cs‏ - - 
تمديد (أو امتداد) تابعية 2.3 ....... Prolongement d’une fonctionnelle‏ 
- قياس 2.5 م ا ع م م م م م م م م م م م م م ل م ...ا . 20651156 une‏ - 
- - حسب جوردان 3.5 م 0 666066260600000 10248.66 selon‏ - - 
- - حسب لو بيغ 3.5 لم م م م م م م م م6 0 6 ...0 ا.. selon Lebesgue‏ - - 
خاصية (©) 4.5 aa‏ 11 التاق ام PrOPHEE CCS met‏ 
- مميزة للفضاءات الاقليدية 4.3 . caractéristique des espaces euclidiens‏ - 
- وراثية 5.2 hêriditaire .......... cceur‏ - 
چ متوازي الوجوه 4.3 .................. du parallelogramme‏ - 
خاصيات الجموعات القابلة للعد 3.1 E E EEE‏ 


- التوابع المستمرة مطلقاً 4.6 
- تكامل لوبيغ 7.5 ف انه ماو 
س اسم ران - ستيلجاس 6.6 E‏ 


- - تحويل فوربي 4.8 N‏ 


Propriétêés des ensembles dénombrables 


- des fonctions absolument continues .. . . 
- de T'intégrale de Lehesgue ....... 
- - de Riemann-Stieljes ......... 


- de la transformatior de Fourier . . . 


- - de la variation totale d’une fonction . .. 2.6 التغيّر الكلى لتابع‎ - - 
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Puissance dun ensemble ... 0... 6.6.6666 66060660002 3.1 قوة مجموعة‎ 


- جماعة مموعات 6.5 ............ d'une famille d’ensembles.‏ - - 
R‏ 
جذر جير لباناخ ت.4 .......... Radical d’une algèbre de Banach‏ 
نصف القطر الطيفى لعنصر Rayon spectral d’un élément‏ 
من جبر ت .2 ممه لو م لاما و لاقع ع ل معام .ا ع مد ء .ا dune algère‏ 
- - لوتر 5.4 <n: OpPéFAEUN ase soo daka ns‏ 2 
تغطية 5.2 Recouvrement ...........cccceuuuuuennns‏ 
- مغلقة 5.2 ماد fF ° A AS aa ms‏ 
- مفتوحة 5.2 E aa‏ 6 انا0 2 
تدرح لا منته 4.1 تلم ملم م مل م مل م مل مل مم .م Récurrence transfinie‏ 
مرجع 1.1 SaaS aS A ae‏ فر موتو كوا محف "قي ا و لم116 
انعكاسية 2.1 اوح اح ل لجا وال ماوق e eda‏ 16116733116 
النظامية التامة لفضاء Régularité complète d’un espace‏ 
طو بولو. جي 5.2 اقيق اسم لومي e‏ اما ارام نت tOpPOlORIQUES‏ 
علاقة ثنائية 2.1 فلل ةن ةن ل مل ل م 0 066 00606 ...ا Relation binaire‏ 
- تكافؤ 2.1 A‏ ار وك الما جاو مك و وا بو فو وغل واندوة 0ت 
- ترتيب 4.1 ل اشام افج أن ووم 1ص مرق رودق ا قن جط رق لاما 4 مط بم 2 1 207080887 
- بارسفال 4.3 مثءال م م مم 066666 6060666066606 ...ا . de Parseval‏ - 
- - جملة مثلشية 3.7 pour le systéme trigonométriquê.........‏ - - 
عه سا 12 3 ER Rae‏ الول TEER N‏ 
حالة عنصر جبر ت .2 ...... d'un’ élément d'une algèbre‏ عمو واموقع 
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- مؤثر 5.4 ا ا ااا ا ال 0 d'un‏ - 


اتحاد مجموعات 1.1 00 606660666660606 ...0 .. Rêunion d’ensembles‏ 
5 
قفزة تابع عند نقطة 1.6 .......... Saut d'une fonction en un point‏ 
مقطع مبتدئ 4.1 Section commençante ............... ETE‏ 
- مثناه 4.1 finissante ices‏ .= 
قطعة مستقيمة (أو مجال) مغلق (5) 23 ........... Segment ferméê‏ 
دا مفتوح )6( 2.3 Fe‏ ف الحو لوو لعو ودف ف مدرو لعا بط فرق اد ا ع :01319836 ت 
نصف استمرار تابع Semi-continuitê d’une fonction‏ 
على فضاء مر ي 6.2 sur un espace mêétrique..............‏ 
قابلية الفضاء الفصل را 2.7 ع م م مل ...يوط Séparabilité de Fespace‏ 
- الفصل لفضاءات جزئية من des sous espaces d’un espace‏ - 
فضاء مترى قابل للفصل 4.3 ........... métrique séparable‏ 
فصل النقاط بواسطة Séparation des points ã l'aide des‏ 
تابعيات خطية 1.4 ............... fonctionnelles linéaires‏ 
سلسلة فوربي ۰43 5.3› ۰3.7 1.8 ............... Sêrie de Fourier‏ 
- - (تقارب) 1.8 ا ا ا ا (convergence)‏ - - 
س (تقار, ب منت ( 1.8 ........... (convergence uniforme)‏ - - 
کا بالنسبة جملة par rapport ã un système‏ — - 
متعامدة 3.7 ا ا ا orthogonal‏ 
- مثلثية لفو ريي 3.7 .............. trigonométrique de Fourier‏ ~ 
- - - (الشكل العقدي) 3.7 ........... (forme complexe)‏ - - - 
چا لتابع متعدد dune fonction de plusieurs‏ - - - 
المتغيرات 3.7 الع لا Se EARS A ISS Se sl‏ “قاط مقو 


يك تيد بيهم على قطعة مستقيمة مأ 3.7 ... sur un segment arbitraire‏ - - - 


سيط 2.3 Seed‏ ملم ل وو يا الوه SECA SAE‏ مقع دج Simpléxeê‏ 
وحيد العنصر 3.1 ER e‏ ا ا ole‏ اك 
جموع مباشر 4.3 uuu‏ ا ا ا ا ا Somme directe‏ 
- - له- جبور 3.5 لم م م6 0 00 06066606660 ..265طقع1ة دي de‏ - - 
- - لجموعة قابلة للعد Somme directe d’une infinité dénom-‏ 
من فضاءات هيلبرت 4.3 ........ brable d’espaces de Hilbert‏ 
- مجموعات 1.1 Ss aa a‏ ا ل ا 
- مؤثرات 5.4 مطاف مه هع يف ننه ف مق لوا ما عط FOpérAEUS: ne‏ - 
- ترتيبى 4.1 ملعمو وام و م لفط وصور ما واه لع Ss o‏ :02015816 
مجاميع داربو 5.5 فلل م م م66 م66 م6 6606 6.6.0.0 ...م Sommes de Darboux‏ 
- فيجير 2.8 دعبت او واد لاف افو وان انه انع Bj SS‏ :06ت 
زان سيّط 2.3 uuu.‏ مم مل ...ل.ل ل . . Sommet d'un simplexe‏ 
ا جمعية الجزئية 1.5 ع ا ا ا ا ا ا ا Sous-additivitê‏ 
- - القابلة للعد 2.5 dénombrable ........... TINIE‏ - 
جموعة جزئية 1.1 Sous;éhsembles es eas ee a‏ 


Sous espace d'un espace de Hilbert 43 فضاء جز من فضاء هيلبرت‎ 


- - من فضاء متري 1.2 .............. d'un espace mêtrique‏ - 
- من فضاء طو بوا لوجي 5.2 ........... un espace topologique‏ - 
- مغلق من فضاء نظيمى 3.3 ......... 208106 fermê dun espace‏ - 
- ذاق 1.3 ê LT‏ مطوا ا E ESE A‏ 65 م0 82ت 
4 الكل المتعامد supplêmentaire orthogonal‏ - 
لفضاء جزني 4.3 ملل م مام م م م م م م م م6 م6 ...0 . dun sous-espace‏ 
- شعاعى 1.3 ومني حول بلق ماد ورف ها وام مواق ما بها فا وه اق جا وا لأع 296016 
- أصقار تابعية des zêros d’ une fonctionnelle ١‏ - 
خطية 1.3 وي امن BS e‏ ف ف جر linéaire ......... E‏ 
تغطية جزئية 5.2 ف م م م م م م م مم م 6م .0 ...6 . Sous-recouvrement‏ 
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1.1 ملام ءامد ما ءا ةد م م ل م م ل م م م .ام ...ا . . . . des ensembles‏ 5011515211052 


طيف مستمر 5.4 ع اا اا اا ا ا اال Spectre‏ 
- عنصر من جر ت .2 ........... 2186656 d'un élément dune‏ - 
- مؤثر 5.4 م ع UR opéfateur . oat e sea a‏ = 
- - متراص فى فضاء compact dans un espace‏ - - 
يلبرت 29 A‏ سوط و وو ما de Hilbert eats‏ 
- نقطى 5.4 جد أ ع فق لين ماقاو O‏ بوافحة به ارس اما الو م ا مولن دم اعضوم := 
متتالية متقاربة في فضاء متري 2.2 و SE ORNS ASTA‏ 
Suite convergente dans un espace métrique .............uuuss.‏ 
س ق فضاء طو بوا لوجي 5.2 ...... dans un espace topologique‏ -- 
ب لكوشى 3.2 O TT TTT TT‏ :23506 
- ت 2.6 RSE‏ ل GKRAUSUVE‏ +2 
- متقاربة بضعف 3.4 لع م م مم م م مل ءءء faiblement convergente‏ - 
- متقاربة بقوة 3.4 ململ م م مم م م م م ...م fortement convergente‏ - 
- مستفرة ۰3.2 5.2 فعاف ءامد ةاعم ءام م 6 م .م6 .0 م ...ام م . stationnaire‏ ~ 
حامل نة 4.3 ملم م .م م م م 6.6 .6 .م6 ...م6 .م ام.. Support d'une charge‏ 
- فضاء طوبوا لوحي 5.2 ,............. d’un espace topologique‏ - 
تطبيق غامر 2.1 شمو متاك متي مس وال امه لان ا aden‏ كوه 5661 
تناظر 2.1 SDs os SS aE a E E CARR‏ ا لنت 
جملة تامة من عناصر Système complet d’éléments d’un‏ 
فضاء نظيمى 053 4.3 بع معء يع يع م م ثم ث. م.. 201106 espace‏ 
اة من الحواراك 5.2 ......... fondamental de voisinages.‏ - 
- هار 3.7 A‏ ادن ا اب ناي انوملع أ ا اوتا بجرلا اد ه11 dei‏ 
- غير مستقلة خطياً 1.3 .............. linêairement dépendant‏ - 
- مستقلة خطياً 1.3 indêpendant ............. uue‏ - - 
- رادماشر 3.7 قم .0000600600002 ...0 de Rademacher‏ - 
- متعامدة 4.3 لارام م مد ما ءا 6 م6 6 64 62 0 6 646 6 66 6.66 .6 .6 . . orthogonal‏ - 
- متعامد ومتجاس 4.3 2م 66060666 6.66 6.6 ...ل . . 02580101136 - 
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- على المستوى 3.7 00 


EEE 3.7 والش‎ 


- trigonomêtrique ........... 
- - gur le plan............. 
سا‎ sur le segment [0, n] ....... 
- de Walsh ............... 


Systemes orthogonaux dans un 


فضاءات 0 ملل م6 6006 660 666 66066 6.666 .6 . produit d@espaces‏ 
1 

نظرية جبر النسبة ت .3 .......... l’algèbre quotient‏ عل Théorème‏ 
- أرزيلا 7.2 ا ا ور ل وا لامب ا SAGE dea‏ 
- بير 3.2 5100000 de 88126. .60 60 66 66 666 ccs‏ - 
- باناخ حول البيان المغلق 5.4 de Banach sur le graphe ferméê......‏ - 
- - حول المؤثر المقلوب 5.4 ........... sur Popêrateur inverse‏ - - 
- باناخ -ستینہاوس ت. 2 ............... de Banach-Steinhaus‏ - 
- الكرات المتداخلة 3.2 ............... des boules emboîtées‏ - 
- كانتور - بارنشتاين 3.1 للء م م ممم م م.م .م.م . كأ6]اق2102-862ة0 de‏ - 
- كارلسون 1.8 وا لا فوس فوا و الو لقا ا وما و اموي أ Carle§on‏ 06ت 
- قابلية الأعداد de la comparabilité des nombres‏ - 

ordinal elds Rada 4.1 الترتيبية للمقارنة‎ 
- de la continuité dune application استمرار تطبيق‎ - 

مر کب 5.2 ص و امش GOnNIPOS6E ST RS Re‏ 
- ايغوروف 4.5 0000 Q@Egorov ......cc ens‏ 5 
- فاتو 5.5 ASK‏ فح أ واه مور وما لوا بو بو متو ل حا de FAO‏ .= 
- - فيجير ۰3.7 2.8 de Fejér..... NTS‏ - 
- في الفضاء ,1 2.8 للم ل م م 0 مم 0م ...م0 .. dans [espace Lı‏ - - 
- فريدولم للنوى de Fredholm pour les équations‏ - 
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- آرزلا المعممة 7.2 RE‏ 
غا لقو تاها رق ت 4 SE‏ 
- هان -باناخ 1.3 E OS‏ 
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فيئر ت.4 ates e‏ ون ملم ee‏ + 11/168861 06ت 
زارمولو 4.1 اد وس 8 ف لام قا لل طرق ZERRE SASS SRS‏ 06 
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متغتر عشواق 6.6 Variable aléatoire. ............vvvvuunss‏ 
- - غير متصل 6.6 disert aE Se es‏ 
- ل مسكمر 6.6 ... ease Tessa a‏ نوو لاع ا 8للقأكمو6 ات 
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منوعة خطية 3.3 Ras‏ وا بق ام ا لفق vol‏ للع اوه Variétê linéaire:‏ 
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. 8 - الجمعية والاستمرار المطلق لتوابع لوبيغ ی و 
. الاتتقال إلى النباية تحت رمز تكامل لوبيغ ةي 
. تكامل لوبيغ على جموعة ذات قياس غير منته Ra A‏ 
. مقارنة تكامل لوبيغ بتكامل ران 2008 


سم ړم 


بيا لذ هما ي@ ل 


8. الجداءات المباشرة ماعات المجموعات وللقياسات ARES‏ 
نظرية فوبیی (نمنطبط) ل Ih‏ 
1. جداءات جماعات الجموعات ا ا 
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2. جداءات القياسات EE‏ ا SENOS‏ 


234 
3 التعبير عن قياس جموعة من المستوى بدلالة تكامل القياس 
الخطي لمقاطعه . التعريف المندمي لتكامل لوبيغ ل و وا E‏ 
4 نظرية فو بيني NE OE O COE (Fubini)‏ 7 
الفصل السادس . تكامل لوبيغ غير المحدود. نظرية الاشتقاق . 447 
8. التوابع الرتيبة . قابلية اشتقاق التكامل بالنسبة لحده الأعلى 448 
1. الخاصيات الأساسية للتوابع الرتيبة ف E‏ وو Sh‏ 
2 قابلية اشتقاق تابع رتيب 4 ليل بوتي أ وأا يس وا بوه راد لاع طم 453720 
3 مشتق تكامل بالنسبة لحده الأعلى ف معطي دين نيد انأف تود 463 
8. التوابع ذات التغيّر المحدود EOE ES‏ لفح ركه O‏ 
8. مشتق التكامل غير المحدود للوبيغ وديا لجع wl‏ اول ار Eee‏ 
8. البحث عن تابع انطلاقاً من معرفة مشتقه . التوابع المستمرة مطلقاً 475 
8. تكامل لوبيغ بصفته تابع مموعة. نظرية رادون - نيكودم 
(Radon - Nikodym)‏ لقنم rr‏ ادر باو ألما الوك او ASE oa i O‏ 
1. الشحنات . تفكيكات هان وجوردان (Hahn, Jrodan)‏ ..... 488 
2 أم أنواع الشحنات ANNE OE E‏ 
3 الشحنات المستمرة مطلقاً . نظرية رادون - نيكودم ..... 493 
8. تكامل ستيلجاس (ءەز؛[:54) لماه ف عا الوا عر ea‏ 2 49822 
1. قياسات ستيلجاس EES‏ يواج ند بيد “لالد يك م ل AS EA‏ 
2< تكامل لوبيغ - ستيلجاس وود و eSNG YS RE‏ 501 
3. بعض التطبيقات لتكامل لوبيغ - ستيلجاس في نظرية 
ألاحتالات E AS o NE SEAT AE A‏ ا a‏ 503 


.3§ 


4. تكامل 9 يمان ج ستيلجاس (Riemann - Stieltjes)‏ و ق ا 
5ل الا قف رمد كامل باش A E‏ 
» الشكل العام للتابعيات الخطية المستمرة على فضاء التوابع 


1. التعريف والخاصيات الأساسية للفضاء ,1 E‏ 
2 المجموعات الكثيفة أا كان في ,1 


الفضاء ,1 ا م RS‏ وي رول SES‏ و كن E‏ 
اال ا وكا مدانة: الأساهية CEY‏ 00 
2 حالة فضاء قياسيه غير منته حت ا مم نوات او وقد راد لاسرع كرا عا 
3 المجموعات الكثيفة أا كان في ,1 . نظرية التشاكل 

4. الفضاء ر1 العقدي aa‏ ود امود وي ني الو ESS‏ د 
5. التقارب بالمتوسط التربيعي وعلاقته بأنواع أخرى من تقاربات 
متتاليات التوابع ال ا E‏ 
امل المتعامدة المؤلفة من توابع في ا . السلاسل بالنسبة جملة 


متعامدة لم معنف الماع قوق سولق لوقه امت أ ماوق بق 
٠‏ 1. اجملة المثلثية . اجملة المثلثية لفوربي (Fourier)‏ و E E‏ 
2 الجملة المثلثية على القطعة [0,7] حي ع e‏ بخ ون ان 
3. سلسلة فوربي في شكلها العقدي ا E‏ 
4. كثيرات حدود لوجاندر o BR e BO a e (Legendre)‏ جا ل 
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5. المجمل المتعامدة في جداء فضاءات . سلاسل فوربي المضاعفة 
6 كثيرات الحدود بالنسبة لوزن معطى عط ماما مووي ليه 


7 الأساس المتعامد في الفضاء (ه ٥,‏ -)ر1 . توابع هيرميت 
(Hermite)‏ سق وا E E‏ السك a‏ ففخ فا تاق e e E‏ خياب :559 
8 كثيرات الحدود المتعامدة بالنسبة لوزن غير متصل won e‏ 561 
و حمل هار (مووك) ؛ رادماشر (eطءة‏ ەل )R‏ › والش (طئلوW)‏ . . . 564 


الفصل الثامن . السلاسل الملثية . تحويل فوربي . . . . . . ,5 


5. شروط تقارب سلسلة فوربي SET e A a a‏ 
1. شروط كافية لتقارب سلسلة فوربي عند نقطة و 0 لد م وه SGD‏ 
2. شروط التقارب المنتظم لسلسلة فوربي SS EES‏ 
8. نظرية فيجير (۲٥ز٥۴) RASS‏ 
1. نظرية فيجير ل عطق 0 بن O e SAE RA E‏ 
2 تام املة المثلثية . نظرية فايرشتراس (ءءهءاءإمزء۷) TE‏ 
3 نظرية فيجير في الفضاء ,ا ا امه كج امون سد ور ووه 
35 تكامل فوربي sees non‏ .د قار هد .داه 584 
1. نظرية أسباسنة EEE‏ ابعل و فد اد يه 2824 
2 تكامل فوربي في شكله العقدي وأ مع SE Sele‏ 
48. تحويل فوربي » خاصيات وتطبيقات . . . . 6 .الام م .6 .6 م 589 
1. تحويل فوربي ودستور القلب مذ كع“ E‏ تيه اد مر قن لس في يار SE‏ 
2 الخاصيات الاساسية لتحويل فوربي Ss‏ مام جيك ول اكاك ونووة 
3. هام جملتي توابع هيرميت ولاغير (٤ue۲عها) Na‏ 5994 
4. تحويل فوربي للتوابع القابلة للاشتقاق لاههائيا والسريعة التناقص . 599 
5. تحويل قوربي والترويج N‏ ا ا ال 601 
6 تطبيق تحويل فوربي على معادلة الحرارة GOS e N‏ 
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7. ونل فوربي للتوابع المتعددة المتغيرات E‏ الو حو ةك 


§ 5. تحويل فوربي ف الفضاء (مه L(— oo,‏ ف يك د حو رقا Ca SST‏ قل واد a‏ 
1. نظرية بلوشرال (اءمعطعهقاط) . . . . ., RS‏ 
2 تابع هيرميت وكيا E‏ لو مأو موك ولو كل لوك الها "هل هد لإ ينه 
§6. تحو يل لابلاس (Laplace)‏ لط عا الك e E A‏ 11 بو 
1. تعريف تحويل لابلاس وخاصياته الأساسية E PRE‏ 


2 تطبيق تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية (الطريقة 


O E المؤثرية)‎ 


8. تحويل فوربي - ستيلجاس 


ee ogg Gg هاه‎ © a a ® 


“® © SS اه اه‎ dG 4 4 0 ¢ 4 ® ® 


1. تعريف تحويل فوربي - ستيلجاس el‏ 
2. تطبيقات تحويل فوربي - ستيلجاس في نظرية الاحتقالات 


8. تحويل فوربي للتوزيعات ع لاجو ودام و و ا 
الفصل التاسع . المعادلات الخطية 12000000 


5. التعاريف الرئيسية . بعض المسائل المؤدية إلى المعادلات التكاملية . 


1. أنواع المعادلات التكاملية 


SS a mg o ® ®‏ هاه ها الى دو اه 


2. أمثلة لبعض المسائل المؤدية إلى معادلات تكاملية aS‏ 


8. معادلات فريدوم التكاملية 


1. مؤثر فريدوم التكاملٍ 


e ىه‎ oO SG GQ GG هاه‎ 8 ® 


2 المعادلات ذات التوى المتناظرة ل lG‏ 
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3 نظريات فريدول . حالة النوى المنحلة Dass ea‏ 
4. نظريات فريدول في حالة المعادلات ذات النوى غير المنحلة . 646 
5. معادلات فولترا اد E aE a E a A‏ .6521 
» المعادلات التكاملية من النوع الأول GS a Ad‏ 
8 المعادلات التكاملية المتعلقة بوسيط . طريقة فريدوم وا الا ا توفع 
1. طيف مؤثر متراص في 11 لخدمب يا یک شفع ون 6557 
3 البخف عن الخل عل فكل سللة ل E‏ < . 656 
الفصل العاشر . مبادئ في الحساب التفاضلى فى فضاء شعاعى 663 
§. المفاضلة ف فضاء شعاعى SS‏ الهم 
1. التفاضلية القوية (تفاضلية فريشي ©#لعف5) . . . . م.م 663 
2. التفاضلية الضعيفة (تفاضلية غاتو «سومة©) . . .. . . . 666 
3 دستور التزايدات المنتبية فو n‏ جا عو وا ماسقا عاد Ba‏ 66778 
4. علاقة مفهوم التفاضلية القوية بمفهوم التفاضلية الضعيفة . 668 
5. التابعيات التفاضلية معد كو hS E‏ ريه ا OEE‏ 
6 التوابع المجردة E‏ كو ليور وا ب e‏ الل رط كو ل و GOs‏ 
7 التكامل E‏ عر ابلك SE oe CE SRE‏ الت مو GE‏ 
8. المشتقات ذات الرتب العالية هك أ قاذ ek‏ لقف E‏ نيت 675 
9 التفاضليات ذات الرتب العالية Os Sa ES SS‏ 
0. دستور تايلور a‏ اذيك قد يدجو OTE N eS‏ 
8. مسائل القيم القصوى e‏ أو لع مك e‏ فم أ أ كولج :680 
1. الشرط اللازم لوجود قيمة قصوى الجخ ةو اليل SE‏ امع SI AE‏ 65017 
2. التفاضلية الثانية . شروط كافية لوجود قيمة قصوى ..... 685 


8 . تعاريف . أمثلة لجبور باناخ ا as A‏ 


1. جور باناخ . تشاكل جور باناخ > جه هنو كه o‏ نور حا الو و 


2 أمثلة لجبور باناخ 92-00 1 2321111 
3 المثاليات الأعظمية 1 2< E SSDS‏ 


DE OR 000 النظريات الأساسية‎ .8 


الاعات اة وان بو الش رده واا الا ع 


ووا غل ا ال ت ا اة ی 
3 نظرية فيز (Wiener)‏ ¢ تمارين و ا 


